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PREMESSA 


Chi si accinge per la prima volta allo studio della Meccanica ra- 
zionale si accorge presto di quanto questa disciplina st avvalga di stru 
menti matematici forniti dall'Algebra, dall'Analisi Matematica, dalla 
Geometria. L'uso di tali strumenti matematici provenienti da teorie che 
nascono e si sviluppano în modo autonomo e generalmente indipendente da 
fini applicativi, mostra la possibilità di dare significato concreto a 
quelle teorie - o, per lo meno, a talune loro parti - senza peraltro to 
gliere nulla ai pregi estetici del loro significato astratto, se mai vi 
vificandolo e ampliandone il significato. 

Parlando di significato concreto acquistato da teorie matematiche 
pure si intende affermare che esse costituiscono uno strumento indispen 
sabile per lo studio deîi problemi matematici che presentano ‘interesse 
al di là della Matematica pura, nei quali oltre ai concetti abituali in 
quelle teorie ne intervengono altri che traducono concetti di natura fi 
stica, quali quelli di tempo, massa, forza, ecc. 

CosÈ si giunge alla definizione di "Meccanica Razionale". Tratta- 
st di una disciplina di tipo matematico la quale opera su schemi più 
rtechi di altre, in quanto utilizza in più taluni concetti - quelli o- 
ra richiamati - e taluni postulati per i quali, nel fissare (a volte in 
modo intuitivo) le loro proprietà peculiari e per la loro formulazione 
matematica, si deve tenere presente che essi sono i corrispondenti di 
analoghi concetti e principi del mondo fisico. 

| Tale teoria matematica da un lato è fine a se stessa, come i vari 
settori della Matematica pura, dall'altro - appunto per la sua rispon- 
denza al mondo fisico che la ispira - costituisce una base indispensa- 
bile e un apporto di preziosi contributi teorici per lo studio di un'im 
mensa quantità di problemi del mondo che ci circonda,in particolare del 
la Fisica, dell'Astronomia, dell'Ingegneria. 

Non è privo di significato che proprio dopo la vittoria del coper 
nicanesimo sulla teoria tolemaica e la nascita della Meccanica di Gali 
lei, Newton abbia avuto inizio quel rapido progresso scientifico-tecno 
logico che in pochi secoli, dopo una stasi durata millenni, portò l'Uo 
mo sulla Luna. 

La Meccanica moderna - e, pertanto, la Fisica moderna - nasce pro 
prio nell'epoca in cui vissero e operarono Uomini come Copernico, Keple 
ro, Galilei, Newton, cioè nell'arco di tempo che comprende, grosso mo- 
do, i secoli XVI, XVII ed è sulle sue basi che opera ciò che oggi si de 
finisce "Meccanica razionale". Per tale motivo, per questa sua rispon- 


denza alle leggi della Natura che non mutano, un corso di Meccanica ra 
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zionale non può non avere inizio da premesse note da qualche secolo e 
non può essere da esse disancorato, a differenza di rami puri della Ma 
tematica che - se si vuole - possono rinnovarsi nel modo più completo. 

E! vero, esistono oggi e sono di estremo interesse forme più moder 
ne di Meccanica, quali ad es., la Relatività generale e la Meccanica quan 
tistica ma la loro piena comprensione e il loro intimo significato ri- 
mangono dubbi se avulsi dalla conoscenza della Meccanica razionale clas 
stca da cui in realtà esse discendono in seguito a un'indagine critica 
sul suo significato e sui suoi limiti. 

Del resto, si tenga presente che ancor oggi la massima parte det 
problemi che interessano il mondo della Fisica e dell'Ingegneria si ri- 
solvono sulla base della Meccanica classica. Naturalmente, questa disci 
plina - perchè sia intesa quale "Meccanica razionale"-va trattata con pie 
no rigore e con spirito matematico, e in ciò essa si differenzia dalla 
collocazione che la Meccanica classica trova nell'ambito delle discipli 
ne di tipo fisico, ove caratteri peculiari sono gli aspetti fenomenolo- 
gici e la verifica sperimentale. Naturalmente, le due forme di Meccani- 
ca st integrano con reciproco vantaggio. 

Nel compilare questo corso di Lezioni si è creduto opportuno dare 
la precedenza alla trattazione di argomenti di natura geometrico-cinema 
tica con lo scopo di fissare innanzitutto talune proprietà fondamentali 
dei corpi naturali - visti nel loro schema matematico - e dei loro movi 
menti, utili non solo per la trattazione dei successivi argomenti di Sta 
tica e Dinamica ma anche come corredo indispensabile per Chi desidera 
proseguire nello studio di problemi che si giovano della Meccanica. 

Pur prendendo le mosse dai postulati di Galilei, Newton della Mec- 
cantca classica, il che, come si è detto, risulta particolarmente vantag 
gioso, st è voluto, tuttavia, giungere sino a dare un certo numero di 
teoremi e informazioni fondamentali per lo studio di argomenti di inte- 
resse pienamente attuale, quali, ad es., la teoria della propagazione di 
onde di discontinuità, la Meccanica analitica, fondamentale nella Fisi- 
ca teorica, la Meccanica dei Continui - con qualche cenno ai Continui di 
Cosserat - particolarmente utile quale premessa della Scienza delle Co- 
struzioni, dell'Idrodinamica e di rami della Fisica e della Cosmologia, 
con cenni sui suoi contatti con la Termodinamica, la Dinamica dei corpi 
rigidi che non solo è alla base di problemi di Meccanica applicata ma è 
oggi di viva attualità per lo studio di problemi posti dalla teoria dei 
missili e dei satelliti artificiali e non. Inoltre, con lo scopo di un 
avvio verso forme più evolute e moderne di Meccanica razionale, si è vo 
luto dare qualche cenno di Relatività ristretta, il cui uso è particolar 


mente utile per lo studio di problemi fisici in cui intervengono velo- 
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cità comparabili con quelle della luce. Non è stato invece possibile nep 
pure sfiorare questioni di Relatività generale che richiedono premesse 
assolutamente esorbitanti rispetto ai limiti di questo corso di Lezio- 
ni. 

St noterà che gli argomenti irattati sono parecchi e vari ma che 
nessuno di essi ha avuto un ampio sviluppo e approfondimento. Non po- 
trebbe essere diversamente: il corso di cui si parla è svolto al secon 
do anno di università col presupposto matematico e fisico dei soli cor 
st del primo biennio di studi; inoltre esso non ha alle spalle altri cor 
st di tipo fisico matematico ma, anzi, ne costituisce l'avvio istituzio 
nale, ponendo le premesse per studi ulteriori in corsi successivi di ap 
profondimento per Chi desideri seguirli e dando un quadro culturale del 
la vasta problematica che la Meccanica razionale permette di affronta- 
re che sia almeno a conoscenza di Chi indirizza i suoi studi ulteriori 
in altra direzione. 

E' quasi superfluo avvertire che si è supposto euclideo tridimen- 
stonale lo spazio sede dei fenomeni fisici da cui derivano i problemi 
che saranno trattati. Pertanto, tale è supposto anche il corrisponden- 
te ambiente matematico e lo si è riferito a coordinate cartesiane orto 
gonali. Naturalmente, in Meccanica razionale è spesso utile fare ricor 
so a particolari varietà rappresentative - generalmente non euclidee - 
specialmente in Meccanica analitica, ma non è possibile farne cenno en 


tro i limiti che ci siamo prefissi. 


Giuseppe Grioli 
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CAPITOLO I 


INTRODUZIONE ALLA TEORIA DEI VETTORI 


1 — VETTORE 
Sia AB un qualunque segmento orientato, cioè un segmento su cui 
sia fissato un verso di percorrenza (Fig. 1). Esso individua una dire- 
zione: quella comune a tutte le rette ad es 
so parallele, un verso: quello che porta da 
A verso B e una lunghezza: la distanza tra 
i punti A, B. Chiamasi vettore l'ente geo- 
metrico caratterizzato appunto da una dire- 
zione, un verso e una grandezza. Diremo in- 
Fig. 1 vece orientamento l'insieme di una direzio- 
ne e un verso. Un vettore si suole rappresentare segnando in una qua- 
lunque posizione dello spazio un segmento orientato. La lunghezza di 
tale segmento, misurata in una certa unità di misura, individua ciò 
che si chiama intensità o modulo del vettore. Vettore nullo è il vet- 
tore di modulo nullo. Dicesi scalare un qualunque ente caratterizzato 
da un numero con segno. Per distinguere, nella scrittura, un vettore 
da uno scalare si usa esprimere il vettore mediante una lettera in 
grassetto o soprasegnata, o sottosegnata, o scrivendo una accanto al- 
l'altra le lettere (maiuscole) che indicano l'origine e l'estremo di 
un qualunque segmento orientato che rappresenta il vettore. Così si 


usa scrivere: 
(1) V. = AB, 


intendendo che v sia il vettore individuato dal segmento orientato AB 
(col verso da A verso B). Con la stessa lettera con cui si è espres 
so il vettore, ma non in grassetto, nè soprasegnata nè sottosegnata, 


si denota il modulo del vettore. E', cioè: 
(2) v= |AB| 


Due vettori diconsi paralleli se hanno in comune la direzione;due 
vettori paralleli si dicono concordi o discordi a seconda che abbiano 
lo stesso verso o versi opposti. 

I vettori dello spazio sono, evidentemente, ©ì. 

Si chiama vettore v applicato al punto A l'ente caratterizzato 


da un vettore e da un punto. Esso è rappresentato dal segmento orien- 
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tato AB avente l'origine in A e per direzione, verso e lunghezza quel 
li corrispondenti al vettore v. 

Per indicare tale vettore applicato adopereremo la notazione (A,v). 
Se r è una qualunque retta parallela al vettore v, con la notazione 
(r, v) indicheremo uno qualunque dei vettori applicati appartenenti al 
la retta r. La r si chiama retta di applicazione del vettore applica 
to. 


2 — COMPONENTE DI UN VETTORE SECONDO UNA RETTA APPLICATA 
Sia r una qualunque retta orientata, cioè una retta su cui si sia 

fissato un verso di percorrenza, e v un qualunque vettore individuato 
dal segmento orientato AB (Fig. 2). 

Siano A'eB' le proiezioni orto- 
gonali dei punti A e B sulla retta 
Ba 

Si chiama componente del vettore 
v secondo la retta orientata r, e 


si indica con v, , lo scalare +|A'B' | P 


ove è da prendersi il segno + o - a 
seconda che il cammino che porta da 
Fig. 2 A' a B' è concorde al verso stabili 

to su r oppure discorde. 
Si stabilisca su r un sistema di ascisse & di origine O e siano 


Eyre Ep: le ascisse A'e B'. Evidentemente risulta: 
(3) Vr = Ep: di En! . 


Sia r' la semiretta uscente da A parallelamente a r e avente il 
verso positivo di r. Chiamasi angolo del vettore v con la retta orien 
tata r, quello dei due angoli formato da AB er' che non supera 1809. 


Insieme alla (3) è evidente la doppia uguaglianza 


a" 


(4) v, = |AB|] cosò = v così, 


se con $ si denota l'angolo di v e r. 
Sia dalla definizione data come pure dalle (3), (4) risulta chiaro 
che la componente di un vettore non nullo secondo una retta orientata è 
nulla allora e allora soltanto che questa risulti ortogonale al vettore. 
Se invece il vettore e la retta sono paralleli (cioè, hanno in co- 


mune la direzione) la componente del vettore secondo la retta coincide 
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con il modulo del vettore o ne differisce per il segno a seconda che i 
versi della retta e del vettore siano concordi od opposti. 

Da tutto quello che sin qui si è detto risulta chiaro che la com- 
ponente di un vettore secondo una retta orientata non dipende dalla po 
sizione di quest'ultima ma soltanto dalla sua direzione e dal suo ver- 


so. 


'3°— TERNE LEVOGIRE — RAPPRESENTAZIONE CARTESIANA DEI VETTORI 


Sia Oxyz la terna cartesiana trirettangola di origine O ed assi 
X, Y, z. Tale terna si dirà levogira se i versi che si presuppongono 
stabiliti sugli assi sono tali che l'asse z personificato veda ruota- 
re il semiasse positivo x in verso antiorario (contrario a quello del 
le lancette dell'orologio) per sovrapporsi mediante una rotazione di 
909° al semiasse positivo y. Nel caso opposto la terna si dirà destro- 
gira. Le terne levogire si sogliono chiamare anche destre quelle destro 
gire sinistre. E' evidente che le analoghe rotazioni che portano il se 
miasse positivo y sul semiasse positivo z o quello positivo z su 
quello positivo x sono viste dal semiasse positivo x personificato o 
da quello y in verso antiorario od orario a seconda che la terna sia 
levogira o destrogira. 

Nel seguito, pur senza darne esplicito avviso, si supporrà—che_ o- 
gni terna adoperata sia levogira. 


Dato un qualunque vettore v è utile considerare le sue componen- 
ti secondo gli assi x, y, z, di una terna trirettangola di riferimen- 
to (Big, 3a 

Sia AB uno dei segmenti orienta 
ti atti ad individuare Im e Car CA 
ZAr XBr YBr Zprs indichino le coordi 
nate dei punti A e B. 

In base al significato di compo- 
nente di un vettore secondo una ret 
ta orientata, dette vy, Vyr Vzr le 
componenti di !v] secondo gli assi 


Hr Ya Zy SL has 


(5) Vg 3 Xp C Xar Vy = Yp 7 Ya ro Vz 3 27 Za- 
Siano a, 8, y i coseni direttori di una qualunque retta avente lo 


orientamento di v. a, 8, y si dicono pure coseni direttori del vetto- 


re v. Insieme alle (5) valgono evidentemente le formule 
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(6) Vy = Va, Vy = VB, Vy = VY. 

Dati tre numeri essi si possono sempre interpretàre come componen 
ti Vr Vyr vz di un vettore v: quello individuato dal segmento OP, 
essendo O l'origine della terna di riferimento e P il punto di coor- 
n 

Il modulo di tale vettore corrisponde alla distanza di P da 0ed 
è quindi espresso da 


dinate vy, Vy, V 


(7) ve vprvit vi. 

Per indicare che il vettore v ha per componenti vy, Vy, Vz si 
suole scrivere v = (Vx, Vyr Vz). 

Perchè due vettori siano distinti evidentemente occorre e basta 
che le tre componenti di uno di essi secondo una terna prefissata non 
coincidano tutte con quelle dell'altro. Nel caso opposto i due vetto- 


ri si dicono coincidenti. 


4 — ANGOLO DI DUE VETTORI E DI UN VETTORE ED UNA RETTA 


Dati due vettori v, v', essi siano individuati da due segmenti 
AB, AB' aventi la medesima origine A (Fig. 4). Chiameremo angolo, è 
dei due vettori l'angolo formato 
dai due segmenti: cioè quello dei 
due angoli formati da AB e AB' 
che non supera 1809. L'angolo è» 
coincide evidentemente con l'ango 
lo di due qualunque rette r, r' a 


venti rispettivamente gli orienta- 


menti di ve v'. Detti a, 8, Y, 


e ia Rev i coseni direttori 
e 


Fig. 4 di v' si ha, quindi: 
(8) i cos$ = aa' + BR' + yy'. DET SE 


Tenuto conto delle (6) e delle analoghe formule che legano a', 
B', y' al modulo v' e alle componenti vy, Vyi Vo di # dla (8) s£ 
traduce in: 


x xv 


vv! 


' LU U 
Va Vi tv, VW + Va, VE 
(9) cosò = —— _—____—___ 
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da cui si vede che la condizione di ortogonalità di due vettori è e- 
spressa da: 


' ' t_- 
(10) Vg Vg + Vy Vy Fi Ve = a 
Se due vettori v, v' sono paralleli essi hanno i coseni diret- 
tori uguali od opposti a seconda che siano concordi o discordi. In for 


mule, la condizione di parallelismo è quindi 


' ' 
Ve Vol Vy Vy Va Vy 
(11) rr ERE z =“; ss È — 
Vv v! Vv vw! Vv v! 
equivalente a 
Vx v Vy Vv Vz Vv 
(12) — = —, —= —, —=—. 
vi v' Vy v! vVz v! 


Essendo uguali i secondi membri delle (12), da esse si deduce 


Vxg ad Vz 
(13) ae Red pl 
Va Vy Va 


La (13) si legge dicendo che condizione necessaria e sufficiente 
per il parallelismo di due vettori è la proporzionalità delle componen 
ti, 

Analogamente si riconosce che se a', 8', y' sono i coseni diret 
tori di una retta orientata il coseno dell'angolo é$ di un vettore 


V 5 (Vg, Vyr Vvz) e della retta è espresso da 


Vga! + vyB! + vzy! 
(14) cosò = ———___————___—__& 
v 


da cui si deduce che la condizione di ortogonalità tra retta e vettore 
è espressa da 


(15) Varg + vy8! + Vay'= 0 
e inoltre che condizione necessaria e sufficiente per il parallelismo 
di un vettore ed una retta è la proporzionalità tra le componenti del 


vettore e i coseni direttori della retta. 
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OSSERVAZIONE - Si tenga presente che qualche volta nella valutazione 

dell'angolo di due vettori o di un vettore e una retta o di due rette 
è comodo seguire un criterio diverso da quello indicato all'inizio di 
questo numero. In tal caso - come si vedrà - il valore dell'angolo può 


essere negativo o superiore a _ rt. 


5 — RISULTANTE DI UN SISTEMA DI VETTORI 


Si consideri un sistema di n vettori vj, Vo, ... V e sia Ao 


n 
un qualunque punto dello spazio. Si pensi vj) applicato in Ac, V2 

nell' estremo A, di (A, vi), v3 nell'estremo A, di (A), v,),ecc. 
n-1 di (An-2r Yn_1) 
ed avrà per estremo Ap. La Figura 5 illustra tale disposizione di vet 


Il vettore vp risulterà applicato nell'estremo A 


tori applicati nel caso 
Ag di sei vettori [n = 6 |]. 
Il vettore individua- 
a to dal segmento orienta- 
to AcoAn -— avente l'ori- 
gine in A, e l'estremo 
in A, - dicesi risultan 
te o somma geometrica del 
sistema di vettori consi 


derato, mentre la poligo 


A nale - generalmente aper 
6 


ta e sghemba - di verti- 


Ag R 
ci Aor 41, -«- An sichia 
Fig. 5 na petbgonale det vettori. 


Se An coincide con Ao 
il sistema si dice a risultante nullo. Se tutti i vettori sono paralle 
li il risultante è evidentemente parallelo ad essi e la poligonale dei 
vettori si riduce ad una punteggiata dei vettori. 
Sia r una qualunque retta orientata su cui si pensa stabilito un 
sistema di ascisse, È. Se con Vir, (i = 1, 2, ..., n), si denota la 
componente di v secondo r e con E&;j (i = 1, 2, ..., n), l'ascissa del 


la proiezione ortogonale di A. 


jr (f3 1, 2, +... n), su r,_si ha, evi 


dentemente: 


Vie = fi > Ho; è 

Vor = go > Ei 3 
(16) NRE TEMI 

Vnr: = En a En-3 . 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


Sommando membro a membro le (16) si ottiene: 


n 
(17) I Vir 5 En — Eor 

MEL 
il cui secondo membro evidentemente denota la componente secondo (x) del 
risultante del sistema. Segue: Za componente del risultante di un qua- 
lunque sistema di vettori secondo una retta r coincide con la somma 
delle componenti secondo r dei vettori del sistema. 

In particolare, dette Vijy, Viy: Vizi (13 1, 2, ..., n), le com- 

ponenti di vj, (i1= 1, 2, ..., n), secondo gli assi di riferimento e 


Ryr Ry, Rz quelle del loro risultante, si ha: 


n 
(18) Ry = E Vigo Rpg I Vi 


da cui risulta chiaro che il risultante di un sistema di vettori non di 
pende dall'ordine in cui essi si considerano nel costruire le poligona- 
le che lo determina. Così pure è chiaro che se R' è il risultante di 
n' <n degli n vettori e R" quello dei rimanenti vettori, il risul- 

tante dell'intero sistema coincide con il risultante di R' e R". Si ve 
de inoltre facilmente che il modulo del risultante non può superare la 

somma dei moduli di tutti i vettori del sistema. Per esprimere che R 


è risultante dei vettori vi, V2, .«..7, Vn i 4 
— —_ —N, si usa scrivere 


(19) 


Se i vettori del sistema sono solamente due [n = 2 ] la poligonale 
dei vettori ha due lati (Fig. 6). Conducendo da Aor A2 le parallele a 
V2, Vv} nell'ipotesi che questi non 
B Az siano paralleli, essa si completa in 
un parallelogramma di cui il lato 
AoB, orientato da A, verso B, rap 
presenta (Ac; Y2) e la diagonale 
Va AcoA2 (Acr R). Segue la regola del pa 
rallelogramma: il risultante di due 
vettori è individuato dalla diagona- 
le del parallelogramma costnuito sui 
vettori, applicati in un medesimo 
Fig. 6 punto, uscente da quello stesso pun 


to. 
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Se i vettori del sistema sono tre [n = 3], non complanari, è fa- 


cile convincersi (vedi 


Az Fig. 7) che il risultante 
[Ng corrisponde alla diagona- 
Az le AcA; del pralallelepi 
e Vo pedo costruito sui tre vet 
Ao Ni Ai tori applicati in Ao. 
Fige 4 


6 — DECOMPOSIZIONE DI UN VETTORE IN DUE O TRE VETTORI 

Dati un vettore v e due direzioni individuate da due rette non 
parallele rj, r, ha spesso interesse determinare, quando sia possibi 
le, due vettori vj, v2 aventi la direzione di r), r, e per risul- 
tante v. Tale operazione si dice di decomposizione di v secondo due 
direzioni assegnate e certamente non si può eseguire se v non è pa- 
rallelo ad ogni piano, mt , parallelo ad cr, ed r,. Infatti parallelo a 
t è il risultante di due qualunque vettori aventi le direzioni di 1; 
ed r). 

Supposta soddisfatta tale condizione, si pensi applicato in 


LA 
' 

ad r 
2 


un punto A e si conducano per A le parallele Fis r 11 Fa° 

La retta di applicazione di (A, v), tir ed 3 appartengono evi- 
dentemente ad un medesimo piano 
fr: parallelo a _t e i vettori v,,V, 
si trovano (Fig. 8) costruendo il 
parallelogramma avente un vertice 
in A, due lati su F} ed Co ed 
una delle diagonali coincidente 
con (A, v). Se in particolare v 
è parallela ad una delle rette rj, 
r2, ad esempio, ad tr}, il vetto- 
re Vo , risulta nullo, mentre Vi 


coincide con v. 


Ha pure interesse la decomposi 


Fig. 8 


zione di v in due vettori v),v, 
di cui il primo parallelo ad una retta r), l'altro ad un piano a, nei 
l'ipotesi che rj non sia parallela ad a. 
Per effettuarla basta applicare v in un qualunque punto A e con 
durre per A la retta r! parallela a r, e il piano ce" parallelo ad 


1 1 
a. Se v non è parallelo ad r,, la rj ed (A, v) individuano un pia- 
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no © distinto da a' e che incontra a' secondo una retta r} . I 
vettori cercati vj, V, so 
no quelli stessi che si ot 
tengono decomponendo v se 
condo le direzioni di r 
ri Rig. 2. 


2 
Se v è parallelo ad r} 


' 
ai , 


risulta v), =v e v, = 0, 
mentre se v è parallelo 
ad a riesce v} = O, € 
No Si e 


Se Ej e @ ‘sono Orto= 
gonali, il vettore v) si 
Fig. 9 suol chiamare il componen- 


te parallelo ad rj di v, vy, il componente ortogonale. 


Un altro tipo di decomposizione di un vettore v si ha quando si 
considerano tre direzioni non parallele ad un medesimo piano, indivi- 
duate da tre rette cr), ro, r3, e si cercano tre vettori v,), V,, V3 
paralleli rispettivamente a rj, r), r3z3 e aventi come risultante v. 
Per effettuare tale operazione di decomposizione di un vettore secon- 
do tre direzioni non complanari basta applicare v in un punto A 
(Fig. 10) e condurre per A 
le parallele rj, r;, 13 
ad Lr}, Y2, Y3. Si decompo 
ne quindi v in due vetto 
ri di cui uno v; , paral- 
lelo ad r3z e l'altro, AB, 
parallelo al piano di rj, 
r} . I tre vettori cercati 
sono v3 e i due Vv], Va r 
che si ottengono decomponen 


do AB in due vettori pa- 

ralleli ad Fili Co . Tale 

Fig. 10 costruzione equivale, evi- 

dentemente, a costruire il 

parallelepipedo avente un vertice in A, tre spigoli su ri, L;, LF} e 
come diagonale uscente da A proprio (A, v). E' altresì evidente che 

se v è parallelo al piano di due delle tre rette Fis Fii 13, uno dei 
tre vettori componenti riesce nullo. Così pure se v è parallelo ad 


una delle tre rette, due dei tre vettori componenti risultano nulli. 
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M 7:- PRODOTTO DI UN VETTORE PER UN NUMERO. VERSORE 


Dato un numero \ ed un vettore v, chiamasi prodotto di \ per 


v il vettore 
(20) VE AV, 


parallelo a v, con verso uguale ed opposto a v a seconda che \ sia 
positivo o negativo e avente il modulo uguale a quello di v molti- 
plicato per [ate evidente che la componente di V secondo una qua- 
lunque retta orientata coincide con il prodotto di i per la componen 
te di v secondo quella retta. In particolare, dette VAT Vyr Vz e 
Vgr Vyr Vz le componenti di V e v secondo gli assi di riferimento, 


si ha 


(21) Vg 3 AVgr Vy = AV 


y V, = Vz-. 


y'! Z 

E' chiaro quindi che eseguendo sul vettore V le operazioni di 
decomposizione descritte al n. 6 si ottengono i medesimi vettori che 
si otterrebbero eseguendo quelle operazioni sul vettore v, moltipli- 
cati per \. 

Il vettore opposto di v (cioè avente direzione e modulo di v 
ma verso opposto) è il vettore prodotto di v__per -1 cioè -v._ 

Ne segue che differenza v) - vo di due vettori vis > @ iL 
risultante di vj] e dell'opposto di v,. 


Si dà il nome di versore ad un qualunque vettore di modulo unita 


‘rio. Versore di un vettore v è il versore avente la direzione e il 


verso di v e si indica con vers v. Detto u tale versore si ha, e 


videntemente: 


(22) v = vu. 


Si chiama versore di una retta orientata r il vettore unitaria. 


direttori di r. Detti c;, €, 3 i versori degli assi x, y, 2 e 
y' Va le componenti di v è evidente la uguaglianza 
(23) SS Palli + fo + Yofa > 


Così pure se O è l'origine degli assi di riferimento ex, y, Z 


le coordinate di un qualunque punto P, si ha 
(24) OP = xcj + yCo + ZC3. 
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Nel seguito si indicheranno sistematicamente con Cc, C2; C3 i 
versori degli assi x, y, z della terna trirettangola levogira di ri- 
ferimento, chiamandoli versori fondamentali. 


Sono evidenti le uguaglianze 


(25) Chg © Alpo by + Ag Mg + Na) * XL, + Ala a 


A} (A2v) = (A43A2)v . 


8— PRODOTTO SCALARE 

Chiamasi prodotto scalare o interno di due vettori il prodotto dei 
Loro moduli per il coseno dell'angolo che essi formano. Tale prodotto 
si indica scrivendo vj] * v2. Se è è l'angolo di v;) e vp) si ha quin 


di 
(26) Vj X V2 = V]v2Cosò . 

Poichè v; cosò rappresenta la componente, vi], , di vj secondo 
l'orientamento di v, e v, cosò la componente, vo) ;} di v, secondo 


l'orientamento di vj, insieme alla (26) si ha 


(27) Vi * V2 = Vi Va = ViVa > 


mentre in base alla formula (9) che dà il coseno dell'angolo di due vet 


tori, si ha pure 
(28) Vi *% V2 = VixV2x + ViyVay + Vizvaz » 
se con  Vix, Viyr Vizi Vaxr Vayr Vazi si denotano le componenti di v3, 
v2. La condizione di ortogonalità di due vettori, già espressa dalla 
(10), si identifica con l'annullarsi del prodotto scalare. 

E' evidente l'uguaglianza 


(29) vxvav?. 


mentre se u è il versore di una qualunque retta orientata, r, e vr 


la componente di v secondo r, si ha 


(30) Me 
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Per i versori fondamentali valgono 


MST a Ci Mo Cp DV E 


le 


Gi % Ci = £3 * (Co = Cr x cg=1, 
(32) 
Gi * Cg # Co * C3g = Gg % Cr = 0a 
Così pure risultano valide le proprietà distributiva e commutati- 
va espresse da 
(33) n * o + gl - 2 + 
(34) veve = Nos Va 
e le uguaglianze 
(35) A (vi * v2) = (Av) * wv2= wi * (Aw2) +. 


In base alle (33), (34), (35) riesce evidente che il prodotto sca 


lare di due espressioni vettoriali polinomiali si esegue con le abitua 


li regole dell'Algebra.\ 


9 —- PRODOTTO VETTORIALE 


Sia r una retta orientata e (A, v) un vettore applicato in un pun 


to A non appartenente ad cr, 


—_ 
—_ —_ 
—_— 
n" 


]< 


Fig. 11 
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sghembo con r 


qualunque punto B di 


(cioè appartenente ad una 

retta non incidente nè parallela ad 

Ela sia T il piano di re di 
: 4 "€ S; 


Il vettore applicato (A, Vv) * si 


un 


(Fig. 


119% 
dice levogiro rispetto ad r 


fa 


spetto ad ogni vettore applicato su 
t ad 3 concorde) se la rotazio- 


ne che subisce t quando B si spo- 
ae CRI 


sta da A verso l' ‘estremo di (A, v) 


appare antioraria | rispetto all'orien 
SELES 


tamento positivo personificato di r. 


Siano Vj, Vo 


(36) 


risulta 


ed evidentemente 


(37) 


insieme a 


(38) 


se $ denota l'angolo di vje vp. 


In base alla definizione di un prodotto vettore 


chiaro che condizione necessaria e 


[9 


sulti nullo è che vj] e vo 


due vettori qualsiasi. 


13 


Si applichi v;) in un qua- 


lunque punto A e v, nell'estremo 
B di (A, v1) Za 


Si chiama prodotto vettore o e 


(Fig. 


sterno di vi per vg il vettore 


v. che ha per modulo l'area A del pa 
rallelogramma costruito sui vettori 
Vi, V2: per direzione quella della 
normale al piano di tale parallelo- 
(Bi W ) 


sta levogiro rispetto all'orienta- 


gramma e il verso tale che 


mento di (A, v). Si suole scrivere 


Me NI N SI 


Mi AXMg==Va A MI 


vV = Vjv2sen è , 


(o vettoriale) è 


sufficiente affinchè vi) n Vo ri- 


siano paralleli. 


L'annullarsi del prodotto vettore esprime dunque la condizione di 


parallelismo di due vettori ed equivale al verificarsi delle (13). In 


particolare si ha 


(39) VAYV=O0 . 
Con riferimento ai versori fondamentali c3, ©., C3, dalla defini 
zione di prodotto vettore si deduce immediatamente 
(40) Ci A Co ® Sr Sa A Ea " Cin Es ALI © La 
(41) Ci n Ci = 0, (1= 1, 2, 3) 
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"10 — PRODOTTO MISTO 
Dati tre vettori vj), V2, V3, si chiama prodotto misto ognuna del- 


le quantità scalari che si ottengono moltiplicando scalarmente uno di 
essi per il prodotto vettoriale degli altri due. Ad es., denota un pro- 


dotto miz::c i. quantità 


(42) ven ada € Ma è 


m 


$ €® l'angolo di vje v; e 6@ quello di vj) n Vv, e wv3 si 


ha evicenten: ate 
42) T = V]Vp9V3 senò cost . 


Si pensino i tre vettori applicati in un medesimo punto A (Fig. 

13) e sia V il parallelepipedo di spigoli (A, vi), (A, vo), (A, v3). 
Poichè _vjv, senò dà l'area della 
base parallelogrammica di lati (A,vi), 
(A, vo») di V mentre vi;|così* ne 
dà l'altezza, da (43) si deduce che 
il prodotto misto misura il volume | 
con segno del parallelepipedo co- 
struito sui tre vettori. 

Generalizzando un concetto qdià e- 
spresso per le terne trirettangole, 


possiamo dire che tre vettori v}. 


V2, Va, non paralleli ad un medesi- 


mc piano. costituiscono una terna le 


Pig. 13 


vogira di vettori se applicandoli in 


uno stesso punto accade che (A, val e (A, Vi A_ Vo) appartengono ps 


desimo. dei due semispazi in cui DI piano di (A, vi) e Ag, % Va) ‘aivide 


lo spazio. 

Nel caso opposto la terna si dirà destrogira. 

Si può allora affermare che vj} n v) * v3 è positivo o negativo 
a seconda che vj, Va, V3 formino una terna levogira o destrogira. 

E' chiaro che ie terne vo, v3, Vi e YV3, Vi, Y2 sono dello stes 
so tipo della v3, v2, v3 e danno luogo a prodotti misti dello o 


segno. 


In base al significato geometrico già segnalato del prodotto mi- 


sto segue di conseguenza la regola di permutazione espressa da 


(44). Via Ya € Va = Mo aMa * Vr = Va A, Vi * Vo 
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oltre alla proprietà: condizione necessaria e sufficiente affinchè tre 


vettori stano complanari (cioè siano paralleli a un medesimo piano) è 


consta CS 
l'annullarsi del loro prodotto misto. 


11 — COMPONENTI DEL PRODOTTO VETTORE 
Dimostriamo innanzi tutto la validità delle uguaglianze 


(45) X (vi A V2) = (Av3) Av 


< 
N 
Il 

< 


A (Ava) 7, 


' " = UN. "A 
(46) fi Fora È Vit I SV 


2 pri 


ove À denota un qualunque numero e vj}, v,, ecc., dei vettori. Per 
ciò che concerne le (45) ci limiteremo a dimostrare l'effettiva ugua- 


glianza dei primi due membri. 


A tal fine si osservi che in base a (35), detto u un qualunque 


versore, si ha 

(47) Lig A oi * a A [MA a“ B] 

mentre è pure, vedi (35), (44), 

(48) (Av1)A va *u=v2/Aux (Av:) =Afvz2Auxv1]=3A [vi A va * U]- 
Ricordando che il prodotto scalare di un vettore per un versore 

esprime la componente del primo secondo la direzione orientata dal se 


condo, da (47), (48), si deduce, data l'arbitrarietà di u, che i pri 


mi due membri di (45) hanno uguali componenti secondo una qualunque di 


ves a e 


rezione orientata e quindi la loro uguaglianza. 


In modo analogo si dimostra la (46) che esprime la proprietà di- 


stributiva del prodotto vettore. Si ha infatti [(33), (44)]. 0" 


(Wi +23) AY, *1=V vi FE, AUS * 


N 
È 
oi 
se 
< 
+ 
l< 
ms 
Il 
< 
> 
(e) 
x 
< 


2 


(49) 


= YA YSEFY] An lup hw, FUT AL] "La 


da cui si vede che i due membri di (46) hanno le medesime componenti 


rispetto ad una qualunque direzione dello spazio e sono quindi uguali. 
Dalle (45), 


_(46) segue immediatamente la validità dell'uguaglian- 


za: 
— 
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' ' ' ' 
(myvi +movot... +M,Von) A (mivi +mvot... +myVn!) 

(50) 

_ ' ' 

= mymajVv) A Vj t mjmovVi A Vo b ese #4 pn A Yn 
da cui si vede che il prodotto vettore di due polinomi vettoriali si e 
segue applicando le usuali regole dell'Algebra, ad eccezione di quella 
commutativa e salvo ad eseguire in senso vettoriale i singoli prodotti 
parziali. 


Per determinare le componenti del vettore v, prodotto vettore di 


due vettori v', v", di componenti vi, Vyr Var Vi: Vyi Val basta os- 
servare che si ha, in base a (23), 
(51) vs y'AnY" = (vee; +uyC2 +v703) A (veci +vyoo +v763) — 
In base a (40), (41), da (50), (51) segue 
(52) vaev'nv" = (vyvz -Vz vy) Ci + (VIVK T VyVz) C2 + (Vuvy — Vy Vy)C3 - 


da cui si vede che le componenti Vy, Vyi Vz del prodotto vettore 


v' Av" sono 
Vg = VyVz - VaVy P 
(53) Va S Nava © Vallo + 
vg = VuVy - VyVk 


e coincidono rispettivamente con i complementi algebrici degli elemen- 


ti della prima riga nel determinante 
Gi 0 
Vi V 
Vai Vy Vi 


che sviluppato fornisce l'espressione vettoriale di v' A 


I< 


Da tale regola e da (28) si deduce 
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Ve Viyg Viz 


i “a 


(54) ] Vi NEZ si Mg ie V2x Viy V2z 


con evidente significato dei simboli. 


Siano vi e Vi i componenti di v parallelo e normale alla di 


rezione di v,. Insieme a 


(55) %; ©“* +9 


detto v il prodotto Vi A Var si ha, in base a (46) 
_ ' " 
(56) e3* zi filo + A 
che, a causa del parailelismo di vj e v si riduce a 


pera Lu 
(57) Aa Mi A Mo 
Si deduce: il prodotto vettoriale di due vettori coincide con il 
prodotto del componente normale alla direzione dell'altro del primo, 


per il secondo (e viceversa). 


12 - DOPPIO PRODOTTO VETTORE 

In molte questioni di calcolo vettoriale capita di dovere conside 
rare il prodotto vettore di un vettore per un altro espresso a sua vol 
ta, come prodotto vettoriale di due vettori. Il risultato dell'opera- 
zione è un vettore v le cui componenti si determinano applicando due 
volte la regola espressa nel paragrafo precedente. U, 


Per ii doppio prodotto vettoriale vale l'identità #7 


(58) Si Als ae = Yi * Sa “ Lo Hug Ml “a 


fio È 


che si dimostra verificando materialmente che i due membri della (58) 


hanno componenti uquali rispetto agli i di riferimento. 


Insieme alla (58) risulta evidente l'uguaglianza analoga 


i } TEA È 
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(59) (VIA V2) AV3 = V3A(V2/ vi) = Vi XV3 -v2-V2*V3 Vi. 


Da (58), (59) si deduce che condizione necessaria e sufficiente 


perchè risulti 
(60) tra ia Ax] = mA Ary 


è il parallelismo di v) e va. 


Infatti, in base a (58), (59), la (60) equivale a 
(61) Ni. * Vo «MG, © Va & Mg © WI 


che richiede come condizione necessaria il parallelismo di vj e v3. 
La sufficienza della condizione si dimostra osservando che se v3 è 


parallelo av; si ha 
(62) Sg SAL a 


ove i è un opportuno numero e che la (62) rende identici i due mem- 


E Sa ; | 
Bri di (600). ni k/ /A i 


= ea + 
13) ar MOMENTO POLARE DI UN VETTORE APPLICATO | ! Wa £ , 
Sia v un vettore applicato nel punto A e 0 un qualunque punto 
dello spazio. Sî chiama momento de (y v) rispetto al polo Q il pro- 
dotto vettoriale del vettore QA per v. Detto mg o tale momento è, 


cioè 


(63) 


mq = ANY 


Ne segue che il momento polare è nullo allora e soltant o allora 
che il polo agpareene alla retta di applicazione del vettore applica 


so. a 


Se ciò non è, il momento polare riesce ortogonale al piano del po 


lo e della retta di applicazione del vettore applicato, ha verso tale 


che rispetto ad esso quello risulti tevogiro e grandezza misurata dal- 


l'area del _parallelogrammo individuato dal polo e dal vettore. 

La regola che dà 1 le componenti del prodotto vettore insegna a de- 
terminare quelle del momento polare. Con riferimento alla (63), dette 
Xar Yyr Zyr Xqr Yqr Zq' le coordinate di A e Q e Vvy, Vyr Vz: le com 


ponenti di v, le componenti di QA sono xa - xq ecc. e di conseguen 
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za quelle di Do coincidono rispettivamente con i complementi algebri 


ci degli eiementi della prima riga nel determinante 


Ve Vv Vz 


il cui sviluppo fornisce l'espressione vettoriale di _Mq. Esplicitamen 


te le componenti a, ml) ml) di m sono, dunque, 


_— So! ato Re o 2Q. 
mil*) 


g° = Wa fg Va Ego wi 
(64) (9) 2 dz, z.) vg (x, - x) v 
Q A Q si A Q ca 
(z) _ = = ta 
mo = (x, Xq) Vy (Yi Yq) Vyg 
Sia ala retta di applicazione di (A, v), e A' ualunque 


punto di a. Il momento di (A, v) ri _Frispetto a _Q.-® uguale a quello di 
(A, v). Infatti risulta (Fig. 14)| 


—__——— Sane 
! di = 4 ng ge 
(65) 0A' Av - QA N xv AA' NV “7° 
dato il parallelismo di AA' 
aa dre) 
A Ne segue: ZL momento _di 
Q, CRANIO “> I un vettore applicato rispet 
I ua: ‘to ad un polo non varia se 
asi ‘si sposta il vettore lungo 
der la sua retta di applicazio 


Fig. 14 ne. 


14 + > MOMENTO ASSIALE DI UN VETTORE APPLICAT 


Sia v un vettore applicato nel punto A) r una retta orientata 


e o, 0' due suoi punti (Fig. K'/- PEA momenti polari di (A, v) rispetto 


a 2 e 0Q' sono. | rispettivamente [vedi (63) ] 


= Q2'AA1 . 0 


4 ot 


(66) nm s(QohAE.| n 4 


Q' 
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Se u è il versore di r, le componenti, m,, m;, di Mo ed m 


rispetto ad r sono espresse da 


bia fe ria 


(67) e PR AE lf Ù mi rar" u= o'A A v ® DJ 
Da (67) segue i fl» 
I Mc dix TIE aa 
(68) m_ - mi. = (QANv-Q0'ANv)x u=/(0A-Q'A)\ vxu 


Poichè il vettore QA - Q'A, uguale a @9', è parallelo a u, la 
differenza my, - m; risulta nulla e quindi si ha 


(69) m_ = m 


Ne segue: a? variare del polo Q su una retta r non varia la com 
ponente secondo r_ del _mo- 
mento polare mp, 


A tale componente si dà 


il nome di momento (asstia- 
le) del vettore applicato 
_pispetto alla retta ri 
Come per il momento po- 
lare, da (67) risulta che 


il momento assiale di uni 


vettore applicato non va-l 


ria se si sposta il vettoli 
Fig. 15 re lungo la sua retta del 
applicazione. Inoltre il 
momento assiale di un (A, v) rispetto ad una retta r risulta nullo al 
lora soltanto che la retta contenente (A, v) e la r sono complanari, 
cioè quando e soltanto quando r è parallelo o incidente alla retta di 
i applicazione di (A, v). Infatti questa è la condizione necessaria e suf 
ficiente affinchè il momento polare QA nv, qualunque sia Q su r,ri 
sulti ortogonale ad r ed abbia, quindi, componente nulla secondo r. 
Supposti sghembi r e (A, v), siano v' e v" i componenti paral- 


lelo e normale ad r di v. E' 
(70) îg = dA nv' +04,v". 


Dei due termini del secondo membro di (70) il primo è ortogonale 


ad r e dà contributo nullo nella formazione del momento assiale. Se- 
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gue [vedi (67) ] 


ln # 


(71) alcr, mr = A, A vv" x gp 


da cui si vede che 77 momento di un vettore applicato rispetto ad una 


retta re uguale. a quello. del suo componente normale ad r\. 


Siano Q* e A* i punti rispettivamente appartenenti ad r e alla 


retta a, contenente (A, v), di minima distanza tra r e a (Fig. 15). 
Poichè m_ non subisce variazione se si sposta (A, v) lungo a o si 


varia Q su r, esso, oltrechè da (67) e (71), è espresso da 


(72) mr = O*A* A vu, 

La minima distanza |0*A*| tra a ed r si suole chiamare braccio 
di leva di (A, v) rispetto ad cr. 

Poichè 0*A* e v" sono distinti (dato che a ed r si supponao- 
no sghembe) ed ambedue ortogonali ad r, il momento polare 0*A* A v" 
risulta parallelo ad u. In più esso è concorde o discorde ad u a 
seconda che (A , v") e quindi (A, v) sia levogiro o destrogiro rispet- 


to ad r (n. 9). Di conseguenza da (72) segue 
(73) m- = (£ |o*A*| v", 
ove è da prendersi il segno + o - a seconda che (A, v) sia levogiro o 
destrogiro rispetto ad r. 

Se è € l'angolo di r ed (A, v) insieme a v" = v senò si ha 
[vedi (4)] 


(74) m_ = * |o*A*| v senò . 


Le (73), (74) mostrano che il momento. di un vettore app 


IS 3 
n 
Si 
(n) 

|a 
ct 
(Sì 
S 
(SÌ 

[| 


spetto ad una retta-crientata coincide con il prodotto della minima di 


stanza tra questa e la retta di applicazione del vettore per la gran- 


dezza del componente. normale del_vettore. rispetto alla retta, prodotto 
da prendersi con il segno + 0 - a seconda che il vettore applicato sia 
levogiro o destrogiro rispetto alla retta. 

L'espressione del momento assiale mediante le componenti del vet- 
tore applicato si trovano subito esplicitando in base a (54) il prodot 
to misto: (67, 1). 

Essa presenta particolare interesse nell'ipotesi che r sia paral 


lela ad uno degli assi coordinati. Se, ad es., r è parallela e concor 
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de a z, tenendo conto che le componenti di u sono 0, 0, 1 e mante- 


nendo l'abituale significato dei simboli, da (54), (67) si ottiene 


(75) m, = Xx qQ Fa Ya ZX - Za = (x, — Xg)Vy = fg = Yg) Vx è 


In particolare, se nella (75) si pone zero al posto di Xq © Yq 
si ha il momento (A, v) rispetto all'asse z. E' immediata così la con 
statazione che i momenti di (A, v) rispetto agli assi di riferimento 


sono espressi da 
(76) dg > Fga * ZyVy i my = ZyVg © XyVz io Mz = XyVy © YaVg e 


e coincidono con le componenti del momento polare, OA n v, del vettore 
applicato rispetto all'origine 0 degli assi coordinati. 


15 —- MOMENTO POLARE DI UN SISTEMA DI VETTORI APPLICATI 
Indicheremo con £ un qualunque sistema di n vettori vj (i= 1, 
2, «««, Nn), applicati neîi punti Aj, (i = 1, 2, ..., N). 
Si chiama momento risultante, Mg di £ rispetto ad un qualsiasi 
_polo Q il risultante dei momenti polari rispetto a Q dei singoli vet 
tori applicati (Aj, vi), (i1= 1, 2, ..., N). 
Si ha quindi, 


; pn Dr 
(77) Mg = E Qi x Vie \ 


Per un polo Q' diverso da Q si ha, analogamente, 


n ail 
(78) Mg, = Io Q'Ai AVi P. 
i=1 
Sottraendo la (78) da (77) si ottiene Lo R, 
“ ) al 
n n 
(79) M. - Mx = IO (OA; Q'Ai) Avi I 20' Avi - 
sa Ss i=1 
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Nella sommatoria contenuta nel terzo membro di (79). QQ' costitui 


sce un fattore comune a tutti i termini e si può quindi mettere in evi 


È 
denza. Tenendo conto che I vi rappresenta il risultante, R, di %, 
i=1 


da (79) si ricava, pertanto, — 


—_—/ 
c | gr 
(80) My |Ee* 00” A Ra 


La (80) dà la legge di variazione del momento risultante polare, al 


variare del polo\ Si vede subito che il momento polare di un sistema 
di vettori applicati non dipende RA 


il suo risultante è nullo. lb Mas BET TA 
—— c-=_=—_ t< 
Vale il teorema di Rarignon, (Caen 1664-722): il momento risultan- 


te polare. di un sistema da vettori applicati tutti in un medesimo polo 


—_—____—__—— 


A_0 su rette concorrenti in un punto A coincide con il MORBO rispet 


: to allo stesso. polo dell risultante del sistema applicato in A. \ 

Per la dimostrazione basta osservare che sia nel caso che tutti i 
vettori siano applicati in come pure in quello che essi stiano su 
rette concorrenti in A, dato che il trasporto lungo la propria retta 


di applicazione non altera il momento polare, si ha sempre [vedi (77)] 


n \ a 
(81) M-sa 2 PAAV4 3 \ 
Q i=1 
| 
la 
che porta subito a rl 
Ka 
IX 1 
(82) My ='0A AR, ì li 
le 
Cadudi 


Da (80) si ha subito, moltiplicando scalarmente ambo i membri per 
R e tenendo presente che il prodotto 1 misto di tre vettori _complanari 


è nullo, ‘ 

SS [ag : 

(83) i Mo x R Sq dy R bi 
UR - UA R 


Da (83) si vede che pur dipendendo il momento polare dal polo, 
il suo prodotto scalare per R non vi dipende|\ Per tale ragione l'e- 


spressione Mg x R RI che esplicitata mediante le componenti di Mo e 
Si SY Di 
Ì 
R dà luogo ad un trinomio, si suole chiamare trinomio invariante. 
R trinomio 


fr 
\ Sostanzialmente l'indipendenza di My «—R_da 4 Q indica che che la_ 


componente secondo la direzione nica, di _R dell momento o polare 
2 bal rohiaebtral (tahiGma spina @iverci PIET ARE 3 p ; st 
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non dipende dal polo. 


Ciò significa che dette N e yu 


i componenti di 


M normale e 


Q 
parallelo ad R, si ha 
(84) Ma" Bo te bg FATE MA 
con u indipendente da 0. 


Le componenti del momento risultante rispetto ad un polo di un si 


stema di vettori applicati si trovano proiettando la 


(77) sugli assi 


di riferimento. Precisamente, dette we, mi, ml9, tali componenti, 


Xijir Yir Zir (i1= 1, 2, +..0, Nn), le coordinate di A;, Xq, Ye” Za quel 
le di Q e X;, Yi, Zj le componenti di v;, si ha 
n 
CO) _ r 
Be Di {Yi Yq) Zi = (pe A), Val 
i=1 
(85) ml® = 5 [= 2.) Xi, > Ra) Za] 
i y 29 È Q 1 i O ci 
n 
ml® È (XK; Da) *q) Yi = (Yi = Yql X;j] 
i=1 
In particolare, le componenti My, My, Mz del momento risultante 
rispetto all'origine 0 degli assi sono espresse da 
n n n 
(86) Mx= 2° (y;2i 7 ZiYi), My= 3 (2ziXicxXi2i), Ma= E (xiYryiXi), 
i=1 i=1 i=1 
16 — ASSE CENTRALE DI UN SISTEMA DI VETTORI APPLICATI 


Si supponga diverso da zero il risultante di £ e sia A uno dei 


16 


Fig. 
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punti dello spazio in cui 
R af 


finchè il suo momento ri- 


occorre applicare 


spetto a Q sia proprio No° 
Evidentemente A è uno qua 
lunque dei punti della ret 
ta a parallela ad R, con 


tenuta nel piano, t, 


per Q 
a distan 
Na 


R 


ortogonale ad N 


Q 


za da Q uguale a e ta- 


le che (A, R) 
rispetto ad N 


sia levogiro 


(Fig. 16) 


Q 
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La retta a risulta indipendente da Q. Infatti a causa di (84, 1) 


LS all È è pa 


si hat 
Ma 


| 
(87) Mq =\0A A Bitfn ne 


mentre per un altro polo, Q', attribuendo ad A' significato analogo a 
quello di A e denotando con a' la parallela ad R per A', è 


(88) My=0'A'AR+L. 


Tenendo presente la (80), da (87), (88) segue 


(89) 00'A R= (QA — QUA')AR, 
cioè 

(90) (Q0* = QA + OCA'LA R= 0 
e quindi 

(91) AA'N R= 0, 


che implica il parallelismo di | AR' ad R, a ‘appartenenza di A' ad @ 
e  _———rt 


reo T_oaeosle seno casca 
e la coincidenza di a' ed a, 6.4.4. 
La retta a si chiama asse centrale del sistema s di vettori ap- 


plicati e ode della proprietà che il momento risultante del sistema 


rispetto ad ogni suo punto è parallelo al risultante e coincide _con il 
chi a e a 


Tre 
componente parallelo ad R, u, del momento rispetto ad un polo generi- 
ed, 

Basta infatti osservare la (87) per convincersi che se 0 appar- 


tiene ad a, riuscendo così QA parallelo ad R, si ha 
(92) M.= hh. 


L'inGipendenza di a da 0 e il significato di No hanno come 
conseguenza che al variare di 0 mentre il componente parallelo ad... R 
di Mo non varia quello normale varia in modo che il s suo modulo rie- 
sca uguale al prodotto della distanza. di Q da a per la grandezza del 
risultante. 


In particolare, ai punti dell'asse centrale compete momento di mi 


nimo modulo unu. Da quanto si è detto risulta evidente che l'asse cen- 
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trale è indeterminato allora e soltanto allora che R è nullo. 


7|- MOMENTO ASSIALE DI UN SISTEMA DI VETTORI APPLICATI 
Per un qualunque sistema di vettori applicati si definisce sone] 


to risultante assiale rispetto ad una retta _r_ortentata la somma. de 
PES e SA SPREA 

| momenti rispetto ad r dei singoli vettori applicati del sistema. 

nn CL dee 


E' evidente, in base alle proprietà del momento assiale di un so- 


lo vettore, che anche nel caso di un sistema il momento polare rispet- 
to ad un polo Q di r ha componente secondo r indipendente dalla po- 
sizione di Q su r e coincide con il momento del sistema rispetto ad 
pa 

Risulta pertanto evidente la validità del teorema di Varignon an- 
che per il momento assiale: al momento risultante rispetto ad una ret- 


ta di un sistema di vettori applicati in un medesimo polo A o su ret- 


te concorrenti in Wa coincide con Lula momento Rca rn ee retta del 


è » =_=. 
risultante applicato in Ri 


Così pure è chiaro che se r è parallela a z il momento M, del 


sistema rispetto ad r si identifica con la ml espressa dalla (85, 


3), mentre le (86) danno i momenti risultanti del sistema rispetto a- 


gli assi coordinati. 


18]- COPPIE 

Chiamasi coppia il sistema formato da due vettori applicati paral 
leli, discordi e di uguale modulo. Braccio della coppia è la distanza 
tra le rette di applicazione dei due vettori, intensità il valore comu 
ne delle loro grandezze. La coppia si dice dî braccio nullo se le ret- 
te di applicazione dei vettori coincidono. In tal caso i due vettori 
si dicono direttamente opposti. 

Evidentemente il risultante di una coppia è nullo. Ne segue che 
TI momento polare di una coppia 
non-dipende_.dal polo (vedi n. 15). 
Per determinarlo basta dunque as- 
sumere un polo qualunque. Con ri- 
ferimento alla Fig. 17 la coppia 
sia costituita dai vettori (A, v) 
e (A, -v). 

Assumendo come polo dei momen- 

ti, A' il momento, M, della cop 


pia coincide con quello di (A, v) 


Big. 17 
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rispetto ad A' ed è quindi ortogonale al piano delle due rette di ap 
plicazione dei vettori (piano della coppia), ha modulo misurato dalla 
area del rettangolo di lati b e v, se b_ è IL braccio della coppia, 
e verso tale che (A, v) sia levogiro rispetto ad (A', M). Il modulo 
di M è quindi bv. Cioè,insieme al risultante è anche nullo il momen 
to risultante di una coppia di braccio nullo. 

Se n è il versore normale al piano della coppia, orientato in 


modo che (A, v) sia levogiro rispetto ad (A', n), si ha 
(93) M= bvn, 


Da (93) si vede che il momento di una coppia non si altera se il 
suo piano si sposta parallelamente senza modificare in esso i vettori 
applicati o se in esso si spostano i vettori, sempre rimanendo tra di 
loro paralleli, senza che muti il prodotto bv, nè il verso di n. 

Ricordando il legame tra i momenti polare e assiale da (93) si 
deduce che il momento di una coppia rispetto ad una retta orientata, 
r, non dipende dalla sua posizione ma esclusivamente dal suo orienta- 


mento (direzione e verso). Se 8 è l'angolo di n e r, da (93) si ha 


(94) Mr = bv cos8 
da cui si vede che M, è uguale a + bv oppure è nullo a seconda che 
r sia ortogonale o parallela al piano della coppia. 

Invece il momento di una coppia di braccio nullo è nuilo rispetto 


a qualsiasi retta. 


19 — OPERAZIONI ELEMENTARI 
Spesso occorre operare sui sistemi di vettori applicati in modo da 

trasformarli opportunamente. A tal fine sono fondamentali le seguenti 
tre operazioni che possono eseguirsi sui vettori Gi un qualunque siste- 
ma Gi vettori applicati. 

I) l'aggiunta o soppressione di una o più coppie di braccio nullo; 

II) ‘la sostituzione di più vettori applicati in un punto con il lo- 
ro risultante applicato in quel punto o quella di un vettore applicato 
con più vettori aventi il medesimo punto di applicazione e che lo ammet 
tano come risultante; 

III) il trasporto di un vettore applicato lungo la propria retta di 
applicazione. 


Di queste operazioni le prime due si chiamano operazioni elementa 
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ri mentre la terza è una conseguenza della prima. Infatti per traspor- 
tare il vettore (A, v) apprtenente alla retta r, sino a portarlo in 
(B, v), essendo B un qualunque punto di r, basta aggiungere al siste 
ma la coppia di braccio nullo (B, 
v), (B, -v) e sopprimere quindi 
quella costituita dai vettori (A, 
v), (B,-v) (Fig. 18). E' evidente 
(si pensi al teorema di Varignon) 
che le operazioni elementari e l'o 
perazione di trasporto non altera- 


no il risultante e il momento ri- 


sistema di vettori applicati. 


Vv Nel seguito, per brevità, con il 

ri A simbolo a indicheremo un siste- 
as ma Gi vettori applicati. Se LE 

zi denotano due sistemi di vetto- 

Fig. 18 ri applicati si dice che A È DE 


ducibile a DIA quando con sole o- 

perazioni elementari e di traspor- 
to si può passare dai vettori di DIA a quelli di zi - In particolare 
si dice che Za è riducibile a zero o equilibrato o nullo quando con 
sole operazioni elementari e di trasporto si può passare dai vettori 


di DA ad una coppia o più coppie di braccio nullo. 


20 — RIDUZIONE DI UN Za A TRE VETTORI APPLICATI IN TRE PUNTI PREFISSATI NON 
ALLINEATI P1; Pa, P3 


Sia (Aj, vj) il generico vettore di ‘3. Congiunto A;j, con P1, 
P2, P3 si decomponga (A;, 
vi vj) secondo le direzioni 
i di AP, AP, AP; e si 
R trasportino i tre vettori 


ottenuti, (A;, vi), (A;,vi), 
(AggWj), lungo le loro ret 
te di applicazione sino a 
portarli con le origini in 
Pia Pais Pa (Fig. 19), E 
chiaro che Ia è riducibi 


le ai vettori 
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n n 
(Pi, E Vi), (Pa, z Vi), (P3, > vi) 
l=1 i=l i= 


OSSERVAZIONE - La costruzione sopra indicata presuppone che il generi 
ca O edo um i pi 

durre a questo caso con un trasporto se (A;j, vj) non appartiene a quel 
piano. Ma anche se ciò accade,in tanti modi si può ridurre (Aj, vj) a 


tre vettori applicati in P;}, P2, P3, come è evidente. 


21 — RIDUZIONE DI UN Za A DUE VETTORI APPLICATI DI CUI UNO IN UN PUNTO P} PRE- 

FISSATO 

Si riduca preventivamente I, a tre vettori applicati di cui uno 
in P). Siano essi (P), v3), (P2, v2), (P3, v3). Se (P2, v2), (P3, V3) 
non sono sghembi essi si riducono subito ad un solo vettore e il pro- 
blema è risoluto. Analogamente, se P; appartiene alla retta di appli- 
cazione di (P,, v.) o a 
i di (P3, der Scarta 


loro intersmzione ’ passan= 


te per __P;\ (Fig. 20).Scel 
to SU ,r Un ONE TNGTe. punr 


to O diverso da si. de 


compongano Sani e (Pa, 


Cocca nta 
v3) cai secon- 
do le direzioni di PP} 
ran cane Sr SES 
Po0: € PaPisP3 30. I vettori 
ottenuti si trasportino lun 
go le proprie rette ai ap- 
TY piscazione in Pi e 0.\In 


ì 6 definitiva si hanno tre vet 


due 
tori applicati in in, Pi e duef 
in O che si sostituiscono 


| 

| 
Sl con i rispettivi risultano 
1 ti applicati in quei punti. 
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(22- RIDUZIONE DI UN 2 AD UN VETTORE APPLICATO IN UN PUNTO P PREFISSATO E 
UNA COPPIA 
Si riduca I, è@ due vettori applicati di cui uno in P. Siano es 


n —_— 
si (P, v') e (0, v")} si applichi in_ P_la coppia di braccio nullo (P, 


PI; (P, -v"). Sostituendo ai vettori (P, v'), (P, v") il loro risul- 
tante applicato in P, I, viene in definitiva ridotto a [P, (v' + ne) ] 
e alla coppia (0, v"), (PB, = v"), (Fig. 271). 

Evidentemente, poichè le operazioni elementari non alterano il ri 
sultante nè il momento risultante 
del sistema, v' + v" coincide con 
R, mentre il momento della coppia 
trovato è uguale a quello di Za 
rispetto a P. Il trinomio inva- 


riante (n. 15) di 5 è espres- 


a 
so da M x R, se con M si deno- 
ta il momento della coppia ottenu 
ta. Il suo annullarsi richiede o 

l'annullarsi di Ro quello di°M 
o l'ortogonalità di M ed R. Nel 
primo caso il sistema è riducibi- 


le ad una coppia [v' + v" = 0], 


negli altri due al suo risultante 


21 applicato sull'asse centrale. In- 


Fig. 

fatti se si sceglie P sull'asse 
centrale il momento di I, rispetto a P deve risultare parallelo ad 
R o nullo e quindi, dato l'annullarsi del trinomio invariante, pro- 
prio nullo, il che richiede che la coppia (0, v"), (P, - v") sia di 


braccio nulio. Si conclude: eondizione necessaria e mali affin 


n.4 o ad una sola coppia è grey sta da mata Fr suo trinomio inva- 


riante. 
H ; y 


23 — SISTEMI PIANI 


Un sistema di vettori applicati contenuti in un piano_qm si chia- 


ma sistema piano. Per brevità lo indicheremo con 5. . Evidentemente 
enna en a 


il suo trinomio invariante è nullo. Infatti il risultante di Da è ne 


cessariamente parallelo a n, se non nullo, mentre il suo momento ri- 


sultante è ortogonale a_n, se si assume il polo su_ nm. L'annullarsi 


del trinomio invariante ha come conseguenza che cogni. sistema piano è 


riducibile ad un _solo vettore applicato! :isull'asse centrale di Ig (ne- 


cessariamente contenuto in T) © ad una ‘coppia (con momento ortogonale 
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(24)- SISTEMI EQUILIBRATI 
Nel n. 19 è stata data la definizione di sistema equi libfato di 
vettori applicati. Dimostreremo ora: Condizione necessaria é su fficien 


se.affinchè un (£3) sia riducibile. a zero è che esso abbid nil LEE 


tante e_momento r risultante _ztspetto ad un polo 210) 
La necessità della Condizione è evidente non appena si "pensi che 


le operazioni elementari e di trasporto non alterano nè il risultante 
nè il momento risultante di I.\Per dimostrare la sufficienza, detto 
P il polo rispetto a cui si sa essere nullo il momento del sistema, 
si pensi I, ridotto ad un vettore applicato in P più una coppia. 


Dato che il sistema ottenuto ha, come £. , risultante e momento 


a 
risultante nullo rispetto a P risulteranno nulli sia il vettore appli 
cato in P, come pure il braccio della coppia.) 


In formule la condizione di equilibratezza Gi Za è espressa da 
(95) R= 0, M= 0, 
ove il momento si può valutare rispetto all'origine degli assi di rife 


rimento. 


Le (95) equivalgono alle sei condizioni scalari 


n n n P 
I Ws I KS £ Quod, l 
i=1 i=1 i=1 SP 
xl \ 
(96) Ho= 
n n n 
DO (yiZi o ziYi)= (DO (ZiXj x424)3 Do (xiY; cyiXj) 30, 
i=1 i=1 i=1 


ove Spi ti, dii denotano le componenti del generico vettore, vj, di 


} 


a € Ce Vir Zi le coordinate del suo punto di applicazione. 


OSSERVAZIONE - Nel caso di un sistema piano basta assumere questo come 
piano x, y per constatare che le sei condizioni di equilibratezza e- 
spresse dalle (96) si riducono a sole tre effettive: le prime due del 
le (S$6, 1) e l'ultima delle (96, 2). 
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25 — MUTUA RIDUCIBILITA' DI DUE SISTEMI DI VETTORI APPLICATI 
La condizione di riducibilità di un DIA ad un DIA (vedi n. 19) 


si enuncia: condizione necessaria e sufficiente affinchè due sistemi 


di vettori applicati siano mutuamente riducibili è che essi abbiano ri 
sultanti uguali ed uguali momenti risultanti rispetto ad un polo (e 


quindi ad ogni polo) dello spazio. 


La necessità della condizione è evidente. La sufficienza si dimo 


stra subito osservando che, detti R', R" i risultanti di Z' 
My P Mo i loro momenti rispetto al polo P (rispetto al quale si sa 
che sono uguali), il sistema Zi = zi formato con i vettori applicati 


Bi 6 
a 


di Z, e con quelli di zi cambiati di verso ha risultante, R' - R", 
e momento risultante, My = Mo , nulli. Ne segue che I) - 23 è riduci 
bile a coppie di braccio nullo e quindi il sistema DIA , sostituibile 
con il sistema a si zi + DIA ottenuto aggiungendo ai vettori di 
DIA = zi quelli di ta , è riducibile a Zur c.d.d. Così pure zi ci 
sulta riducibile a DIE 

La condizione di mutua riducibilità si esprime quindi mediante le 


due equazioni vettoriali 
(97) [RR a MI MI \ 


equivalenti alle sei equazioni scalari che si ottengono proiettando le 
(97) sugli assi di riferimento. 
Nel caso di sistemi piani tali sei equazioni scalari si riducono 


a tre effettive, com'è evidente. 


I 


r- si 


26 — SISTEMI DI VETTORI APPLICATI PARALLELI 
| Ingicheremo con doni un tale sistema. Esso ha trinomio invariante 
nullo dato che il suo risultante è parallelo ai vettori; (se non è nul- 


lo) mentre il suo momento è ad essi necessariamente ortogonale. Un p 


è di conseguenza sempre riducibile ad un solo vettore applicato o ad 


una sola coppia. Il primo caso si presenta quando R # 0. Supposta sod 


We i s % Wa. 
disfatta questa condizione l'asse centrale, a, si determina subito pen 


“ale renna, Lo RE _—__ Veste 
sando che, detto A un suo qualunque punto, il momento di (A, R) ri- 

spetto alla origine, 0, della terna di riferimento coincide con quello 
di Zp » Si ha cioé 


nor 
(98) | OAAR= I 04;/ A_ Vj 


con il solito significato dei simboli. 
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Se l'asse z è parallelo ai vettori, la (98) proiettata sugli as- 
si, X, Y, dà 


(99) YaZ = È Vili? IN = i XjZjr 


mentre proiettando su z si ottiene un'identità. 
Si conclude che l'asse centrale (parallelo a z) è rappresentato 


dalla coppia di equazioni 


(100) x= 


Supposto R# O e gli assi qualsiasi, si consideri il punto _C 


definito dall'eguaglianza 


(101) OC = 


ove Vi denota la componente di Vi secondo una parallela ai vettori 


dotata di un prefissato orientamento [cioè, vi = + vjle 
n 
(102) R' = E vj = tR70 . 


Le coordinate di C sono, evidentemente, 


_ È «RE 
(103) Xo 3 Rgr.E XjVi ' Yo RT E y.v 


q_D 
ts #Zn > Sr È Gavi 
c 5 A R = 1 
i=1 i = 


c 


E' chiaro che se si fanno ruotare tutti i vettori di Lp intorno 
ai loro punti di applicazione di un qualunque angolo in modo da dar luo 
go ad un nuovo sistema di vettori applicati paralleli il punto C non 
varia. Così pure è eviden- 
RR Fai | Siae cin te che qualunque sia la di- 
pe 
appartiene al loro asse cen 


rezione dei vettori di I 


- V. trale, dato che se si assu- 


me l'asse dello z paralle- 
lo ai vettori le vi si ri 


Fig. 22 ducono a è Zj, R' a Z ele 
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Xc’ Yc soddisfano alle (100). Ne segue l'indipendenza di C da O. 


Il punto C si chiama centro del sistema di vettori applicati pa- 
ralleli. Nel caso di due soli vettori esso si determina subito. Se i 
vettori sono concordi (Fig. 22) basta pensare z concorde ad essi per 
aversi Vy Vir (a = 1, Dia 

La (101), scegliendo O coincidente una volta con A,, l'altra 


con A., dà 


VaAiA2 ViAZA:1 


(104) A]C Li, eni , A2C = vi +va 


Da (104) si vede che A]C e A;C sono paralleli e rispettivamen 
te concordi ad A)A, e AA} il che indica che C è uh punto interno 


al segmento A;A;. Da (104) si ottiene, inoltre, 


|A1C] v2 


dub) Ter “= 


che mostra che C ha da A} e A, distanze inversamente proporzionali 
ai moduli dei vettori. 

In modo analogo si dimostra (Fig. 23) che se i due vettori sono 
discordi (ma non costituenti cop- 
pia) C appartiene alla retta per 
A; e A-, è esterno al segmento 
A}A0, sta dal lato del vettore di 

Ai modulo più grande e soddisfa anco 
x ra alla proporzione (105). Nel ca 
& x; so di due vettori discordi il cen 

Vi po tro C si allontana indefinitiva- 
Sy mente sulla retta A}A; quando il 
@ rapporto dei moduli dei due vetto- 
Fig. 23 ri tende all'unità. Per questo si 
suol dire che una coppia equivale 

ad un vettore infinitamente piccolo applicato in un punto infinita- 


mente lontano. 


27)- FUNZIONI VETTORIALI. DERIVAZIONE DI UN VETTORE 
RATA O 
In molte questioni capita di dover considerare vettori le cui com 


ponenti sono funzioni di uno o più parametri variabili in un certo in- 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


35 


sieme. Brevemente quei vettori si dicono funzioni di quelle variabili. 
Ad es., può darsi che un certo vettore, v, abbia le sue componenti fun 


zioni delle coordinate di un punto P variabile in una certa regione o 


dello spazio. Ciò si indica scrivendo 
(106) v = V(P). 


In corrispondenza alla (106) viene definito ciò che si chiama cam 
po vettoriale di base o. 

In corrispondenza a ogni punto di o è univocamente determinato 
v(P) e, in o, è determinato anche l'insieme delle linee (una per o- 
gni punto di co) che in ogni punto hanno come tangente v(P). Tali li 
nee si dicono Zinee di flusso o anche Linee di forza. Particolare inte 
resse per gli sviluppi del seguito hanno i vettori v(&) funzioni di 
un solo parametro, & , variabile insun certo intervallo. Si chiama vet 
tore derivato o semplicemente derivato di v(E) rispetto a & il vet- 
tore che ha come componenti le derivate rispetto a & delle componenti 


di v(E). Si riconosce subito che esso esiste quando esiste il limite 


dv UE + de) «(63 
(107) += = lim ——___xT____—_— 
dE hESO AE 


e coincide con esso. Potrà capitare anche che il limite espresso nel 
secondo membro di (107) abbia due determinazioni distinte a seconda che 
AE tenda a zero per valori positivi o negativi. In tal caso diremo che 
il vettore v(&) ammette nel punto È dove ciò capita un derivato a de 
stra ed uno a sinistra, mentre parlando semplicemente di derivato in E 
intenderemo implicitamente che quei due limiti coincidono. 

E' evidente che le regole di derivazione dell'analisi si riporta- 
no integralmente nel campo dei vettori. Sono infatti di immediata veri 


fica le uguaglianze 


d di dv a dvi dava 
«<= gg gg | dg adi S gr Aa Agg | 
(108) 
dvi dv a n n dvi 
a Ge gr BA a gg a °° 


Differenziale del vettore v è il vettore 


dv 
(109) dv = de - dé 
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Quando per le componenti di v(&) sono soddisfatte le condizioni 
per cui esse sono sviluppabili in serie di Taylor nell'intorno di un 


punto & ; per v(E) vale lo sviluppo analogo 


dv A av 
v (E) = v(£0) +(—) gd * — (—) (E -EoV +... + 
de‘ ._ DI *daf 
E=E0 E Eo 
(1.105) 

1 JaNv * 

sali (rato + wa Ku 
' 
sa o E=E0 


Più particolarmente si può stabilire per v(E) l'analoga formula 
di Taylor. 

Il derivato di un vettore costante è evidentemente nullo. 

Invece il derivato di un vettore di modulo costante (per es., di 
un versore) è ortogonale al vettore stesso. 


Infatti è 
(111) v(E) x v(E) = v2 


e se il modulo v, di v(z) è costante, da (111), derivando ambo i mem 


bri,si ottiene 


dv (E) 
(112) è << * ZI =D } 
dv 
che implica l'ortogonalità di ag ® Ys 


OSSERVAZIONE - Insieme al derivato di un vettore capita di considerare 
quello di un punto P le cui coordinate sono funzioni di uno o più pa- 
rametri. Precisamente, si chiama derivato di P rispetto ad un parame- 
tro & il vettore che ha come componenti le derivate rispetto a €& del 
le coordinate di P. 


Tale vettore si può,quindi, definire mediante l'uguaglianza 


Sa: ap EE FIRE) = PIA 
113 3- = lim ———rr_—__ 
E AE+O LE 


28 — VERSORI DELLA TANGENTE, NORMALE PRINCIPALE E BINORMALE AD UNA LINEA GE- 
NERICA ; 


Sia % una linea generica orientata (sulla quale, cioè, sia fissa 
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to un verso di percorrenza) e P* un suo prefissato punto. Il generico 
punto P* di £ si può individuare assegnando la lunghezza dell'arco, s, 
che va da P* a P, presa positivamente o negativamente a seconda che 
il cammino che porta da P* a P sia concorde o discorde al verso posi- 
tivo di £; s costituisce un sistema di ascisse curvilinee su ?® di cui 
p* è l'origine, P risulta quindi una funzione di s, P(s), e tale pu- 
re è il vettore OP, rappresentato dal segmento che unisce un prefissa 
to punto O con P. 

Il derivato rispetto ad s di OP è definito, in base a (107),da 


doP OP (s+4As) - OP (s) 
(114) —— = lim _—eeonn= 
ds rene AS 


Dalla Fig. 24 si vede subito che è 


(115) ‘OP(s+As) - OP(s) = P(s)P(s+4s) 


Di conseguenza, se la ? ammette tangente nel punto considerato,la 
retta (secante) per P(s) e 
P(s+4As) al tendere di as a0 
tende alla tangente in P(s). An- 


zi, Bor oltre ad essere tangente 
ds 


a £X è ad essa concorde, dato che 
il rapporto incrementale che com- 
pare nella (114) è concorde ad £ 
anche per As < 0. Il modulo di 


dop è evidentemente unitario,poi 


chè, notoriamente, il limite del 


rapporto tra la lunghezza della corda e quella dell'arco sotteso è l'u 


nità. 
. dop È ° s dP A " 
Si conclude che Fra (che ceincide evidentemente cen de ) è uni 


tario, tangente ad £% e ad essa concorde. Indicando con T(s) il ver- 


sore della tangente ad £ orientata concordemente ad £ si ha, pertan- 


to, 
doP dP 
vii Tha Sap op 
è La . ‘a dx dy dz 
da cui si vede subito che le componenti di T(s) sono 33: as’ gs’ 5° 
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con X, y, Zz Si indicano le coordinate di P. 


Al vettore T(s) si suol dare il nome di versore tangente ed evi- 
dentemente si ha 
ar (de) (42)° - 
(117) (EV + () + (GE) 1. 


Si denoti con N(s) il versore del derivato di T rispetto ad s. 


—_— E. 


Si ponga, cioè, 


SS aT 
(118) N(s) = p $ - 
aT 
ove p è uno scalare positivo il cui inverso è uguale al modulo di ds 
aT 


La retta per P avente la direzione di 35 risulta ortogonale ad &£ , 


avendo T modulo costante (vedi n. 27, verso la fine), e si chiama 


normale principale, mentre N(s) si dice versore della normale princi 
ei SIENA i 
ze" T__TTYT_ 

pale. 


Per trovare il significato di 


gf si osservi che il modulo di 


T(s+45) aT 
=— coincide con 
ds 
|T(s + As) - T(s)]| 
lim TS x 
AS+0O 


Detti P' e P" gli estremi di 
(P, T) e [Py T (s + As)]) da, (118) 


Fig. 25 segue, pertanto, (vedi Fig. 25) 
i ar |p'p"| 
(119) — =[3|= lim STO 
di di As+0 Tas 
Al tendere di As a zero |P'P"| si confonde con l'arco di cir- 


conferenza di centro P, raggio unitario ed angolo al centro uguale al 


l'angolo, Ae, formato da T(s) e T(st+4As). 


Risulta quindi |P'P"| = Ae e da (119) si ha 
(120) 1 tim |f5|. 
AS>O 
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Si vede così che i rappresenta ciò che si chiama prima curvatu- 
ra o semplicemente curvatura di £ in P. p è quindi, il raggio di 
curvatura. 
Le componenti di N(s) sono, evidentemente [vedi (116) , (118)], 
dlx a? d?z 
po —È p SA p —£ 


f È e la curvatura, c, è definita da 
ds? ds? as? 


2 
x\7 a2y 2 [azz 
—— — == K| 
ds? as? as? 


Insieme ai versori T(s), N(s) è conveniente spesso considerare 


il versore B(s detto versore della binormale ini - 


| 


1 
(121) c=_—-= 
p 


(122) B(s) = T(s) A _N(s) 


Evidentemente la terna, T, N, B di origine P è trirettangola 


tevogira ed è variabile col punto di \ Essa costituisce il triedro 


fondamentale relativo al generico punto di s. 


—ar 


_II piano contenente piA Tr) __e (P, N) si chiama piano osculatore 


alla curva in _P, l'estremo. del vettore.....(P,..oN) centro di curvatura, 


29 INTEGRAZIONE DI UN VETTOR 


Se v(E) è un vettore funzione di € , si dice [vettore primi-\ 
MERLI >) integrale) ai v(E) ogni vettore V(E) il cui derivato rispet- 


to a /t /coincide con v(E). Ciò si esprime mediante la scrittura 
(123) rt, en fu de . 


V(E) ha evidentemente come componenti le funzioni primitive del- 
le componenti di v(&) e per la sua determinazione valgono _le consue 
| te regole di calcolo.\ 


Analogamente a quanto si fa con le funzioni scalari, viene defini 
to, _quando esiste, l'integrale definito di _un vettore. 


I80E cioè.) 


: E 
(124) / ? (E) de = V(E2) - V(&i). 
E, 


Se poi v. è funzione di un certo numero di variabili, definita 


en 
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in un certo insieme Cl, come integrale / vdl esteso all'insieme € 
I pr g SOLE 


deve intendersi,se esiste, il vettore che ha per componenti gli inte- 


_grali estesi a_C delle componenti di v. 


‘ 30)- OPERATORI LINEARI 
Data una funzione derivabile £(P) delle coordinate x, y, z, di 
un punto P rispetto ad una presupposta terna trirettangola levogira, 
si chiama gradiente della f£f(P) e si denota con gradf il vettore 
v(P) le cui componenti sono date rispettivamente dalle derivate par- 
ziali di £ rispetto a x, y, z: 
K d£ d£ liuto hi 
(125) Vv == ll Vol yi Vv = —-e È AGP 
Dato un vettore v(P) si chiama divergenza del vettore lo scala- 


re 
(126) divv= <+<+ 


Si chiama invece rotore del vettore v(P) il vettore w(P) le 


cui componenti sono 


Si suole scrivere 


(128) w= roev) 


nanni | 


ed è facile riconoscere che le componenti di w, espresse da (127) so- 


no i minori con segno della matrice 


di © 
dX dy dZ 
Vx Vy Vz 


Gli operatori di cui sopra sono fondamentali per gli sviluppi del 
calcolo vettoriale. E' interessante constatare la validità delle ugua- 


glianze 
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div rot v = divw= 0 
(129) , 
rot grad f = rotv= 0 


di immediata verifica in base alle (125), (126), (127). 


(314 ALTRI OPERATORI LINEARI ST 


E' conveniente in molte questioni l'uso di operatori lineari rap- 


presentati da matrici. Precisamente, indicando con {al un tale operato 
line deter asa EI emi TE EE I trento do 


re, esso sarà individuato da nove quantità a , elementi di una ma- 
ni mira ASMA ; ARE LS Sei SE Se, 


trice quadrata di ordine tre:\) a = lapal che rappresentano le sue com 


Cir Car E35 T 3(0 ci). 
Il prodotto di a per un qualunque vettore v_ trasforma _v_ in 


tore ( Wi e si scriverà \ 
ARRE PSR ninni GECO. 10 
ca PI 


(130) w= av, (o 

intendendo che le componenti wj di w siano legate a quelle, v,, dal 

le relazioni + 6 at 3 
Vir 1:VL4 (O 

(131) Wi = Qjg Vge (i1= 1, 2, 3) 


Si avverte che in questo numero ogni volta che in un termine di 


una relazione due fattori hanno il medesimo indice si sottintende, co- 
—— ——creov_-_-rrrrr__——rrrrrrr_ ee ___T@___m_m__@ 


m'è ormai abituale nella scrittura matematica, la sommatoria da 1 a 3 


rispetto a ell'indice:|\la (131), pertanto, è la forma semplificata 


della scrittura ‘wj)= 3 ajgvg. 
&=1 
Con la notazione al) si denoterà il traspogto di a, cioè l'o- 


peratore rappresentato dalla matrice |ay,|, ottenuta dalla |a,s' 
scambiando righe con colonne. L'operatore arg si dirà simmetrico se 


% <a ri ® % % ri - >» 
risulta a si dirà emisimmetrico se invece è ars = - arg. 


ce dar * 
Si supponga che il determinante della matrice non sia nullo: 

Det |a] # O. In tal caso (e solo in tal caso) si può definire l'opera- 

tore inverso di a, indicandolo con all. Esso è definito dalla condi- 


zione 


(132) ms allw o Vg = (a71);xg Wo r (L= 1, 2a 3) è 


E' sufficiente richiamare la regola di Cramer per riconoscere che 
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risulta 


Ao: 
L n sl 
(133) (a) je = sara] 2801 = aNla= 1 


ove con Agj si denoti il complemento algebrico di ayj , nel deter- 
minante  ||lagjl] a con 1 l'operatore rappresentato dalla matrice dia 
gonale con elementi diagonali uguali a 1. 

Dati due operatori a', a", si Gefinisce il loro prodotto. Esso 
è rappresentato da un nuovo operatore a"= a'a" le cui componenti nel 
riferimento T sono definite dalle uguaglianze 


(134) af ala 


E' evidente che "e die si ottengono moltiplicando righe per co- 
lonne le matrici |a},!,|]ag,]. Così pure è evidente che in generale 


risulta a'a" # a"a'. 


Operando sulle componenti, sono di immediata verifica le uguagliar 


ze 

(135) a'(a"v) = (a'@a") v_}; av'xv" = v!' x aly P 
Per i versori della T , si ha, in particolare, 

(136) ars 3 acs * C, i Det a = ac) n ac, * aC} + 


(0' jj), di origine 0' e 


Si consideri un secondo riferimento, T' 
versori Jj, lor Î3 , pure trirettangolo levogiro, e si denoti con Rs 


il coseno di jg con cr: 

(137) Reg = E ® dg * 
Risulta, evidentemente, 

(138) is = Rrs Cr? Cr Rrs ds - 


La matrice dei coseni direttori Res che legano le due terne, T, 
T' definiscono un operatore particolarmente significativo e utile in 
molte questioni, in particolare nella teoria dei moti rigidi (Cap.III) 
e nalla Meccanica dei Continui di Cosserat (Cap. XXIV) e in genere del 


le microstrutture. Identificando le a con le Rrg, da (135), (136) 


rs 
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(137) segue 


I 
De] 
lo 
n 
x 
Te) 
h 
Do) 
ju 
n 
x 


Rrs 5 


(139) 


Il 
po] 


"o 


lr Cr i? Er 3 RCD) lr 


sulle quali si riconosce che i versori ijr sono i trasformati dei ver 
sori Cc, mediante l'operatore R. Così pure l'ultima della (139) mo- 
stra che l'operatore trasposto di R coincide col suo inverso RT. In 


fatti da quella relazione segue 
(140) ig RESTI 4 + ARI 44 RI a pl 


FEdichè le terne T, T' sono ambedue trirettangole levogire, i co 
seni direttori degli assi dell'una rispetto a quelli dell'altra soddi- 


sfano a note condizioni che sono espresse dalle relazioni 
(141) Rrp Rrg = Rps Ras"5np? Det Rrs = 1, 


ove con È pr si è indicato il simbolo di Kronecker, cioè una quantità 
che assume il valore 1 se p= £, il valore zero se p # 2. 

La conoscenza degli R,g, cioè dell'operatore R individua l'o- 
rientamento della terna T' rispetto alla T. Per tale motivo R si 
chiama operatore di rotazione,ma ciò riuscirà più chiaro nei Capp.III, 
IV. La conoscenza di R dà modo di valutare come mutano le componenti di 
un qualunque operatore a e di un qualunque vettore v quando si pas 
si dal riferimento T al riferimento T'. Precisamente, dette afs le 
componenti di a rispetto alla T', in base a (135), (139), la (136) 


scritta rispetto alla T' [cioè, sostituendo ai versori c, i versori 
ir], dà 

So. by a = SCO 
(142) dry * lg * è # SR0gy ® Rob ® Rarcs * cr. 


Sulla (142) si legge il legame tra le componenti ary, a.s° Preci 


samente,si ha [vedi anche la (140)] 
(143) a'rs = Rer dem Bms È? arm = Rer Ars ms è 


Si riconosce immediatamente che il cambiamento di riferimento la- 
scia inalterate le eventuali proprietà di simmetria o di emisimmetria 


di cui godono eventualmente le a,gy. 
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Identificando nella (143) le a si deduce R! 


am em rs = Rrs 
che mostrano che l'operatore R ha le medesime componenti rispetto al- 


con R 


yi 


le due terne T, T'. Nel caso di un vettore v. di componenti Vir Vj 


rispetto alle due terne, si ha 


(144) vs ViCq = Viji = vir i?) ii > viRe; 


da cui segue 


< 
Il 
< 
= 
ju. 
PI 
& 
Q 
I 
bo] 
< 


(145) 


v pe. LI aa 
Vi 3 VaCo * Di 3 ReiVg 


Si completeranno questi brevi cenni introduttivi richiamando l'at 
tenzione su uno speciale simbolo, il simbolo di Ricci, detto anche l'in 
dicatore o, anche, il tensore di Ricci. Nel riferimento trirettangolo 
levogiro cui si sta riferendo lo spazio tridimensionale euclideo esso 


è definito dalla quantità 


(146) e = 


ove si intenda zero se i tre indici r, s, £ non sono tutti distinti, 
+ 1 se essi costituiscono una delle permutazioni 1, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 
1, 2, si intenda - 1 se essi costituiscono una delle tre permutazioni 
la do Br 2 To St Sh dr le 

Qualunque siano i vettori v, v', v", sono di immediata verifica 


le uguaglianze 


{ve = SrsVrVs i (v AV')r 3 erasVgVs ? 
(147) 
YAY' x v" = erggsVrVi Vs 
(148) alvA') = AAA, 
Deta 


con il solito significato di A. 
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CAPITOLO Il 


CINEMATICA DEL PUNTO 


1 — GENERALITA” 
Abitualmente dicendo che un corpo si muove s'intende mettere in e 


videnza il fatto che esso cambia di posizione nel tempo rispetto ad un 


prefissato osservatore. 
Per precisare tale idea occorre innanzitutto riflettere sul con- 


cetto di tempo. Esso è sostanzialmente legato alla possibilità insita 


in ognuno di noi di un ordinamento delle sensazioni in virtù del quale 


siamo capaci di distinguere nettamente tre il prima e il poi. Di qui 
nascono la possibilità e la tendenza di fare corrispondere ad ogni sen 
sazione il valore di una variabile che chiamiamo tempo o - più propria 
mente - ascitssa temporale. 

Ciò che comunemente si dice istante è un valore della ascissa tem 


porale, mentre intervallo di tempo 0 semplicemente intervallo è l'in- 


sieme dei valori dell' ascissa temporale compresi tra due determinati i 
on dine 


Durata è l' ampiezza dell'intervallo. Come ogni sistema di ascisse 


anche quelle temporali ‘presuppongono un'origine, una unità di misura 


ed un verso positivo. 
Tali elementi sono - com'è naturale - del tutto arbitrari e posso 


no stabilirsi nel modo che si preferisce e, in effetti, per ciò che 


concerne l'origine delle ascisse temporali si suole spesso assumere co 


me nu nullo il valore dell'ascissa temporale all'inizio del fenomeno che 


si osserva. Tale valore nullo corrisponde a ciò che si chiama istante 


iniziale ,mentre l'istante attuale è quello corrispondente al momento 


in cui si ha la percezione. 

Passato e futuro sono poi rispettivamente gli intervalli contenen 
ti gli istanti anteriori e posteriori a resente) ,cioè 
quelli ad ascissa temporale minore o maggiore di quella attuale. 

Per adattare il più possibile gli sviluppi della Cinematica e del 


la Meccanica ai fenomeni della Natura si stabilisce l'unità di misura 
e il verso positivo della ascissa temporale ricorrendo all'osservazio- 


ne del mondo esterno. Così si assume come unità fondamentale di tempo 
E 


traverso lo stesso piano o mrcivioa terrestre (giorno solare medio). 


Naturalmente questa scelta ha carattere assolutamente convenziona 


le e non implica affat 4 di tempo solare me- 
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dio sia sempre la stessa se riferita ad una misura di tempo di caratte 


re assoluto che eventualmente possa concepirsi in relazione all'evol- 


versi dell'Universo. 

z1 suole infine assumere come verso positivo dell'ascissa tempora 
le - concordemente alle nostre intuizioni naturali ed abituali di pas- 
sato e futuro - quello per cui essa riesce crescente mentre il sole si 
sposta, nel suo moto apparente, da oriente verso occidente. 


Due fenomeni SL Gicono contemporanei se riferiti allo stesso si- 


stema di ascisse temporali, essi hanno luogo. nel medesimo istante. 


Da quanto è sopra detto risulta chiaro che considerare un fenome- 
no nel tempo significa metterlo in confronto con un particolare fenome 
no naturale, ad es., con il moto apparente diurno del sole intorno al- 
la Terra. Gli apparecchi che comunemente si adoperano per la misura del 
l'ascissa temporale (orologi) si fondano proprio su tale criterio di 
confronto. 

Nello spazio ambiente contenente un dato corpo, la posizione di 


questo sia individuata mediante un sistema di riferimento associato a 


Dire che un corpo st muove rispetto ad un dato sistema di ‘piferìo 


mento vuol significare che i punti di almeno una parte della regione oc 


cupata dal corpo hanno coordinate (rispetto al sistema di ‘riferinento 


accennato) che _ sono effettive funzioni (ad un sol valore) dell'ascissa 
temporale. Si suole indicare tale fatto dicendo che la posizione o con 


figurazione del corpo varia al variare del tempo mentre nel caso oppo- 


sto si dice che il corpo è in quiet De rispetto al prefissato sistema di 


riferimento. Nello spazio cartesiano, detta Oxyz la terna di riferi- 
mento e indicando (anche per il seguito), come è consuetudine, con t 
l'ascissa temporale, conoscere il moto di un corpo significa conoscere 


le funzioni del tempo, x(t), y(t), z(t), che esprimono le coordinate 


del generico punto della porzione di spazio occupato dal corpo. Se in 


particolare quelle funzioni di riducono identicamente a delle costanti 


il corpo è in quiete rispetto alla Oxyz. Oggetto. della. Cinematica. è 


re 


do studio del movimento dei corpi indipendentemente | dalle cause iche lo 


producong, 


- 


Da ciò che si è detto e da quanto seguirà riuscirà chiaro che gli 
sviluppi della Cinematica possono ottenersi anche senza. dare il parti 


colare significato di tempo al parametro che individua le coordinate 


dei punti mobili ma semplicemente associando in qualche m modo ad ogni 


loro posizione il valore di un parametro atto ad individuarla. Tutta- 


via, avendo di mira l' applicazione della Cinematica alio stugio dei _fe 


nomeni naturali, si è naturalmente portati a riferirsi proprio alla va 
leg pe e san 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


47 


riabile tempo. 


Prima di iniziare lo studio della Cinematica e della Meccanica in 


genere bisogna bene intendersi sul significato da attribuirsi alla pa- 


rola. SRZDA: Evidentemente la Matematica essendo una pura creazione del 


nostro pensiero non può che operare su _enti ideali .i costruiti dallo stes 
so nostro pensiero, sia pure dietro il suggerimento delle sensazioni 
provenienti dal mondo. esterno] Sicchè quando si vogliono adattare gli 


sviluppi della Matematica allo studio dei fenomeni naturali si è co- 


stretti a sostituire ai corpi naturali degli enti o corpi matematici 
SPECELL a SOSCLENLPO ai (C0xpP% Maturart Ceggia eten ‘O Gonpi Maceio eee 


aventi caratteristiche geometriche strutturali ben determinate attra- 


verso un procedimento di astrazione e induzione) Vuol dire che tanto 


più rispondente è lo schema matematico alla realtà fisica,tanto meglio 


riesce-la teoria costruita nella descrizione dei fenomeni. 


Il più semplice schema matematico di un corpo naturale è il punto 


“dana per ora interesse vedere se e quando sia lecito rappresen- 
tare in tal modo un corpo naturale e, anzi, si può anche prescindere 


dall'attributo materiale che intende richiamare proprietà extrageome- 


triche dei corpi che non interessano gli sviluppi della pura Cinemati- 


ca. 


Il primo problema che si presenta nella Cinematica è quindi quel- 


_lo dello studio d o di un punto rispetto ad un prefissato sistema 


di riferimento e costituisce l'oggetto del presente capitolo. 


2 — VELOCITA’ SCALARE 

Lo spazio entro cui il punto | P| si muove _conservando la propria in 
dividualità sia riferito alla terna trirettangola levogira Oxyz. Il mo 
to di P è conosciuto non appena siano note le funzioni del tempo,| RAC), 


‘ y(t), z(t), coordinate di P. Le equazioni A 


Sa ri 


(1) xe), yeylt), 23 alt) SÌ) VASI 


sono le equazioni parametriche della curva descritta ka di che si chia- 


P (8) 


ma tratettoria. Si stabilisca sulla 


traiettoria, £, un sistema di ascis 
PSI FSE SPESO 


se curvilinee, s, fissando un'origi 


ne P* , un verso di percorrenza, e 
RIO Ma 


chiamando Ss la IUGASEZA dell'ar- 


(ele) compreso Cera. P* e P, presa po- 
etnie ea 


Fig. 1 ‘sitivamente o negativamente a secon 
e e sn er 
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da che il cammino che su ?® porta da P* a P sia concorde o discorde 
al verso stabilito su ?% (Fig. 1). 
L'ascissa s di P è una funzione s(t) del tempo e_l'equazione 


si chiama equazione oraria del moto di P. Questo si può individuare 


assegnando la traiettoria di P, ad es., mediante le equazioni parame 


triche 


(3) x = X(s), y= y(s) , z= z:(s) 


e l'equazione oraria. 
La (2) individua soltanto la legge oraria del moto, cioè lo spa- 
i dice sulla forma. della tra 


zio percorso in funzione del tempo ma. null 


iettoria. 
Siano H | e /t + At due istanti qualsiasi entro l'intervallo di 


tempo in cui si studia il moto di P. Il rapporto incrementale 


Sie+ 45) - SUE) 
(4) NE 


si chiama velocità scalare media nell'intervallo di tempo compreso tra 
— rr '_ Trtk6tmTrTrTrT———————— _y_r_________ ai 


te e & da Il | limite del. rapporto ( (4) generalmente esiste e si dice, 


CESTINO 
in. tal caso, velocità scalare di P all'istante t.| Poichè, ovviamen- 
È SE E ER 


te, tale limite è la derivata, SÉ della funzione s(t) rispetto al 


tempo si può dire che la_ velocità scalare di un punto mobile è la deri 


vata rispetto al i della a lunghezza: dell' arco persons. Le derivate 


LORCA 


indicare mediante uno, due, ecc. punti posti sul simbolo di funzione. 
“ii =: i _—__ 

« ‘@S ds i È g co 

Invece di — , —; , ecc., scriveremo quindi SV S, ecc.La velocità _ 


dt dt 


scalare di P è rappresentata da _Sa 


ESSA misura la rapidità. con cui P_ si muove. 
e 


OSSERVAZIONE - Può accadere che il rapporto (4) abbia due limiti distin 
ti a seconda che At tenda a zero per valori positivi o negativi. Tale 


fatto indica una discontinuità di prima » apeola Della velocità. scalare P 


n sang iet a, RIE 


all'istante considerato e _e generalmente si presenta in concomitanza a fe 
nomeni di urto. Non ha invece interesse per noi il fatto che il limite 
rr e|ÙI.ÉÉ.-EWtmr n _—————_——_——P——_—_—_—_—_—_——Trrr———_- 


di (4) sia divergente al tendere di At A Zer04 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


49 


3 —- MOTO UNIFORME 

Il moto di un punto si dice uniforme durante un intervallo di tem 
po quando la sua velocità scalare 3 è costante durante questo inter- 
vallo. 


Detto $S il valore di tale costante si ha, cioè 


(©) 


(5) sf) 


neo 
" 
(©) 


In tale eventualità il rapporto (4) ha valore invariabile per ogni 
prefissato At, qualunque sia t, purchè gli istanti t e t + At non 
siano esterni all'intervallo di tempo considerato. 

Per tale ragione si suole anche dire che în ogni moto uniforme 
vengono percorsi spazi uguali in tempi uguali. 

Volendo determinare s(t) basta osservare la (5) e tener presen- 


te che S è la derivata di s(t) rispetto a t. Si deduce subito 
(6) s=spt+ So * 


Il significato della costante d'integrazione, so, Si trova subito 


osservando che per t = O la (6) da 
(7) s(0) = sq - 


Si vede, cioè, che spo rappresenta l'ascissa di P nell'istante 
iniziale, La (6) mostra che in ogni moto uniforme lo spazio percorso è 


funzione lineare del tempo. 


OSSERVAZIONE - Risulta già chiaro e varrà nel seguito che l'indice o 

posto accanto al simbolo di una funzione del tempo indica il suo valo- 
re iniziale (cioè corrispondente all'istante t = 0). Così,per esprime 
re che una funzione del tempo si riduce ad una costante si pone quella 


funzione identicamente uguale al suo valore iniziale. 


4 — ACCELERAZIONE SCALARE 


Si chiama accelerazione scalare media di un punto mobile, nell'in 


tervallo compreso tra t e t + At, il rapporto 


S(t + At) - S(t) 
(8) ea Ve 


Il suo limite al tendere di At a zero generalmente esiste - e 
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questo è il caso che per noi offre interesse - e si dice accelerazione. 


di P_ all'istante. _t. Esso esprime la rapidità con cui (varia. la veloci — 
; ————__ 1Zs 

ta scalare in un moto non ne e coincide evidentemente con d È 

—_"=— n= = ur 


Nel seguito l'accelerazione scalare sarà pertanto indicata con;s. 


I le 
!s|{xoro uniFoRMEMENTE VARIO] 


Il moto di un punto si dice uniformemente vario. durante. un inter 


AN nia, nin 


vallo di tempo se La sua accelerazione scalare, S, è costante durante 


tutto l'intervallo. Riesce, cioè 


-—_- f 


(9) si joe j#ts deb 


Di conseguenza il rapporto (8) ha valore indipendente da t, per 
ogni t e At per cui t e t + At non stanno fuori dell'intervallo 
considerato, e si verifica il fatto che in uguali intervalli di tempo 
si hanno uguali variazioni di. velocità. cià 

Da (9) si deducono subito le leggi temporali della velocità scala 


n 


h, en? 
re e dell'ascissa 's(t){! Si ha 


(10) | [S=\fat##9 A 
(11) s=i 50 t° +i0t + s0 0] 


ove videntemente le costanti so sà So _esprimono 1° ascissa e la velo 


Gita iniziali di -P. 
Da (11) si vede che in ogni moto uniformemente vario s| è una fun 
3 
zione di secondo grado del tempo, s una funzione lineare e s costan- 


te. 
SS 


6 — MOTO VARIO] 
Il moto di un punto si dice vario in un intervallo se esso non 


DI 


in tale intervallo nè uniforme, nè uniformemente vario. 


Il moto si dice progressivo (e retrogrado in un dato istante t=t 


_se in quell'istante il punto Pi tende ad allontanarsi (o) aq avvicinarsi 


all'origine delle ascisse. Cidìsi traduce nel fatto che |s(t)| è per 


EB crescente 0° decrescente, equivalente all'essere crescente o de- 
crescente Sei, Ricordando ‘che una funzione di una variabile è cre- 


scente o decrescente in un dato punto secondo che la sua derivata pri- 
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ma è positiva o negativa,| segue. che Dt moto di P è progressivo o re- 


trogrado nell' istante fk= E in cui gr * e Ss sono diversi da zero, a 
= sz —— d _—T&ATCTTTTOZTTIT=_=="—____————————T yz 


A ds? x Fa UE Ù 
seconda. che. Mis È 2 (253)1=7 sia|:/0, cioè a seconda che s e s 
È —_ ‘i PELA sù L Ni 


abbiano o non abbiano il medesimo segno per t= t. 


Interesse ha pure la a tra moto accelerato e moto ri- 
E I I e 


tardato ad un dato.istante gl Precisamente se il modulo della ve- 
n SIE rn 
locità scalare s TRI, è crescente o decrescente in un dato istante t 


il moto si dice pre o ritardato in quell' istante. Il fatto si 
può giudicare osservando il comportamento della funzione Ss? . Poichè 


e 


(12) o 


si deduce che DI moto. è per e t accelerato o ritardato a seconda 


che 5 e S abbiano o non_ abbi 


ì (e 
Per ‘brevità non consideriamo il caso che risulti (= ol che an- 


drebbe discusso considerando derivate di ordine più elevato.| 


Si chiama istante di arresto ogni istante in cui è S=O. 
e 


Un moto uniformemente varto si dice uniti 


tardato se esso è accelerato o ritardato in tutto l' intervallo. Per un 


n 


qualunque moto uniformemente vario da (9), (109) si trae 


sic lan re È ve So \ 
(13) 55 = Solîot +5) = & (t+—_|. 


So 


da (13) risulta 


e < 
(14) ss» per bs 


e si deduce che ogni moto uniformemente vario è ritardato negli istan- 
Ss 


ti anteriori all'istante t = - _9° , accelerato in quelli seguenti ed 
AA So 

ha per t = - — il suo unico istante d'arresto. 

- So 


‘3/- DIAGRAMMA ORARIO 
Qualunque sia il tipo di moto cui è soggetto P la sua legge ora- 
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ria è suscettibile di una rappresentazione grafica molto indicativa. 


Si consideri a tal fine una coppia di assi ortogonali di origine 
O e si rappresentino, sta- 
bilite le corrispondenti 


scale, i Suri sull'asse 


(con segna). percorsi sui- 


l'asse delle ordinate. 


Si viene così a costrui 
re un diagramma della fun- 
zione Ss = s(t) che si chia 
ma diagramma. orario. Tale 


diagramma oltre ad indivi- 


Fig. 2 in in Sunazane del tempo mo- 


stra subito quale sia la 


velocità scalare.) Basta infatti ricordare una notissima interpretazio- 


ne geometrica. della derivata per dedurre che la velocità scalare in un 


istante t = È si ottiene semplicemente conducendo la tangente al dia 


‘ è A {#1 , 
gramma orario nel punto di ascissa jit|= 


14 j ! 
je determinando l'angolo Te) 


che essa forma con l'asse dei tempi (Fig. 2 ). Risulta, evidentemente, 
[]= tga. 
Basta osservare le (6), (11) per. dedurre che LI lin orario 


una | parabola. ad asse parallelo . a passo delle s. Se in un punto del 


diagramma orario la tangente è parallela. all'asse _dei tempi risulta) 
Va 


iS CE nell'istante corrispondente e_si ha un istante dia arresto Sa 


in ‘corrispondenza la tangente. non attraversa il diagramma [massimo o 
minimo per s(t))] si ha evidentemente un'inversione del moto di P sul 
la sua traiettoria, mentre se la tangente lo attraversa (punto di fles 
so) il punto mobile prosegue, dopo l'istante d'arresto, nel medesimo 


verso di prima. Le due circostanze corrisvrondono agli istanti tt), t. 


nel diagramma orario riportato in Fig. 2a 


sf vetocrra» VETTORIALE 
E' stato già osservato che la conoscenza della legge oraria non è; 
sufficiente per individuare la traiettoria. Lo stesso può dirsi della 
velocità scalare S.}in quanto da essa non può ricavarsi altro che la 
legge oraria, mediante un ‘integrazione. 


Il moto del punto P viene invece completamente determinato - at 
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traverso un procedimento d'integrazione - se insieme alla posizione i- 
niziale, Po; di P si conosce il vettore velocità. Esso si definisce 
come quel vettore che ha per modulo quello della velocità scalare, |s|, 
per direzione quella della tangente alla traiettoria e per verso quel- 
lo delle ascisse crescenti o l'opposto a seconda che 5 sia positivo 
o negativo. 

Ricordando la definizione di versore tangente ad una curva ed in- 
dicando con v il vettore velocità, esso è espresso, in base alla de- 


finizione data, da 
(15) v= ST, dI: PID 


pur di.intendere che T sia il versore tangente alla traiettoria. 
Si vede così che la velocità scalare non è altro che la componen- 
te secondo il versore tangente del vettore velocità, 


Da (15) segue, in base a [I, (116)], 


i SY di * 


(16) ge Sg ge "ae 


Da (16) si vede che il vettore velocità si può anche definire co- 
me il derivato rispetto al tempo del vettore OP, se O è un qualun- 


que punto fisso. 

Le componenti di v sono espresse, in base a (16), anche se O non 
coincide con l'origine degli assi, dalle derivate rispetto al tempo 
delle coordinate di P. 


Esse sono, cioè, x y z. Insieme a (15), (16) si può quindi, an 


che scrivere 
(17) ‘v= xC1 + ye2 + 203 


con il solito significato di c;j, C2, C3 di versori degli assi di rife 


rimento... 
FEO, 
Dalla conoscenza di x, y, z) si risale a quella di x, y, z me- 


diante le formule 


È È pa 
(18) x(t) -[ x(t) dr + xo, y(t) -[ Y(t) dr + yor zZ(t) -| z(t)dt +0 
(©) 


ove Xor Yor Zo Sono le coordinate della posizione, Po, di P nell'i- 


stante iniziale. Si vede così che la conoscenza di v e P, determina 


3 si 
no traiettorie e legge oraria nel moto di P.; 
O PELLE nz A I IE I ri sr 
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Le (18) equivalgono all'unica uguaglianza vettoriale |che può ri- 


cavarsi da (16)] 


È, 
(19) (0)5) -/ vt) dr POPgua 
(©) 


Se v è costante durante un intervallo, in esso risultano costan 
ti, in base a (15), S e T singolarmente. Il moto è in tal caso retti 
.Lineo ed uniforme. Anzi, sempre in base a (15), si constata che la co- 
stanza del modulo del vettore velocità (cioè della velocità scalare) 
caratterizza i moti uniformi, quella della sua direzione i moti retti-. 
linei. 

Il vettore velocità si suole anche chiamare velocità vettoriale o 
semplicemente velocità) Nel seguito ci riferiremo ad esso con la sem- 


plice denominazione di velocità. { V. 


“ 


"9 - ACCELERAZIONE VETTORIALE 

Insieme al vettore velocità e in contrapposto all'accelerazione 
scalare si definisce il vettore accelerazione o accelerazione vettoria 
le semplicemente come derivato della velocità vettoriale. Indicandolo 


con a, si pone, cioè 


dv 
(20) a = dt .- 
Da (16), (17) risultano, in base a (20), le due espressioni equi- 
valenti 
a?op  d?p 
(21) a = Praia 
dt? dt? 


(22) a = Xcj + Ye + #03 , 


da cui segue che le componenti di a sono le &X, Vo, Za 


Dalla loro conoscenza si deduce 


È t 6 
(23) X.t) -| K(t)dt +ko, Y(t) -[ v(t)dt +yo, Z(t) i Z(t)dt +Z0 
(o) (e; 


che danno le componenti della velocità, se con o, Yor Zo Si indica- 
no quelle della velocità iniziale. Note &X, y, 2, mediante le (23), si 


risale alle x, y, z, in base a (18). 
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Le (23) equivalgono all'unica uguaglianza vettoriale, direttamen- 


te deducibile da (20), 


È 
(24) v -[ att) de + Wo 


Una decomposizione del vettore accelerazione utile in molte que- 
(OLE (RC COMPO SLe toh 3 ? 


stioni si ottiene eseguendo la derivazione indicata in (20), in base 


a (15). Si ha, precisamente, | 


(25) (am——e fp+s — 


e dr. 
(26) de gs 


che, in base a. [I, (118)] ,' porta a 


© | [0 


ar 
(27) 3"3N- 


In definitiva si ha pertanto [vedi (25), (27)] 


A 2 
(28) la=isrt+MNn | 


da cui risulta che il vettore accelerazione è parallelo al piano oscu: 
latore alla traiettoria.) Se in particolare questa è piana a risulta. 
parallelo al piano del moto.) La componente di ia secondo il versore, 


tangente alla traiettoria,; coincide con l'accelerazione scalara, $, 
‘che si chiama per tale ragione anche accelerazione tangenziale, Inve- 
ce la componente di a secondo la normale principale è a e prende 
il nome di accelerazione centripeta o normale. 

Da (28) risulta chiaro che caratteristica dei moti uniformi è di 
avere accelerazione puramente normale (in quanto per essi è nulla 85) 
mentre l'essere a puramente tangenziale caratterizza i moti rettili- 
nei, dato che l'annullarsi del termine A N implica l'annullarsi del 
la curvatura 1 . L'annullarsi del vettore accelerazione richiede, in 


base a (24), la costanza della velocità e caratterizza quindi i moti 
rettilinei ed uniformi. 
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Nel seguito con la denominazione accelerazione ci riferiremo al 


vettore accelerazione.) 


10 — SPOSTAMENTO ELEMENTARE — SPOSTAMENTO EFFETTIVO 
Il vettore 

ELE MEDIARE _ dp 

CESMOENTAfo ap vat e 


(29) 3° 


si suole chiamare spostamento elementare del punto mobile P relativo 


all'istante t e al tempuscolo dt. Esso corrisponde, in base a (16), 


te tangente alla traiettoria di P.\ 
ssa ino sata 


Le sue componenti sono 
(30) dx = Xdt , dy = ydt , dz = zdt . 


Lo spostamento effettivamente subito da P nello stesso interval- 


lo di tempo per effetto del suo movimento, spostamento effettivo, è in 


vece espresso, per la formula di Taylor, da \ 


PREC -  doP azoP (dt)? 
(31) AP = @P(t+dt) - @P(t){= — dt + 
= de dt dt? 2 


# (3) 


ove il simbolo (3) sta ad indicare un termine lil cui modulo è infini 
tesimo di terzo ordine almeno, quando si supponga dt infinitesimo del 
primo ordine. 

La (31) può anche scriversi [vedi (16), (21)] 


(0) 


(at)? (at)? 
dp VI a 5 + (3) = @P#+ a 5 


Da (32) si vede che lo spostamento elementare di un punto-general 
mente differisce da quello effettivo.-per un vettore.il.cui.madulo.è.in 
finitesimo di ordine superiore rispetto a quello dello spostamento-ele 
mentare stesso. 

| Per tale ragione negli sviluppi della Meccanica, in corrisponden- 
za a un tempuscolo dt tanto piccolo da poter ritenere i mezzi di os- 
Survagiona di cui si dispone insensibili al suo quadrato,, si dà allo 
spostamento elementare il significato di spostamento effettivamente su 


bito dal punto mobile nell'intervallino dt, trascurando quantità di 
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Però, se in agisca | istante la perenne di P_è ) milla dm pon lo è 


la sua accelerazione, lo spostamento elementare è nullo mentre quello 


effettivo & espresso, a_meno di infinitesimi di ordine.superiore, da 


ia dat)? 
|a i a 


LL 


In particolare questo è lo spostamento effettivo iniziale 


(sempre a meno di un infinitesimo di ordine superiore) di un punto che 


comincia a muoversi a partire dalla quiete [v(0) = 0]. 


11 — MOTI AD ACCELERAZIONE COSTANTE 

Particolare interesse presenta lo studio del moto di un punto P 
la cui accelerazione, a, è costante.) Tale moto rispecchia in prima ap- 
prossimazione quello di un grave nel vuoto la cui accelerazione si può 
ritenere costante e orientata come la verticale discendente, se si pre 
scinde dall'effetto completo della rotazione terrestre e dall'influen- 
za della latitudine e dell'altezza sul peso dei corpi. Rinviando alla 
Dinamica la discussione più completa del problema, studieremo ora il 


moto del punto nell'ipotesi che sia 


mu 


ia bt 
(339 a (CI $ E 
fade hi 
con g vettore costante. Tanto pero considerare un problema concreto 
riferiamoci almoto dei gravi nel vuoto. In tal caso g è orientato co 


me la verticale discendente e si chiama accelerazione di gravità. Il 
Eee de ca 


suo modulo (leggermente variabile con la Tatitudine) si D 
in Italia uguale a 980 cm/sec?. 

Siano Po) e Voi la posizione e la velocità iniziali di P. In 
base a (24), (19), da (33) si ricava 


(34) v= gttvo 
(35) ‘cp = 1 gt? + uot+(0Po | 
Scegliendo -0 coinciéente con Py la (35) si semplifica in 
! 1 o 
(36) |OP=3 gt° + vot 


da cui si vede che la traiettoria di P è contenuta nel piano vertica- 
le ner (0, Vo) - Infatti essa passa per O ed il vettore (O, OP) 3 


il cui estremo descrive la traiettoria del punto mobile è ad ogni istan 
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te sovrapposto alla diagonale del parallelogrammo costruito sui vetto- 
ri (0, vot) e (0, Ù gt?) contenuti condirezione invariabile nel pia 


no fisso di (0, vo) e (0, 9) 


rali 
arr (Fig. 3) . Se in particolare v 
a Vo 
il a è nulla o verticale la traietto- 
x tia di P si tiduce alla vertica 
O 


le passante per 0, come chiara- 


mente indica la (36), ed é percor 


((@) 


SIIT 


sa con moto uniformemente vario. 


sa an 
| 
I 
| 
I 
| 
| 
Y 


volendo 'detananze la traietto- 
ria di P nell'ipotesi di vo ge 
nerica assumiano la posizione ini 
ziale del punto come origine , O 
degli assi coordinati e come pia 
Fig. 3 no xy quello di (0, vo) e (0, 9g), 
con l'asse x orizzontale e o- 
rientato in modo da formare angolo non ottuso con (0, vo) e l'asse y 


orientato come la verticale discendente. L'angolo a di (0, vo) e Xx, 


compreso tra - 3 e 3 sia contato positivamente verso l'alto (vedi 
Fig. 3) . La traiettoria di P sarà,per le cose dette, contenuta nel 


piano Oxy e da (36) segue subito, proiettando su x e y 


x = vot * cosa 


(37) 
va - qu? © vg * sena 
Le (37) sono le vane pa parametriche della traiettoria. 
Se la=:3) il moto È verticale e la y misura lo spazio con se- 
ERI 5 N ———-- 
\ “gno. percorso.) Da (37) si ha precisamente, per, a = + > 7) 
1 s ha E 
(38) ya got 3 vati Y= us vos 'ies. 
Da (38) segue 
(39) yY$ = g(gt # vo) 


da cui si vede che y y dopo. l'istante iniziale è sempre positivo se 


la velocità iniziale è nulla o se LI, lancio iniziale ha luogo verso il 


basso la se i È Se invece esso avviene verso l'alto [a = 5 ] si ha 
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(40) yy N 6; bee «i, 


Si conclude che il moto verticale di un grave, se comincia a parti 


re dalla quiete o ‘con lanciò” iniziale verso il basso, 7 sempre uniforme 


mente accelerato (vedi n. 6). Se invece il moto avviene con lancio ini- 


ziale verso 1' alto esso è | uniformemente ritardato sino all'istante di 


— ar ui P vert = SAI nr 


arresto t = ve, (in cui il grave tocca la quota più alta) dopo il qua 


le è invece _ert accelerato. i 
an de orsi 


Supposto a # + i , ricavando t dalla prima delle |(37)} e sosti- 


tuendo nella seconda, si ottiene 


(41) sunto i AT) 


' 


si ee festala. ‘ad. .asse | verticale) ‘ente la punpngite rivol- 
ta verso il basso e or era prevedibile, |per l'origine degli 


e e na n #5 


assi ove è tangente. a (0, vo). La sua ulteriore intersezione con l'as- 
se delle x ha l'aseiasa, X, data da 


vÒ 


(42) X = — sen 2a. 
(ei 


\en 
X prende il nome dif gittata) mentre a si chiama angolo di proîie 
zione. Si chiama poi altezza di tiro la massima quota raggiunta dal 
Sn 


grave, Essa ha, evidentemente, luogo, dn corrispondenza al vertice del- 
ta 


drm gp erre tr 5 iii RE Sg 


la parabola, di ascissa : +. Indicandola con Y si ha, quindi | 
——  ——"———@@ È 


)l È n sen?a 


Xx 
dI Io: 


Il problema fondamentale del tiro è quello di determinare l'ango- 


lo di proiezione in modo che - per la prefissata vo caratteristica 


del el dispositivo di lancio. - venga colpito un ben determinato bersaglio 


situato nel piano. di tiro (piano. xy). | 


Tale problema è molto complesso a causa dei molti elementi che in 
tervengono nella determinazione della ‘traiettoria e dil cui qui. non è 


possibile tener conto. Invece. nello schema sino ad ora considerato si 
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presenta come molto semplice e nonostante esso porti a risultati ben 
diversi da quelli che si hanno nella realtà, vogliamo, a titolo appli- 
cativo, trattarlo in breve. b 
a Ci poniamo dunque il seguente problema: disponendo di un disposi- 
tivo di lancio situato in un dato posto 0 e capace di imprimere ad 
un grave una velocità iniziale di direzione qualsiasi ma modulo, vo, 
prefissato, determinare la direzione di lancio (cioè quella di Vo) in 
modo che la traiettoria del grave passi per un punto prefissato, 0. 


Evidentemente v deve appartenere al piano verticale passante 


le) 
per O e Q (che supponiamo, per escludere un caso banale, non apparte 
nente alla verticale per 0) e rimane incognito solo l'angolo ‘a di Vo 
con l'orizzontale di tale piano. Scegliendo questo come piano xy, man 
teniamo immutate le notazioni e la scelta degli assi sino ad ora adope 
rati e denotiamo con x, y le coordinate di 0. Queste dovranno soddi 
sfare all'equazione (41).Gli angoli a che risolvono il problema sono 


dunque tutti e solo quelli che soddisfano alla equazione trigonometri- 


ca 

(44) y= —— x - tga x, 
2vì, cos?a 

Posto 

(45) i = tga 

la (44) diviene 
2vi 2v3 y 

(46) if eci 41l- — —« 0 
gx q 


che ammette due radici reali (distinte o coincidenti) allora e soltan- 


to allora che sia 


vò bva TY 
(47) pa (1 - — =) > 0 
g? x2 g 2 
La condizione (47) equivale a 
SICA 
(48) y > x -. 
23 2g 
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Si consideri la parabola di equazione 


2 

g v 
(49) RARI I 
2v2 2g 


avente come asse di simmetria quello delle y e la concavità rivolta 

verso il basso. Si riconosce immediatamente che se 0 appartiene alla 

regione del piano hey; al disotto della parabola (49), la (48) è veri 

ficata come disuguaglianza e il problema posto ha due soluzioni, men- 
tre se Q sta sulla parabola 
(49) la (48) è soddisfatta come 
uguaglianza e si ha una sola so- 
luzione. Se invece 0 appartie- 
ne alla regione situata al di so- 
pra della parabola (49), la (48) 
non è verificata e il problema 
non ammette soluzione. Per tale 
ragione la parabola di equazione 
(49) prende il nome di parabola 

X di sicurezza. 
Fig. 4 Non è difficile constatare che 

la parabola di sicurezza è l'invi 

luppo della famiglia di tutte le traiettorie ottenute variando l'ango- 


lo di proiezione e mantenendo fisso il valore di vo (Fig. 4). 


È12)- MOTI PIANI i 

si Il moto di un punto si dice piano se la traiettoria è contenuta 
in un piano) Lo stesso avviene di conseguenza per i vettori velocità 
e accelerazione... 


Si assuma il piano del moto come piano xy e si consideri oltre 
alla coppia cartesiana 0xy il sistema di coordinate polari di polo 
‘0 e asse polare 7 OX, Siano r e 8 il raggio vettore e l'anomalia 
contata positivamente nel verso che porta il semiasse positivo x su 
quello y mediante una rotazione di 5 (Fig. 5a 


Evidentemente si ha 
(50) r= |op| 


(51) x = r così, y = r seng 
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Fig. 


Siano u il versore di 


SI 


OP e w quello ortogonale ad _ u, paral- 


lelo al piano 0xy e con 
verso tale che la coppia 
(0, c1), (0, c3) sia so- 
vrapponibile alla coppia 
(0, u), (0, w) mediante la 
rotazione in verso positi- 
vo dell'angolo 8 , se con 
Ci e €c2 si denotano i ver 
sori di x e y. 


Si ha evidentemente 
u= cosîc) + sengc? 


(52) 
w=- sengc) + cos8c, 


Da (52), pensando che durante il moto di P, 8 è funzione del 


ESUROe_E HESone, 


‘U/= 6(- sentc) + cos@c) =' èw Je 


(53) 


w 


- 0(€069c) + sen@c2) = .- du . 


8 misura la rapidità con cui varia l'angolo formato dal raggio. 


vettore OP con l'asse delle x...Per tale motivo è si suole chiamare 


velocità. angolare [scalare]. 
bienni a 


Da 


(54) 


si ricava, in base a 


(55) 


e da questa, tenendo conto di 


(56) 


Si chiamano rispettivamente . 


trasversa le componenti di 


v oa 


[(16) , (53, 1)], 


+ 
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secondo 


'OP = ru 
dea i (0% /, 
= lf Ref pi: 
(20) , (53), 
Più . \ o DO ìf È \w/ 
a =i (7 — re?) iu + (2r8 + ré) w. a 


velocità o accelerazione radiale e 


rina) 


ue w. 


——tnaicandole con Vri ar e Ve, ag da (55), (56), si ha subito 


Pe Ì 


L, 


(57) vp= 1, vo =.r8), 
7 . VARIE > 
(58) ar =_i- ré2, ag ={2r0 + ré>.. 


Sia P' la posizione di P nell'istante \t + 4t, [vicinissimo a E 


e e na 


' 
L'area J5A { del triangolo piccolissimo. OPP' _(Fig. 5) è espresso da. 


(59) 


sei 
se 0 + 48 è l'anomalia di |P'. 


inn 


rari si può considerare l'incremento. subito dall! 'area, A, delimita 


r2 K10 , VAU > £S 


ta dal raggio OP, da una retta fissa del piano xy) uscente da Dad 


ad es., dall'asse O0x -.e. da un arco Bi traiettoria. ni 
LR III AR 


La derivata rispetto al tempo, di ‘di tale area si chiama velocità 


\areale o ‘areolare. \tn base a (59) si ha 


(60) A= lim Sh 23 r2 lim dÒ 
At+0 | At+0 
e quindi 
| w Hi Hi ca A v A | ; 
ai A = - via i i) Na” fi, = Feras = 
Ul 
Da (58, 2), (61) si riconosce essere di / pes SERENI 
d°i 20% DL A 
Dai 
(62). 26 = ta A in 


da cui si vede che l'essere il moto piano con velocità areale costante 


equivale all' essere la sua accelerazione puramente radiale.! 


“RT 


volendo l'espressione della velocità. areale” in ‘eoordinate carte- 


siane basta tener conto delle (51). Da queste insieme a 
(63) tge = = i 


si deduce,derivando rispetto a t, 


(64) 


e quindi [vedi ancora (51, 1)] 


ve 
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(65) fre poss 2020 È 
In base a (65), la (61) diventa 


(xy -— xy). c — FO 


“RS 
(66 i 23 
2 0 E 


\ >3 - MOTI CENTRALI 
Il moto. di un punto P st dice. .centrale se la sua accelerazione 


è sempre _parallela_ alla congiungente. _P_con un -punto. FISSQ - 


Sorriso ©ene 


rar 


Denotando con O tale punto che si chiama | centro. del moto, la 
circostanza accennata equivale al parallelismo di OP ad a (Fig. 6) 


e si traduce quindi nell'equazione 


(67) ‘OP./ a= 0, $ verte: 


‘caratteristica "dei moti centrali. | | 


\ 


Le studie di tali meti effre grande interesse per il gran DERGEO | 


di casi in cui essi si presentano; 


in natura. ‘Basta, ad es., pensare 


al moto dei pianeti intorno al so 
le o a quello di un elettrone in- 
torno ad un protone. Metteremo in 
evidenza due proprietà fondamenta 
Li. 

I {Ogni noso:d centrale. SI 


Tele tenui 


esi i Per dimostrarla osserviamo che dal 


‘l'identità, 
abp N v) x Ul Lyua vi 
(68) sa = 0P,ase0 DO 


e da (67) segue 


{a- € 


(69) (OPAvV= CC, 


essendo un vettore costante. 


Se 
quello di 0a a v. Di conseguenza l'accelerazione è tangenziale e il 


fo. 
c è nullo insieme al parallelismo di OP a v si ha pure 


moto rettilineo su una retta passante per O (vedi n. 9). 
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Se invece c è diverso da zero il piano di OP e v riesce orto- 


gonale alla direzione fissa di c e conseguentemente di giacitura in- 


variabile. La traiettoria di P appartiene quindi” al piano, t, pero g-# 
ortogonale a L 


(2) In ‘ogni moto centrale (che è piano) la velocità areale rispet- 
to al centro O è costante. Per dimostrarlo osserviamo che riferendo il 
piano del moto al sistema polare del numero precedente con polo nel cen 


tro 0, da (54), (55) segue 


(70) OP 1 v = run, (fu + réw) = r2éu Aw 


l< 


Dato che u nw è costante, dalla invariabilità di OP nv [vedi 
(69) ] si deduce quella di r28 e quindi [vedi (61)] di À, (GRES ISA 

Anzi, poichè u nw è unitario e ortogonale al piano del moto,il 
semplice confronto di (69) con (70) mostra che il modulo di c espri- 


me la grandezza del doppio della velocità areale. 


14)- FORMULA DI BINET 

Si supponga che il moto di (P) sia centrale con centro in O e si 
riferisca il piano del moto ad un sistema di coordinate polari con po- 
lo in @, come nel n. 12. La costanza della velocità areale si traduce 


nell' uguaglianza | 
(71) . le6 o J 


ove c esprime il doppio della velocità areale e si chiama costante 


delle aree || Escludendo il caso che il moto di P sia rettilineo suppor 
remo Cc p O. Durante il moto di P r si può riguardare come una diret 


ta funzione di 8 e dipendente dal tempo per suo tramite. Si ha incon 
seguenza fvedi (71)] 


ad ii ta \ 
(72) su ug nm 
ag r? de da 
ati ds al 
DS E E. 
(73) t="“=e 0=- 5 
d82 r2d02 
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In base a (71) e (73) l'espressione (58) della accelerazione ra- 
diale diviene 


e rat Li li 
(74) a, =-5| 20) fo 


La (74) fornisce l'accelerazione radiale [e,quindi, individua il 
vettore a, dato l'annullarsi di ag a causa di (61), (62), (71)] in 
funzione della posizione di P sulla sua traiettoria e si chiama for- 
mula di Binet. 


Tenuto presente che dalle (57) segue 
(75) v2 = 12 + r282 


da (71), (72) si deduce 
Giù se 


15 — MOTO CIRCOLARE 

Si supponga che P si muova su una circonferenza di centro 0 e 
raggio R. La terna di riferimento 0xyz abbia gli assi x, y coinci- 
denti con due suoi diametri orto 
gonali (Fig. 7) . Detto e l'an 
golo di OP e x contato positi- 
vamente in verso levogiro rispet 


to a z, è 
(77) x = R così, y = R seng 


Da (77) si ottengono, per de- 


rivazione rispetto a t, le com- 


ponenti della velocità di P, 


(78) X = - èR sen@ È y = 8R così , 
che possono anche scriversi, a causa delle stesse (77), 


(79) x=- 0y, y= é0x. 
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Sia w , il vettore, parallelo a 'z), di componenti 0,0, 8. 


Esso si chiama lettore velocità angolare)o, semplicemente, veloci- 


tà angolare ed il suo modulo è espresso da 
(80) 1 iw= || L 
Da (79) si riconosce che la velocità di P è espressa da 


(81) vV=.wu AOB. 


Le componenti dell'accelerazione si ottengono derivando le (79). 


Esse sono 

(82) s=-8y - 082x, y= $x - 02y 
e mostrano che si ha 

(83) a = w A OP + w2 PO . 


Se il moto è uniforme, data la proporzionalità di 68 all'arco s, 


__ 


come s anche 8 deve risultare funzione lineare del tempo. Dovrà 


quindi essere 


(84) 90 = éot + 00 


e le (82), (83) si semplificano [vedi (80)] in 
(85) [= w2x | (#=- ay, giolo nnt 
(86) i am utPol 


In tal caso a si chiama’ (accelerazione. ‘centripeta\ perchè diretta 


verso il centro O della circonferenza. descritta da P. 


850 prende il nome di fase.\ Sempre nell' ipotesi di uniformità si 


deduce che il moto è periodico con periodo x 


(87) |tT= I. 


Ciò vuol dire, come mostrano le (77), (79), (84), (85), che a in- 
tervalli di tempo uguale a _ , il punto mobile riprende la stessa po 


sizione, con la medesima velocità e la medesima accelerazione. Il nume 
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ro di giri compiuti nell'unità di tempo (frequenza) è evidentemente o 


16 — MOTO ARMONICO 
Si consideri ancora il moto uniforme di un punto P su una circon 
ferenza, come nel numero precedente, e sia P' la sua proiezione sul- 


l'asse delle x (Fig. 7). Il moto di P' si dice moto armonico e con 


siste in oscillazioni periodiche tra gli estremi lo, ol del diametro 


su cui si muove P'. Esse, in base a 


(88) } x = R coso 
e a (84), sono regolate dalle formule 
. è ° . vi -2 . 
(89) x = R cos(Bet+80), x = - 8oR sen(0ot +80), x_=_ 78,8 _c0s(8ot+80) 


ma si deve tener presente che ora alla x si può attribuire il signifi 
cato di ascissa curvilinea nel moto rettilineo di P! La (89, 3) is può 


anche scrivere 
(90) %=- wx . 


Spesso nello studio del moto di un punto su una traiettoria pre- 
stabilita accade che l'ascissa curvilinea obbedisca ad un'equazione 
del tipo (90), il che è quanto dire che l'accelerazione tangenziale (o 


zionalità negativo o, più in generale, accade che alla (90) soddisfi 


ognuno (o qualcuno) dei parametri atti a determinare la posizione di 
I eis Senti D ana mod Î . 


un sistema in movimento.) Indicando, cioè, genericamente, con q quel- 
e RR AAA 

la ascissa curvilinea o uno qualunque dei parametri determinativi del- 
la posizione di un dato sistema, può accadere che q soddisfi all'e- 


quazione differenziale 


(91) [a=- 09] 


PELA 
ove la costante w dipende dal particolare problema studiato. 
L'Analisi insegna che q è necessariamente del tipo (89, 1). E' 


cioè 
(92) q = R cos (wt + 80) , 


con R e 80 costanti arbitrarie. 
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Per tale ragione la (91) si chiama equazione differenziale dei mo 


ti armonici.) 


Si può anche esprimere q nella forma, equivalente a (92), 
(93) q = A cosut + B senwt , 
semplicemente pensando 
(94) A = R cos@o r B = - R senéo 

Da (92). si riconosce che g varia tra -.Re.t.R.. 


2|R] si dice ampiezza del moto oscillatorio armonico, mentre w 


_prende il nome. di pulsazione o costante di frequenza_e €06 di fase. 


LL periodo è, evidentemente, espresso da (87) e denota la durata di 


un'oscillazione completa, cioè il tempo che intercorre tra due succes 
sivi passaggi del mobile nello stesso posto, con la medesima velocità 
e la medesima accelerazione. La frequenza esprime il numero di oscil- 
lazioni complete nell'unità di tempo ed è uguale all'inverso del perio 
do. 

I moti oscillatori armonici hanno un'importanza fondamentale nel- 


la Fisica in quanto fenomeni periodici anche, estremamente. complessi si 


lasciano schematizzare mediante la sovrapposizione di un certo numero 


(magari infinito) di moti armonici., 


17 MOTI OSCILLATORI ARMONICI SMORZATI 

Insieme ai moti armonici hanno importanza per l'analisi dei feno- 
meni naturali i cosiddetti moti oscillatori armonici smorzati. Si trat 
ta di moti oscillatori la cui ampiezza diminuisce con legge esponenzia 
le. Pensando, ad es., al moto rettilineo di un punto, P, sull'asse del 


le x, l'ascissa di P si esprime nella forma 


(95) x = Re7)t /cos (ut + 80) 


analoga alla (89, 1), salvo l' introduzione. del fattore. gh con A > 0 


che fa sÌ che l'ampiezza delle oscillazioni di smorzi con legge _espo- 
nenziale. 
Da (95) si vede che |x| raggiunge i suoi massimi negli istanti 
e 
{tf} espressi da 
"o A 
hii= Bo = Arcetg " 


(96) ie re—_pe="" 4 tuo Gole Er srl 4 
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nei quali assume i valori 
-\tà * 
(97) | Xpl = Re n cos (wt, + Gol'r (ne tilp dr cel 7 


descrescenti esponenzialmente al crescere di n. 
Gli istanti ... lg too re tie ta ti , +... corrispondono alterna 
tivamente a massimi e minimi della x(t). Il tempo che intercorre tra 


due successivi massimi (o minimi) della x(t) è sempre lo stesso ed 


espresso da 


(98) io I 
w 


Anche ora T si chiama periodo. Il punto P oscilla indefinita- 
mente con un'ampiezza di oscillazione che diminuisce sempre, tendendo 


asintoticamente a zero, e passando per l'origine delle ascisse negli 


istanti 


(99) tas —f_ 


in cui si annulla la ‘x [n intero o nullo: vedi (95)]. 
Da (95), derivando, si ottengono le componenti della velocità e 


dell'accelerazione nella forma 


(100) x=-RAeTt cos(ut + 80) - Rue -*t sen(ut + 80) , 


(101) & = Ri?e Mt cos(ut +60) + 2RwAe È sen (ut +80) -Ru?e7AÈ cos (ut +00) . 


Tenendo presenti le (95), (100), da (101) si deduce 
(102) = - 2AX- (12 + w2) x, 


Spesso capita,come nel caso dei moti armonici, che ognuno o sol- 
tanto una parte dei parametri determinanti la posizione di un sistema 
( coordinate del sistema) sia vincolato da un'equazione del tipo (102). 


Se q è uno qualunque di essi si ha, cioè, 
(103) d + 216 + (A2 + w2) q= 0, 


con À costante positiva. 
In tal caso si può dimostrare con procedimenti analitici che q(t) 
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ra 
è necessariamente del tipo (95). La più generale soluzione ai((103)|è, 
cioè, 


(104) q {re- xt cos (ut + 00) , 


con Vr)e [og costanti arbitrarie. 


La (103) è quindi l'equazione differenziale caratteristica dei mo 
ti oscillatori armonici, smorzatil 


O e cena EI 


alla (104) si può dare la forma equivalente 
(105) q= et [A coswt + B senut] , 


con Ae B espresse da (94). La funzione q(t) ha, evidentemente,lo 
stesso comportamento della x(t) espressa da (95). 

E' altresì chiaro che per A = 0 la (103) diviene l'equazione dif 
ferenziale dei moti armonici. 


(18)- MOTI COMPOSTI 


Siano PP}, P, due punti mobili di coordinate Xe Vis 21 © 824 
RR) RIS a a A 


Y2, Z2. Chiameremo moto composto dei due moti. cui sono ‘soggetti Pie 
Viiliaianz si irg im SZ ZO 
P2 il moto del punto <P. di coordinate \ 


(106) xe Xi + Za 7 va Yi + Vo ,’ zi = Zi, + Zio 


Se O è, al solito, l'origine della terna di riferimento, le (106) 


equivalgono all'uguaglianza vettoriale 
(107) OP = OP) + OP) . 


Da questa, come pure dalle (106), dette v, v], v2 le velocità 
di P, Pj e P, e a, a), a, le loro accelerazioni, segue 


a ix + wa] EER + da 
_____ ) 


——_—_—_______ n 


Più in generale, dati pria punti mobili Pi (i = 1 2a DINI, n), di 


—_— nt 
remo moto composto degli n moti componenti di Pl, Pre se Por il mo 
CLES 


to del punto P definito ad ogni istante dalla uguaglianza) 
———_———__————————__s. di 


n \ 
(109) OP = I OP;! 
i=1 


—_ 
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Evidentemente la veloc: cità e l'accelerazione nel moto composto so 


no uguali alle somme vettoriali delle velocità e delle accelerazioni 


nei moti componenti. Si vede subito che il moto di un punto P = (x, y, 


z) nello spazio si può sempre pensare come composto dei moti rettili- 


nei sui tre assi coordinati dei punti PP}; = (=, 0 0), Ps E (0, yx Dy 
Pg s (0, 0, 2) 


19 - MOTO COMPOSTO DI DUE MOTI ARMONICI RETTILINEI DI UGUALE PERIODO 

Siano P} e P,; due punti che eseguono oscillazioni armoniche di 
uguale periodo su due rette che s'intersecano in un punto 0, con cen- 
tro di oscillazione in 0. Detto 
a l'angolo non ottuso delle due 
rette, assumiamo queste come as- 


si xy (Fig. 8), osservando che 


pati contenuto. del pla 8 79 mantie 


ne valido o anche. in assi obliqui. 


Ga proponiamo di determinare il 
e n sr— e __—____—__—_——Trt= 


moto composto dei moti di P) e 


uc Esso evidentemente ha luogo 


nel piano 0xy. Le coordinate x, 


y di P} e P, sono esprimibi- 


li (vedi n. 16) nella forma 


X1 Ri cos(ut + 8) 4, y}= 0, 


(110) 
XxX, = 0, Y2 = R, cos(wt + 6,) , 


con R}, R2, 81, 892 costanti qualsiasi. 
Le coordinate del punto, P, che descrive il moto composto sono,in 


base a (106), 


Ri costlwt + 61) , 


x 
Il 


(111) 


y R, cos(ut + 02) , 


e possono scriversi nella forma 


"n = cosg) coswt - sen@} senut , 
(112) 
cn = C0S097, coswt - sen@, senuwt . 
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Distinguiamo due casi: 
Jd 
1) 8} - 82 # nt, con n nullo o intero. In tale eventualità, da (112) 


si ricava, con la regola di Cramer, 


sana i a e x 
os8] Ro così? a sen@} Ry sen@? Ri 
(113) Sena =. _______-——_-“* \... ‘@ospg= ———____—__====<i. ; 
sen(0) - 82) sen(8} - 82) 


Quadrando e sommando le (113) si ricava l'equazione della traiet- 


toria nella forma 


2 2 { 

P 7 dn LLaS. è È 
(114) — iu Beast > al sen”, » dai = © 

RÎ RÎ R;R2 


da cui si deduce che, generalmente, nel moto composto--P- descrive una... 
ellisse di centro 0. i 

Essa diviene una circonferenza allora e soltanto allora che le am 
piezze R)}, R2 Siano uguali e la differenza di fase 86) - 0, sia (a 
meno di multipli di 27) supplementare all'angolo a formato dai so- 
stegni dei due moti componenti. Se in particolare questi sono ortogo- 
nali si ritrova (vedi nn. 15, 18) che il moto composto dei due moti ar 
monici considerati è circolare, quando (e soltanto quando) le loro am- 


piezze sono uguali e le fasi differiscono di # è 


2) 6; - 8, = nn, con n intero o nullo.-Da (111) si ricava subito 
y Ra 
(115) 334 E 


ove è da prendersi il segno + o - a seconda che n sia pari (o nullo) 
o dispari. 

Da (115) si vede che P oscilla in ogni caso (con la legge del mo 
to armonico) su una retta passante per 0. 

I risultati teorici esposti in questo numero sono oggetto di note 


esperienze di Fisica. 


20 — MOTO ELICOIDALE UNIFORME 

St chiama moto elicoidale uniforme il moto composto di un moto 
circolare uniforme su una circonferenza di centro O in un piano T e 
di un moto rettilineo uniforme sulla normale a n per O. Assunto t 


come piano [x e l'origine degli assi coincidente con 0, pensiamo lo 
= 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


74 


asse delle z orientato come la velocità V, del componente rettilineo 
Fig. 9). Denotiamo con P) il pun 
to mobile di moto circolare uni- 

| forme e con P) quello mobile di 
moto rettilineo. Supposto x n 
rientato in modo da contenere  P, 
nell'istante iniziale, le coordi 
nate di P) sono, in base a (77), 


RIESCA (84), 


(116) XxX} = R coséot , Y, = R senéot, Zz1= 0; 
ove è chiaro il significato dei simboli. 

Se si assume come istante iniziale quello in cui P.; attraversa 
il piano xy, le coordinate di P, risultano espresse da 


(117) % = 0, fa #0, ‘Ba S VEL 


Ne segue, in base a (106), che le coordinate del punto P mobile nel 


moto composto, sono 
freni dg - RS i ì 
(118) x = R cos8ot , y = R senéot , zi = NEI» 
Da (118) si deduce 


(119) x? + y? = R?, 


da cui si vede che la traiettoria di P appartiene al cilindro di rag 


gio R e asse z. Detta v;j la velocità di P) , è,in base a (116), [o 
atla (81)1, 
(120) os Ratei 


ove w ha il medesimo significato che nella (81). 
Dalla (120), tenendo presente che w è parallela a z, che OP} 
ha modulo uguale ad R ed appartiene al piano xy, che V è ortogona- 


le a vj} , si deduce che il modulo della velocità, v, di P è espresso 
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da 
(121) v= VV? + R2y2 


e risulta quindi costante. Il moto composto è, pertanto, uniforme (si 
ricordi che è $ = + V).Il terzo coseno direttore, y, di v è espres- 
sO .[(1189, ‘((121)] da 


V 


(122) y= ===——x- 
Vv? + R? w2 


z 

Vv 
ed è, come v, costante. Poichè il vettore velocità è tangente alla tra 
iettoria si deduce che la tangente alla traiettdria di P ha il suo ter 
zo coseno direttore costante. Ciò vuol dire, dato il parallelismo del- 
le generatrici del cilindro su cui si muove P con l'asse delle z, che 
la traiettoria di P incontra sotto angolo costante le generatrici ed 
è quindi un'elica cilindrica. 

Ricordiamo che si chiama passo dell'elica cilindrica la distanza 
tra due intersezioni successive della curva con una medesima generatri 
ce. Nel caso in esame esso evidentemente è uguale allo spazio percorso 
da P, nel tempo impiegato da P) per compiere un intero giro. Il pas 


so H è espresso, cioè, da 


(123) ne, 
(0) 


21 — MOTO SIMULTANEO DI DUE PUNTI 
| Siano P}) e P, due punti mobili rispetto ad un medesimo sistema 
di riferimento e sia O un punto fisso. 
Da i 
EA | 
(124) PP, = OP) - OP} , n 


derivando rispetto al tempo, si ha 


APP) 


CI4D:) var 2 


se con Vv; e vy si denotano le velocità di P) e P, . 
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_gongiunge. due punti mobili è anale! alla differenza tra la velocità del 
l'estremo e quella. dell'origine. i 
Detta % la distanza di P, da P,, è 


(126) 22 = P]P, x P;Po . 


Derivando la (126) e tenendo conto della (125), si ricava 


(ef 
dv 


(127) L dl = (Vo - Vi) x PP? 
PiP2 
la quale, tenendo presente che n è il versore di PP, ,si tradu- 
ce in 
di _ = 
(128) ge * io = 21) è vera Db, = Vagp — Vie 4 


se con Vir’, Var Si indicano le componenti di v)] e vs secondo la 
retta, r, che congiunge P;, P, orientata da P) verso P, . 

Dalla (128) si deduce: Za derivata rispetto al tempo della distan 
za di due punti mobili uguaglia la differenza delle componenti delle 
velocità dei due punti secondo la retta che li unisce, orientata in ver 
so opportuno. 


Da (128) si ottiene, anche, 
(129) dr = (var 2 Vir) dt = (AP2)r = (AP1)r , 


se con (dP;)r , (dP»)r si denotano le componenti di dP;} , dP) se- 
condo r. 

La (129) mostra che Za variazione della distanza di due punti mo- 
bili, nel tempuscolo dt , è uguale alla differenza delle componenti 
secondo la retta che unisce i due punti (opportunamente orientata) de- 
gli spostamenti elementari dei due punti. 

Naturalmente, se (2P)), , (9P2)y denotano le componenti secondo 
r di due spostamenti infinitesimi arbitrari di PP) , P - anche non 
corrispondenti al moto effettivo di P) , P, - la variazione 92 di 
lunghezza del segmento che unisce P) con P, è espressa, in analo- 
gia a (129), da 


(130) 98 = (3P2)y — (3Pi)p - 


Per convincersene basta pensare ad un moto fittizio di P), P, ta 
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le che nell'istante considerato questi si trovino nella posizione effet 


tivamente occupata e subiscano spostamenti elementari uguali a 9P) 
(129). 


9P» e ripetere la dimostrazione che conduce alla 


{ Lea Si sX 
Pia AE 
o LI 
dl A ( UV )x ù 
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CAPITOLO 


MOTI RIGIDI 


1-- GELERALITA' 


LII 


Non sempre è opportuno schematizzare un corpo naturale in un pun- 


to. Le modalità del fenomeno che si studia possono essere tali da non 


vendere lecito trascurare le dimensioni dei corpi che vi partecipano 


{come accade, ad es., quando occorre valutare la resistenza di mezzo). 


Può darsi, tuttavia, che non abbia interesse tenere conto delle defor- 


mazioni che un dato corpo subisce per le cause più svariate; in tal ca 


so lo schema più semplice che di esso può farsi è quello di corpo rigi 


do, cioè di un insieme di punti in numero finito o, anche, infinito 


contenuti in una regione uni, bi o tridimensionale, le cui mutue di- 


stanze non variano nel tempo. 


Associeremo fal_ sistema rigido, che indicheremo con €, una terna| 


trirettangola levogira ad esso solidale, 


cioè, tale che rispetto ad es 


sa ogni punto di C _mantenga coordinate indipendenti cal tempo Addi- 


rittura si ere. parlare dilmoto rigido ‘dell'intero ea solidale È 


"dii un i Corpo naturale ma semplicemente ritenendo che in quel particola- 


te moto le distanze dei punti di (€ non dipendono dal tempo, anche se 


C è suscettibile di movimenti in cui ciò non avviene. 


Si riferisca, dunque, lo spazio ambiente tridimensionale euclideo 


a una terna trirettangola levogira ‘* = (0, c;j) di origine O e ver 
sori Cj, (i = 1, 2, 3). Si supponga che una seconda terna ?, pure 
trirettangola levogira, di origine £ e versori jj: 7 = (©, j:;), sia 


mobile nello spazio ambiente di moto rigido. 


sori ij; della 7 variaro, in generale, 
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Si intende che 2 eiver 


in funzione del tempo, t, ma 


in modo tale che la 7 ri 
manga sempre trirettango 
la levogira. 

Si pensi associata al 
la T una regione sSpa- 
ziale tri, bi o monodgi- 
mensionale - che denote- 
remo con © - scelicale ad 
essa. Intenderemo, cioè, 
che ogni punto P di € 
abbia coordinate rispet- 


to alla 7 indipendenti 


T9 


dal tempo, (sia, cioè, in quiete rispetto alla T) [mal che insieme con es 
Sep IC 2 = Old 


sa (e con C) isi muova rispetto alla Li Il moto di C rispetto alla 


e si dirà moto rigidole, evidentemente, sarà individuato dalla cono- 
scenza del moto della 7} Infatti, dette Yi) + (È = £, 2 3) 16 sordi» 
nate di P rispetto alla 7 , si ha 


OP ='yi di) 
OP =!09 + QP'= 09 + yj ji 


Si avverte ancora che nella (1), e così ove = in tutto il se 


no un medesimo indice si ‘sottintende e prensa da unò a tre rispet 
to a quell' indice; in particolare ciò accade, pertanto, negli ultimi 
termini delle (1). Dalle (1) risulta chiaro che la conoscenza del moto 
della ‘, cioè delle funzioni del tempo Q(t) e Sett individua ad 
ogni istante la posizione di ogni punto _ P di € rispetto alla ‘1*.| 
Ammetteremo come assolutamente evidente che ogni figura solidale 


a 1 , cioè costruita con unti di G ; rimane di forma inalterata du- 


rante il moto rigido In particolare, rette e piani di € rimarranno 


rette e piani; Ie distanze tra punti di € non dipenderanno, dal tempo. 


Tutto ciò è un ‘immediata conseguenza del fatto che le coordinate dei 


punti di (G rispetto alla ? non. dipendono dal tempo .| Anzi la circo- 


stanza che due qualunque punti di 6 mantengano distanza invariata sa 
rà da considerarsi come caratteristica della rigidità del moto. 

Si denotino con A_glt) i coseni degli. angoli che gli assi. della 
7. formano con quelli della 1%) proprio come si è fatto ‘nel ne 31 del 
Cap. I. Saranno valide le relazioni (137), (138), ..., (141), ivi sta- 
bilite. Dalla (1) e dalla (I, 138) segue 


(2) OP = 02 + yg Rrg Cr = 029 + ROP*«@, 


ove - supposto che per t = 0 le terne ©* e ? coincidono - P* deno 
ta la posizione iniziale di P. 


_Denotando con_x. le coordinate di rispetto alla  T* e_ con 


xy quelle di P__,, da (2) segue 


(3) p (E) = AECE) + Rrolt) E? .| 
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2 — FORMULE DI POISSON 


yi 
L'invariabilità dei moduli dei vettori unitari ij, implica la lo 


ro ortogonalità ai ]Joro derivati. \Si pone allora 20 quesito dell'esi- 


stenza di un vettore, w , lo stesso per tutti e tre i vettori jr, per 


il quale sussistano le uguaglianze 


(4) ret ian 


Per dimostrare l'esistenza del vettore èw e determinarlo, si mol 
tiplichi la generica delle (4) vettorialmente a sinistra per pre e si 


sommi rispetto a r . Si deduce 


Ìì \(u Xx IN I, i «= I x 3 Ty 
e REL PE = i 
(5) dea E * dr AA del * | # do dr dea he da 


dato che la quantità /w % j,. rappresenta la componente r-esima del vet 


tore w rispetto alla terna solidale 7 e pertanto, l'ultimo termine 
del secondo membro di (5) rappresenta il vettore w . La (5) dà 


i | 
(6) u=zir Nar |- 


Rimane da assicurarsi che il vettore w espresso da (6) soddisfi 
alle (4). Che sia così risulta immediatamente dalle uguaglianze seguen 


ti, (7), (8). Si ha, precisamente, 


; Lf. 1 LI, ua e, 
Wi BAde*uvlda ‘ag Ade das deg" "# * de'da | 


da cui, tenendo conto dell'ortogonalità dei vettori ij, ai loro deri- 


vati, si deduce 


fede e _ . dir , 
(8) sAdL" | * ar * da dal * SE 


che giustifica la (4). Tali uguaglianze costituiscono le formule di 
Poisson e sono fondamentali per lo studio dei moti rigidi. Sarà oppor- 
tuno mostrare che il vettore w espresso da (6) solo apparentemente 
dipende dalla terna ? . In effetti esso non dipende dalla particolare 
terna solidale Gi. Te prescelta. Si supponga, infatti, di riferire Ca 


una terna solidale 7' diversa da 7 e siano e î suoi versori. Si 


È 
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ponga prg = jr * eg ove, evidentemente, le quantità prg rappresen- 
tano i coseni degli angoli che i versori e, formano con i versori jr. 


Richiamando le (I, 138), salvo la sostituzione di es a is e di lr a 


Cri si ha 
(9) es = Prs lr- 

Si ammetta per assurda ipotesi che il vettore w costruito con 
riferimento alla ?7' in modo analogo a quanto espresso nella (6) sia 


diverso da quello espresso in (6) e lo si denoti con w'. Sia, pertan- 


to, 


(10) u'=zes 32. 


Tenuto conto che le quantità prg non dipendono dal tempo e di 
(9), da (10) si trae 


1 dig) E dig 
(11) w' = 5 ers lr A Pes FD 3 16 Pis)lr A 37 
Le > Prs dr LS dt 2 PrsPLSlr dt 
che, in base a (I, 141), dà 
SORA sp de i 
dina ezk Ara 


che mostra la coincidenza di w' con w . 


3 — VELOCITA’ ANGOLARE 
Il vettore w definito dalla : 6} non dipende, pertanto, dalla 


particolare terna solidale TT ma a unicamente dal moto ‘0 rigido di di ©. Es 
Re re il __ _T°-. 


so in realtà caratterizza la rapidità con cui varia-l'orientamento. di 


a RE in pre Re ne ERE I 
C, cioè, precisamente, di ogni terna solidale a C. Per tale motivo w 


si chiama velocità angolare di Cc. Ma ciò sarà meglio giustificato tra 
—Trtt——T6——_—_————_————————————————m@ém@@—@t—t. e Siren I i 
poco. 


ica 


Sia u un qualunque vettore variabile _nello spazio ambiente e 


siano uu; le sue componenti rispetto alla terna solidale T. Si ha, 


pertanto, 
(13) Di IRE E è 


Derivando la (13) rispetto al tempo e tenendo presente che non es 


he; ban rianieinz 
sendo in generale u solidale a € le sue componenti u; dipendono 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


82 


dal tempo, si ottiene [vedi (4)] 


(ef 


ù x Qi 
— . È n —_ . . x 
(14) at = Vi li +Ui gr = Ni di + viw A Jil. 


Nel secondo e terzo membro di (14) il primo termine ha per compo- 
nenti rispetto alla 7 le fa.| e coincide col derivato di u frispet- 
to al tempo soltanto e soltanto allora che w sia nullo. Esso caratte 
rizza, pertanto, la rapidità di variazione di u rispetto a €c (cioè, 
rispetto a 7 ); si indicherà con ù e si dirà derivato di u rispet 
to al sistema mobile. In definitiva, pertanto, la (14) può presentarsi 


nella forma 


(15) — =Uu+ 


|E 


AU a 


Se, in particolare, u è solidale a ”, le sue componenti u; sa 


ranno delle costanti e si avrà ù = O. Ciò significa che, detto w un 


qualunque_vettore solidale al sistema mobile, si ha 


dw 
(16) pi LAB » 


Le osservazioni seguenti giustificheranno meglio la denominazione 
di velocità angolare data al vettore w . Supposto che nell'istante t 
che si considera w non sia nullo, si denoti con e il suo versore, 
si ponga, cioè, w = we. Se w è un vettore unitario solidale che nel 


Ve Ir 
l'istante t risulti parallelo a w , da (16) risulta 


dw 
(17) de ve AL= 0. 


Per un vettore w' che invece all'istante t considerato sia or 


togonale a ww, si ha, invece, in base a (16), 
(18) |adw'| = |wA w'|at = wdt 


Supposto il tempuscolo dt estremamente piccolo in modo da rite- 
nere trascurabile il suo quadrato, l'applicazione della formula di Tay 
lor per la valutazione della variazione 4Aw' del vettore w' nel tem- 
puscolo dt permette di identificare d4Aw' con dw. Inoltre, se si ap 
plicano i vettori w' (t + dt), w'(t), &w , in un punto , M, si ricono 


sce (Fig. 2) che il modulo di 4Aw' = w'(t + dt) - w'(t) coincide con 
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la lunghezza del lato AB del tri 
angolo MAB. In più, data la picco 
lezza dell'angolo dé = AMB, il seg 
mento AB si confonde con l'arco 


AB della circonferenza di centro 


M_e raggio. unita ario. [Ne segue” 
} |aB] = dé). In base 2 (18), si ha, 


pertanto, in defi niti iva, 


-— How] = Jaw'|i= |asl Tags) I° 


Si riconosce, così, che il modulo del vettore w moltiplicato per il 


PIVTNTA RATE STIVA DENTI SA LIT n PONTE nici pier mi 


tempuscolo dt misura v angolo di cui ruotano le rette ortogonali a w, 


o gg I Ct I PRESA e 
in quel tempuscolo. Le rette parallele a Ce tendono a mantenere inva- 


riata la loro direzione in quel tempuscolo, nel senso che la loro va- 


—_ I OMAV RN II hi 
riazione di direzione nel tempuscolo "dt ‘è misurata da unTangotoinfi 


iii n 


nitesimo « di ordine superiore rispetto” a dt 


CLI cin iii cc tI 


(e, quindi, rispetto a 


dé). Pertanto, rimane giustificata la” qualifica ‘di velocità angolare 


data al vettore Cw), in quanto esso misura con il suo modulo la rapidi 


tà con cui le rette ad_esso. >sso_ ortogonali. (e, in ultima analisi, lo stes- 


so €) tendono a ruotare intorno.a. una..certa retta -Qello. spazio. e._con 
Re onore dro e e 


Ha sua direzione caratterizza tale retta. Si badi bene però che quando 


si parla di tendenza a ruotare di C non si intende caratterizzare la 


‘sua completa tendenza. al moviment 0 nel tempuscolo dt, in quanto, ino 


i generale, sussiste la contemporanea tendenza a traslare nella direzio 


CS a erronei . > ee _ 
ine di w|- Ma tutto ciò risulterà chiaro quando” si parlerà del tecrema 


Gi Mozzi (n. 16) e dell'atto di moto in un moto rigido. 


Vale la pena di osservare che ove nella (15) si identifichi u con 


w Si trova 


al (ef 
cri IE 
I 


(20) 


nella quale si legge che il vettore a ha il medesimo derivato tempo- 


rale sia rispetto agli assi fisst che a quelli mobili) Ne segue, in par 
ticolare, che se il vettore w è costante nello spazio esso è costan- 


te anche nel corpo e viceversa.|\ Proprietà analoga vale per la direzio- 
ci 


ne di w. Infatti detto e il versore di u : w = we , da (20) segue 


immediatamente 
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(21) SEE, 


sulla quale si riconosce, appunto, che se e (cioè, la direzione di w) 
è costante nello spazio esso è costante nel corpo, e viceversa. 


f 
Vie, 
4— LEGAME TRA VELOCITA’ ANGOLARE E OPERATORE R 
L' evidente la possibilità e la convenienza di esprimere il vetto 
re w che dà la velocità angolare di € mediante le componenti Rrs 
e le loro derivate temporali; dato che queste sono le funzioni del tem 
po che determinano l'orientamento della terna mobile e la rapidità con 


cui esso varia. Si osservi, a tal fine, che da (I, 139,2) segue 
\ 


dir n, è ; 
“ae © SE na rs 


Si introduca l'operatore n = pisa le cui componenti rispetto al 


le terne 7*, 7 sono espresse, tenuto conto di (I, 141, 143) rispetti 
vamente da 


p_ R 


= = R lan SERE R__R 
(23) Nrs rs 7 fmr Nm fns F mr “menens 7 me Ens 


Conviene ora osservare che l'espressione (6) del vettore w, in ba 


se a (22), può porsi nella forma 


tia ; 
(24) a=%gs de Ad» 


Se si denotano con pj e wj rispettivamente le componenti di w 


rispetto alla terna solidale ” e a quella fissa, *, da (23), (24), 
per proiezione sulla #7 e sulla 7*, si deduce, infine, 
(25) PD i 2 u_É 
Pi 7 9 Fois line 5 Sri. me ma i 
(26) jule Se PENE TO 
di pi Sele pe Fils Solo Sar, > 


Le (25), (26) riusciranno particolarmente utili per poter esprime 


re il vettore w mediante tre parametri determinativi dell'operatore 
RF (Cap. IV, na 5). 


i 
L 
5 —- FORMULA FONDAMENTALE DELLA CINEMATICA DEI MOTI RIGIDI 


Si denoti con Vp la velocità del punto P di €. Derivando la se 
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conda delle (1) si ottiene pr ni di 
i 
; dOP doQ djs } NE. rl 
SERENA ERNIA dii a f* INC, 

eli Up a © at *Ys 3 

_ DI { > ve Va ; 
cher tenendo presente. le formule di Poisson..-(4), e indicando con vg 


la velocità di (RE diviene. 


(28) Vp = Ya. +tw 109P 
La (28) costituisce la formula fondamentale dei moti rigidi e per 
mette di esprimere la velocità di un qualunque punto P di € quan- 


do si conosca quella di un prefissato (ma arbitrario) suo punto 9 e 


la velocità angolare di €. Per tale motivo i vettori 


Vo & w si 

chiamano vettori caratteristici del moto rigido. 

Da (28) segue immediatamente 
(29) Vp * QP = vg x QP 
che, denotando con vu e ve” le componenti di vp e vg secondo la 
retta r che congiunge i punti ®, P, può sciversi 

(EI i (20 

(30) Vo a 

Tenendo presente che ® e P. sono due qualunque punti di €, la 


(30) mostra che le velocità di due qualunque punti di Cl durante il 


moto rigido hanno componenti uguali secondo la 
Infatti, 
l'ipotesi di rigidità del moto ma si riconosce 


punti. La proprietà è caratteristica. 


per ogni coppia di punti di €, allora il moto 


sce osservando che da (30) moltiplicata per dt 
(AP), = (do), tra le 

ti P , ®, secondo la retta che unisce i due punti. 
mare la (II, 130) per 

punti P, 9, in ogni tempuscolo 


si conclude la rigidità del moto. Vale, pertanto, 


tà caratteristica dei moti rigidi: 
affinchè il moto di € 
ti di De 


che li unisce. 
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retta che unisce i due 

non solo essa segue dal 
subito che se essa vale 
è rigido. Ciò si ricono 


segue l'uguaglianza 


componenti degli spostamenti elementari dei pun- 


Basta allora .ichia 


riconoscerre l'invariabilità della distanza dei 


dt. Data l'arbitrarietà dei due punti, 


la seguente proprie- 


condizione necessaria e sufficiente 
n af Agna dr Yi STE TINA idrica 
sta rigido è che comunque st seelgano due _pun- 


te hero vabuce ta abbiano componenti uguali secondo la retta 
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6 — MOTI RIGIDI TRASLATORI to 4 

Un moto rigido si dice traslatorio se una terna solidale (e quin- 
di tutte) mantiene orientamento invariabile. 

E' proprietà caratteristica dei moti rigidi traslatori l'annullar 
si della velocità angolare. Infatti se la 7 ha orientamento invaria- 
bile i suoi versori sono indipendenti dal tempo e la (6) implica l'an- 
nullarsi di w. Viceversa, se w = O , da (4) segue la costanza dei ver 
sori jr e la conseguente invariabilità delle direzioni degli assi del 
la T. E' evidente che in ogni moto rigido traslatorio ogni retta soli 
dale mantiene direzione invariabile. Da (28) e dall'annullarsi di w 
segue inoltre, Vp = Vo che mostra che tutti i punti solidali hanno 


la medesima velocità. 


7 — MOTI RIGIDI ROTOTRASLATORI 


Un _moto _rigido st dice rototraslatorio se una retta solidale, & » 

mantiene orientame nto invariabile (e, di Ganseguenza, ciò accade per 

ogni retta parallela ad a). Proprietà caratteristica dei moti roto- 
Lla 


traslatori è l'invariabilità de direzione della velocità angolare. 


Infiatbi, se il moto è rototrasiatorio, si aésuma la terna solidale T 
col terzo asse parallelo ad «a. Di conseguenza il versore 3 non di- 
pende dal tempo, essendo versore di una direzione invariabile. Ne se- 
gue che la terza delle formule di Poisson [cioè, la SAI per r = 3] ha 
il primo membro nullo e, pertanto, w , non ‘essendo in genueela nulla 
deve essere parallela a i3 , cioè ha direzione costante (quella di a). 
Se viceversa si ammette che w abbia direzione invariabile, nello spa 
zio, essa ha direzione invariabile nel corpo (vedi n. 3, verso la fine) 
e il suo versore, e , risulta solidale a €. Ogni retta di € paralle 


la ad e ha di conseguenza direzione invariabile nello spazio. 


8 ® MOTI RIGIDI ELICOIDALI 

Diconsi tali quei moti rigidi nei quali i punti di una retta, a ; 
solidale a_C hanno velocità parallela alla retta stessa. La retta a 
si dice asse del moto elicotdale. Si riconosce subito che ogni moto e- 
licoidale è anche rototraslatorio. Infatti, i punti della «a non solo 
hanno velocità parallela ad «a ma anche di uguale grandezza, dovendo 
avere esse le medesime componenti secondo la «a, inbase alla enunciata 
proprietà caratteristica. Pertanto se nella (28) si suppone che i punti 
S, P appartengano ad a, ne segue vo = Vp e quindi, l'annullarsi di 


w ASP , cioè il parallelismo di w al vettore 9P . Ciò significa che 
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w ha direzione invariabile nel sistema mobile e, pertanto, nello spa- 


zio e il moto è rototraslatorio. 


Se nella (28) si suppone che ® appartenga all'asse « del moto 


elicoidale, il vettore vg e il vettore w sono paralleli. 


a MOTI RIGIDI ROTATORI Up- WA JU 
IOTI RIGIDI ROTATORI \ 2°, 


Diconsi tali quei moti rigidi nei quali tutti 


a hanno velocità nulla. La retta a si dice asse di rotazione. Tratta 
ni a 


a 


si evidentemente di un caso particolare di moto elicoidale. Se Q è un 
punto dell'asse di rotazione, la 


a 
formula fondamentale (28) diviene 


(31) (o = @ AD i 


* 


Dalla (31) risultano le proprie 
tà fondamentali dei moti rigidi ro 
tatori. In particolare si ricono- 
sce che ogni punto solidale P man 
tiene distanza invariata dall'asse 
‘(ma ciò accade anche nel caso dei 


moti elicoidali), rimanendo sulla 


circonferenza (vedi Fig. 3) avente 
il centro. nella sua proiezione su «@ e raggio uguale alla sua distanza 


da Ga 


ge 


| JO — VELOCITA’ ANGOLARE NEI MOTI RIGIDI PARTICOLARI PRECEDENTEMENTE CONSIDERATI 
‘I moti rigidi rototraslatori, elicoidali e rotatori hanno in comu 
ne la proprietà che una retta solidale al sistema mobile, detta retta 


a, mantiene direzione invariabile.\Nel caso dei moti elicoidali la ret. 


TTT eZ en ul 


init 


ta a può scegliersi in modo che i suoi punti. abbiano le velocità. pal 


rallele alla retta stessa (ed uguali), nel caso dei moti rotatori velo 
Nar urea 


eg prendi Le O riga mp dg IE 


cità nulle. Si scelga, in ognuno dei tre casi richiamati, la terna T 


n 
col terzo asse parallelo ad a in modo che il versore J;. sia indi- 


pendente dal tempo. [Lo stesso facciasi per la terna fiss T* % dl suo 


TTT TI II eten 


terzo asse sia parallelo ad a. Di conseguenza i versori c3 e j3 coin 
leli. La situazione | è | illustrata nella Fig. Pa 
E' evidente che in ognuno dei tre casi considerati l'orientamento 


della terna mobile è individuato dall'angolo è che j; forma con c} 
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Moti rototraslatori Moti elicoidali 


Fig. 4 


(che è uguale a quello che j; forma con co). Pertanto, tenuto con 
to di (I, 137), si hanno i seguenti valori dei coseni direttori , fg: 
ali 
(32) Pu = Roo = COSì }; R33= 1 È Ra = -R» =senî ; Ri3=38 "123 =R% 
e la (I, 138) dà 
(33) i1 = Boséici + sené c; ? j. = -sené c] + cos$ co ; j3 = c3 
e di conseguenza 
ali 3 li 539 be 
"> © se & * Des gl E di2 |» A 
ie ' 
dla Abati 
(34) e i (cosé c; + senò c3) è =-$]} , ( 
di3 
dae 0° 


Basta allora introdurre le (33), (34) nella (6) per dedurre 


$c3 


Il 
Deal 
| 

Il 


(35) Q= 3 6 (1A do ia Adi) 


che esprime la velocità angolare nei tre casi speciali di moti rigidi 


considerati. 


so RT Leti va 11- 
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11 — MOTI RIGIDI CON UN PUNTO FISSO — MOTI DI PRECESSIONE } < a 
Si supponga che il punto 9 solidale a C abbia costantemente 

velocità nulla, sia, cioè in quiete (punto fisso) nella posizione 0: 

Q = 0. La (28) diviene allora proprio la (31) senza,però, che w ab- 

bia necessariamente direzione invariabile. Ad ogni istante sia a la 


retta ‘uscente da 0 e pa 
rallela ad _w (supposto non 
nullo). Tale retta è, in 
generale, variabile sia nel 
lo spazio (cioè rispetto al 
la terna 7*), sia nel si- 
stema mobile eto8; rispet 
to alla. terna PI. Passan- 
do la a “sempre. per il pun 
to fisso O, essa descrive 
rà due Coni, uno nello spa 
zio ambiente, 1° altro nel- 


‘To spazio “mobile (vedi Fig. 


5) Tali coni diconsi cont 
Fig. 5 di Poinsot) e godono di una 
‘speciale proprietà che sarà 
illustrata nel Cap. VI. Qui ci limiteremo ad osservare che se si consi- 
dera un qualunque punto P della retta di Cl a cui in ogni determina- 
to istante la «a è sovrapposta, la velocità di P risulta nulla. In- 
fatti, in tal caso ®P riesce parallelo ad w e la (31) dà No = 
Si conclude che in ogni moto rigido con un punto fisso, O, tutti i pun 
ti di una retta, a, di € hanno velocità nulla. Tale retta, che in ge 


nerale non è solidale a C e varia anche nello spazio ambiente, si 
chiama asse di moto. Nel caso particolare che la a non vari in € (0 
nello spazio) si ricade nel caso dei moti rotatori. 

Particolare interesse tra i moti rigidi con un punto fisso presen 
tano i moti di precessione. Diconsi moti di precessione o semplicemen- 
te precessioni quei moti rigidi, con un punto fisso, O, nei quali una 
retta, f, uscente da O e solidale al sistema mobile forma un angolo 
invartiabile con una retta, p, fissa nello spazio ambiente, pure uscen- 
be da Oa 

betien "“* f si chiama asse dî figura, la p asse di precessione, 0, 
polo della precessione. Proprietà caratteristica dei moti di precessio 


ne è che la velocità angolare, w, risulti somma di due vettori, uno di 


direzione -: 


variabile nel sistema mobile, l'altro di direzione invaria 
e nvartaor te. ? marta 


bile nelîo spazio ambiente (Fig. 6). Tale proprietà ‘caratteristica si 
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/ esprime con la relazione 


(36) } w= uu + ve 


ove u è un versore solidale al 
sistema mobile (versore di f) e 
c è un versore invariabile nello 
spazio (versore di p non paralle 
lo a u). Le quantità scalari u 
e v diconsi rispettivamente ve- 
locità di rotazione propria e ve 


locità di precessione. Come si è 


detto, la relazione (36) è carat- 


teristica dei moti di precessione. 
Fig. 6 Infatti, se per ipotesi è costan- 
te l'angolo 8 # O, 7, formato dal 


le fette f{ € di versori ùu È €, si ha 


(37) cx u 


cosg = cost . lievi Li 4 


CA 


FE i vpi 
ha I ZI È 
e per derivazione rispetto a t , in base alla regola di derivazione di 


un vettore solidale, espressa da (16), si ha 


“U 
(©) 


(38) area 


La (38) mostra che il vettore w è parallelo al piano dei vetto- 
ri u e c e permette di scrivere la (36). Viceversa, si ammetta la 
(36) per ipotesi. Ne segue la (38) e conseguentemente la (37), cioè la 
costanza dell'angolo della retta solidale di versore u e di quella 
fissa di versore c. 

L'annullarsi di una delle due velocità uu, v, riduce il moto a 
un moto rotatorio. Il moto di precessione si dice precessione regola- 
re se ambedue le quantità uu, v, sono delle costanti. In tal caso, la 
(37) mostra che la velocità angolare è la somma di due vettori, uno co 
stante nel sistema mobile, ‘l'altro nello spazio ambiente) Poichè intal 
caso gli angoli che la retta, da uscente da O parallelamente a w 
forma con f e con p sono costanti, si deduce che È due coni di 
sot sono rotondi (se la precessione è regolare). 

Un interessante esempio di precessione regolare si ha nel moto del 
la Terra rispetto a una terna 7*, avente l'origine nel suo centro. e as 


si di direzione invariabile rispetto alle stelle fisse. Trattasi, però, 
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di un moto di precessione regolare in cui la velocità di precessione è 
piccolissima di fronte a quella di rotazione propria:| v è tanto pic- 
cola che affinchè l'asse di figura - che coincide con l'asse terrestre- 
compia un intero giro intorno a quello di precessione occorrono circa 
ventiseimila anni (arno platonico) , mentre yu coincide con la velocità 
angolare della Terra nella sua rotazione diurna. In altre parole il rap 
porto tra il valore di v e quello di yu della (36) coincide con quel 
lo che si ottiene divedendo il numero uno per il numero dei giorni con 
tenuti in ventiseimila anni. Data la piccolezza di tale rapporto, si 
ritiene che il moto della terra rispetto alla terna 7* si confonda sen 
sibilmente con un moto rotatorio uniforme con la velocità angolare del 
la rotazione diurna. Tuttavia, se ci si vuol render conto di qualche 
speciale fenomeno, quale ad es., quello della precessione degli equino 


st (che dopo tredicimila anni porta allo scambio di estate con inverno 


e primavera con autunno) non è lecito trascurare la velocità di preces 


sione di fronte a quella di rotazione propria, 


12 — MOTI RIGIDI PIANI 


Diconsi tali quei moti rigidi nei quali un piano n solidale al 
sistema mobile si mantiene costantemente parallelo a un piano fisso n* 
e da esso equidistante. E' di immediata verifica la seguente proprietà: 


tutti i punti di ogni retta ortogonale a n* descrivono traiettorie u 


* 


guali situate in piani paralleli a rt e percorse con uguali velocità. 


Per studiare un moto rigido piano sara pertanto sufficiente studiare 


= -J 


quello della figura piana ottenuta F5roiettando su TA il sistema mobi 


de È addirittura quello del piano rigido parallele a_n _e sovrap 
‘posto a _m *.3 Ogni punto di fc si comporta allo stesso modo del suo cor 
a Er rara ds { 


risrondente per proiezione su rai consideri la formula fondamenta- 


le (28). Poichè i vettori vp e Vg sono paralleli al piano m* essa 
mostra che w , se non è nulla, è ortogonale a n*: irfatti, in caso 
contrario il prodotto w n 9P non può riuscire parallelo a_m* qua- 
lunque siano i punti ® e P. 

In definitiva, si conclude che un moto rigido piano si può studia 
re considerando quello di una figura piana mobile in un piano fisso q* 
(o, addirittura quello di un piano rigido , mobile su un piano fisso 
t* a cui esso è sovrapposto). Pertanto, nella (28) penseremo che Q e 
P. siano punti mobili su n*. 

In ogni istante in cui w # 0 esiste in m* uno e un sol punto, 
@, di 7 (che ormai penseremo sovrapposto a *) avente velocità nulla, 


cioè per il quale da (28) risulta 
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(39) vg +0 A 20= 0. 


Tale punto è unico e si determina moltiplicando a sinistra vetto- 
rialmente per w la ((39)} Si deduce, infatti (tenuto conto dell'orto- 


gonalità tra w e 090), 


(40) W AY9 = w A(w A20) = wu 90, 
da cui segue are 
| 
OA Mo 
(41) QQ = —_ ' 
w? x 


13 — SPOSTAMENTI RIGIDI INFINITESIMI 
Considerato un tempuscolo dt, si moltiplichino ambo i membri di da 


(28) per dt. Posto F, 
# 
(42) dP = Vp dt ; da = vg dt }; y = wdt , Le 
* PO 
si trova 
(43) dP = da’ +4 n90P 


I vettori dP , dg rappresentano gli spostamenti elementari subi 
ti dai punti P, 9 per effetto dello spostamento effettuato da C nel 
tempuscolo dt. Per tale motivo si suole dire che la (43) caratterizza 
lo spostamento elementare del sistema rigido. Il vettore y, infinite- 
simo con dt , si chiama vettore rotazione dello spostamento rigido e- 


lementare. In realtà, la (43) determina lo spostamento infinitesimo di 


un qualunque punto P di €, noti che siano i vettori do , y , anche 


prescindendo da un effettivo fenomeno di movimento di Ci | 


Pertanto, ‘assegnato lo spostamento dg e la rotazione infinitesi 
ma % , caratterizzanti uno spostamento infinitesimo rigido di C, la 
(43) esprime il conseguente spostamento del generico punto P di C. 


14 — ACCELERAZIONI IN UN MOTO RIGIDO 
ri rio -—__—_—_—_—————————m6 3 & 
Per ottenere l'accelerazione del generico punto P di C è suf- 


ficiente derivare la (28). Si ottiene 
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ri d Vr Y 
de Aus « GIA DI 4W Ai 
olt alt Da lt 93 
aoP È VP a 3 
(44) ap = ao +2 AgETLA SP è s 


ove evidentemente la lapi e (2a) denotano _le accelerazioni di PD es ® ri- 


spettivamente. Tenuto ‘conto di (28), si ha 


pa dg i» 
Si consideri la retta, a') condotta per £. parallelamente a lwf 
(supposto w # 0) e sia Q la pro- 
iezione di P su «a (Fig. 7). La 
retta (@' prende il nome di asse 


=, — ESRI og ire cr 


istantaneo di rotazione. Si ha 
(46) QP = 20 + QP 


e, dato il paratlaliama di 90 e 

w, risulta Cw A Qp = = £ A QF, per 

‘cui la (45), tenuta presente la re 
lA ae — 


opta Du Sla 


a a Verba 
doP be Vea one / 


—— = w n (%w n 2P) = w x QPw —- w°Q0P . 


(47) w 


In definitiva, per l'ortogonalità di ‘ wie QP , la (44) diviene 


— 


(48) ap = ‘ag - w°QP.+ d Cod QPÀ 


che esprime l'accelerazione del _generico punto P di € in _funzione 


Rin 


ci toriale del ‘tempo o ult). 


Nel caso ‘particolare di un moto rigido rotatorio uniforme, scelto 


ve" * 6 
Q' sull'asse di rotazione, si annullano ag e (data la costa nì 
——r————————€+€ € €___|_—__my__—— Cos 


w). La (48) diviene, in tal sasa, | 


(49) ap = - u°0P. 


L:* accelerazione si dice, ora, .centripeta, perchè diretta verso il 


se MIRA ipo 


_ centro della circonferenza descritta da P. Se, invece, il moto è tra- 


slatorio, la velocità angolare si annulla e da (48) risulta ed 29 ì 


fg 5 RO ra 
lira siano i i punti | Py Q) Si conclude che în un moto ‘rigido tra 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


[fa GAL: el(4 i At 


di li quella di un arbitrario ma prefissato punto 9 e della funzione vet 


94 


slatorio tutti i punti hanno la medesima accelerazione. Questa risulta 


nulla allora e solo allora che il moto è traslatorio uniforme. 


21 
(15)- ATTO DI MOTO RIGIDO 

In molte questioni di Meccarica ha interesse conoscere la distri- 
buzione delle velocità degli elementi di un sistema mobile in relazio- 
ne_ ai vari posti dello spa azio., Si introduce allora il cosidetto punto 
di vista euleriano o locaie secondo il quale si considera la velocità 
(e così ogni altra entità fisica che interessi: temperatura, pressione, 
ecc.) in relazione non alle singole particelle (nel qual caso il punto 
di vista si dice lagrangiano o molecolare) ma ai singoli posti dello 
spazio. Il punto di vista euleriano è particolarmente adatto per lo stu 


dio della Meccanica dei fluidi.\ Fondamentale è il concetto di atto di 


_moto che caratterizza la distribuzione delle velocità nello spazio am- 


biente a un dato istante. Fissato un istante _t e un punto A dello 


spazio. ambiente, ‘sia Bx: il vettore che esprime la velocità di quel 
punto del sistema mobile che nell'istante t transita per A. Chiamasi, 
FRI dei vettori nia (A, ca) - Si 
mobile che transita per un prefissato punto A dello spazio silente 
(a meno che quel punto non sia in quiete in A).. 

Quanto si 3 ora detto vale per qualunque sistema in movimento. Ri 


\ 
feriamoci d'ora in avanti al caso di un moto rigido.) La trattazione fat 
FETicMoci dA ora In avanti al case iL 


ta nei numeri precedenti è di tipo lagrangiano in quanto si sono consi 


derate velocità e accelerazioni in relazione alle singole particelle 
(cioè, ai punti del sistema mobile). Per la traduzione in forma eule- 
riana della formula fondamentale delle velocità (28), si denotino con 
A, B le posizioni occupate dai punti P, 9 del sistema mobile € nel 
e,’ Eg le velocità di P, 2 (che nel- 
l'istante t trovansi rispettivamente in A e B), tali vettori coin- 
cidono videntemente, nell'istante t (e solo in tale istante) con 
pente > ella relazione fondamentale 
di tipo euleriano 


prefissato istante t. Dette 


= 
(50) 4 = gr +w A BA. (+) 
È / 


La (50) caratterizza la distribuzione nello spazio a ogni istante 
delle velocità in un qualunque moto rigido. 

Concordemente alle espressioni di tipo lagrangiano stabilite per 
le velocità negli speciali tipi di moto rigido considerati, da (50) se 
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guono le corrispondenti espressioni euleriane. In particolare, un atto 
TRONO: Le espi 


di moto rigido si dirà 


@ traslgtorio—se-it-vettore non. dipende da A; se risulta, cioè 


(51) et) w=0), 


qualunque sia A. In un atto di moto traslatorio il vettore velocità 
ese dt DE pe 


non dipende dal posto. In un moto rigido traslatorio evidentemente lo 
atto di moto è traslatorio a ogni istante e il vettore e, non dipen- 
de da t solo nel caso che il moto oltre che traslatorio sia anche_.u.. 


artica ce RAR e 
niforme. ; 


b): rotatorio se si può scegliere ( B) in modo che si abbia 
5 == cia 


2 TR? 2» 


» 


(52) e, =lu ABAI (eg=0), ° # 
MAT 


con B e w indipendenti da_ A) qualunque sia A. .\ Evidentemente, a 


tutti i punti (e solo ad essi) della parallela ad w per B compete 


velocità nulla. Ogni moto con un punto fisso ha, chiaramente, atto di 


moto rotatorio. Ogni moto rotatorio ha l'atto di moto sempre rotatorio 


con ww di dir ezione invariabile. 


c) elico? dae se con opportuna scelta di B si ha 
(535) \ e,j=t1+wA BA } GE 


ove i vettori 1, w non dipendono da A e sono paralleli e neppure 
E Db Hell CSPSHo0ne Se 2 È Pelle Eco SETA I dana 


B__dipende da LO L'atto di moto in un moto rigido elicoidale è eviden 
temente elicoidale a ogni istante, con B indipendente dal tempo e t 


ed w tra loro paralleli e di direzione invariabile. E' altresì _chia- 


ro che condizione necessaria e sufficiente affinchè. cun moto. ‘rigido sia 


canori mere 


SERIO | in hi un intervallo di tempo è che in ogni istante di 


rio che l'atto di moto sia rotatorio con B e Ia direzione di vw in 


dipendenti da t} affinchè sia elicoidale che l'atto di moto sia eli- 


coidale con B e la direzione comune a_ 71 ed w indipendenti da t. 


Nel n. 5 si è riconosciuto che la condizione espressa da (30), 


supposta valida per ogni coppia di punti P, 92 di C€ e in ogni istan 
te, è necessaria e sufficiente affinchè il moto di C sia rigido. E', 
pertanto, naturale, ritenere come caratteristica di un atto di moto ri 


gido la relazione 


y \ 


(54) cieliicolai doni. 
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da supporsi valida per ogni coppia di punti A, B dello spazio. Si di 


rà, cioè, che un atto di moto è rigido se la distribuzione delle _velo- 


ettà tale da soddisfare alla. (54) dna Tano stano i punti \Aa B. Si 


badi che ciò non significa She, in generale, ‘il moto sia esso stesso 


rigido. Se, però, in ogni istante di un intervallo temporale l'atto di 


- 


moto è rigido il moto durante quell'intervallo è rigido. 


16 — TEOREMA DI MOZZI 
Nel numero precedente si è indicato quale sia l'atto di moto nei 
casi cegli speciali tipi di moto rigido già considerati. Rimane da ri- 


solvere l'analoga questione nel caso di un moto ricido del tutto gene- 


rale. Risponde a tal fine il teorema di Mozzi. Esso si enuncia nei se- 


guenti termini: ogni atto di moto rigido è elicoidale. Con ciò si deve 
intendere che in ogni moto rigido la distribuzione delle velocità coin 
cide a ogni istante con quella di un particolare moto elicoidale che 
fsi dice moto elicoidale tangente. Naturalmente, tale moto elicoidale è 


VP | diverso istante per istante. altrimenti-.il-moto..rigido--sarehbe. esso. stes. 
“— |T80 elicoidale. In effetti il moto elicoidale tangente corrispondente a 
un dato istante t approssima il moto effettivo in ogni tempuscolo dt 


a partire da t come, analogamente, la tangente a una curva approssi- 
ma la curva per un suo archetto estremamente piccolo. E' evident 


l'atto di moto di cui parla il teorema di Mozzi può in casi speciali.ri 
dursi_a. un, ì o di moto trasì rio. rotator 
Dimostra il teorema di Mozzi significa dimostrare che, qualun- 
ì 1a que sia il moto rigido Gi ©, esi 
° katana 


ste a ogni istante un punto B Re o 
dipendente da A per il quale. la 
formula fondamentale (50) di Re 


in un qualunque punto A dello 

spazio ambiente si può tradurre 
nella (53) con 1 ‘parallelo a w 
vw (e come w) indipendente da A. Co 


i me premessa alla dimostrazione del 


teorema, si osservi che qualunque 
siano i due punti ‘A, B_ le loro 
velocità differiscono per un vettore ad esse ortogonali. Ciò significa 
che il loro componente parallelo ad w non dipende dal punto A che 


si considera. Indicandolo con t si ha, pertanto, 


sar 5-4 ARA 


(55) esi+ e) 
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ove il vettore gi, ortogonale a Dr _Gipende in generale da A. Ap- 
nda _ ini it itnineett azien n TA RI 1 + ivatiriae OR 
plicati i vettori e,, t, ev in A (Fig. 8), si consideri ùn LaShn 


A 


esso-il vettore w | (che, naturalmente, | viene > supposto. non nullo) | esso 
= e ee oss uri pera 


abbia Aspetto. ad A. momento. uguale a. « Si ha, pertanto, 


\ 


(56) 


e la (55), per B = B*, assume proprio la forma {(53). Si deve aggiunge 
re che di punti B* che godono della proprietà richiesta ne esistono: 


le SEO air 
infiniti. Uno lo si determina considerando la rett ondotta per A 
ortogon al piano parallelo ai vettori t, el) (che si suppongo 


no ambedue non nulli, altrimenti l'atto di moto è chiaramente o trasla 


torio o rotatorio e non c'è nulla da dimostrare). Il punto B* è evi- 


dentemente Uno dei due punti di_xr la cui distanza _@)aa A soddisfa al 
e Sagre ERO e o 


Dei due punti soddisfacenti a. tale condizio 


ns o SE presse VI ra 


la condizione /w 


ne si deve scegliere quello per cui il verso del _prodotto AB* X ù & 


proprio quello di e (9 Basta osservare la (56) per ‘riconoscere che; 


l sha 
tutti i punti della retta a per B* parallela a w godono della me 


desima proprietà di B*. La retta a è unica, essa non dipende, cioè. 
- come potrebbe sembrare, data la particolare costruzione effettuata + 
da A. Si supponga, infatti, che partendo da un punto A' diverso da 
A_ si trovi una retta a' distinta (ma ad essa parallela) da qa. Con- 
siderato su a' un qualunque punto B', si applichi la (50) ai punti 


B*, B'. Si ottiene 
(57) e 


la quale, nell'ipotesi di a e a' distinte rappresenta un assurdo. 


Infatti i vettori e esprimendo velocità di punti di «a e a' 


Epa, ' 
sono paralleli a _t pobagipre la (53) per A e B coincidenti con 
B* o con B' rispettivamente] mentre il vettore non nullo ww A B'B* 
è ortogonale ad esso. La retta a , di cui si è constatata l'unicità 
si dice asse di moto. Pertanto rimane dir:iostrato che ad ogni istante 
la distribuzione delle velocità in un qualunque moto rigido si può ca- 
ratterizzare mediante la relazione (53), ove, però, in generale, i vet 
tori 1 ed w , tra loro paralleli, e il punto B dipendono dal tem- 
po. E' immediato il riconoscimento fatto sulla (53) che l'asse dî motoì 
è il luogo dei punti dello spazio di minima velocità (uguale ga. 1). In 


l'atto di moto è 


particolare, in ogni istante in cui si annulla 


di 
1 è rotatorio. Si os- 


traslatorio, in ogni istante in cui si annulla 
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servi che da (53) segue IN: 


(58) ue = EX EE UE a ; 


Si deduce, quindi, che condizione affinchè un atto di moto rigido 


a un dato istante stia, anzichè elicoidale, più semplicemente, traslato- 


tin quell'istante il prodotto uu * e 
a ia > 


A 


Si denotino con xj e xj le coordinate di A e B rispetto al- 


la terna fissa 7* e con ejr ejr Wi le componenti dei vettori Coe, 


w . La (50), per proiezione sugli assi fissi, dà 


<p! 
eq = ei + ta, (X3 = x3) = wa (xo = x3), 

(59) es = e3 + wg (a = x) © wi (Ra © RI), ii 
@g €; + vl (x, — %3) — wa (xi — x{), 


da cui segue facilmente 


1 de3 de? 1 de) de3 1 de? de; 
(60) SEC Pia degl SS" Ag I ds ia deg 


Richiamando la definizione di rotore di un vettore data nel n. 30 


del Cap. I, si riconosce che le (60) coincidono con le componenti dil/2° 


rot, CHE Si ha, cioè 
<a e 
(61) us ret, e, 
= 2 AGA 


ei 


locali, 


Il simbolo A associato a rot significa che la derivazione va 
fatta rispetto alle coordinate di A. Sulla (61) si riconosce che din 
ogni moto rigido la velocità angolare coincide con la metà del rotore 


spaziale del vettore velocità. 


17 — ATTI DI MOTO RIGIDO COMPOSTI 
Si supponga che i vettori e. , ex esprimano a un dato istante 
t le velocità nel punto A dello spazio in due distinti moti (even- 
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tualmente non rigidi) e si consideri il vettore 
(62) e, = e! +e". 


Si dirà che il vettore e, caratterizza nell'istante t l'atto 


di moto composto degli atti di moto espressi dai vettori e! , e" . Si 


A, PSA 
riconosce subito che un atto di moto composto di due atti di moto rigi 
do è un atto di un moto rigido. Si supponga, infatti, che CH ed CH 
esprimano atti di moto rigido. Essi soddisferanno allora alle relazio 


ni [vedi (54)] 
(63) e! x AB = CH x AB ; Ch x AB = ek x AB _, 


qualunque siano i punti A, B dello spazio ambiente. Da (62) (63) se- 
gue 


(64) e. x AB = e, x AB 


che coincide con la (54) e mostra che l'atto di moto espresso da (62) 
è un atto di moto rigido. 
Si badi che mentre ha significato. parlare in generale di, composi- 


zione di atti di RAERa non lo ha invece parlare. di composizioni di mo- 
tte 


re ‘che i in due distinti moti ‘ogni punto del sistema mobile occupa in ge 


inn ROTTI TTT TT si 


nerale posizioni distinte. RO E RE 


a i" N 
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CAPITOLO IV 


SPOSTAMENTI RIGIDI 

Wo 

-— SPOSTAMENTI RIGIDI CON UN PUNTO UNITO 

Dagli elementi precedentemente esposti di Cinematica dei moti ri- 
gidi risulta chiaro che nello studio di quei moti ha un ruolo essenzia 
le la conoscenza del moto della terna solidale T} per convincersene 
basta semplicemente tenere presente le (TT; "Di Dl, 2) con le quali 
si esprime la posizione del sistema mobile e la (III, 6) con cui si e- 
sprime la sua velocità angolare. In ultima analisi, risulta essenziale 
la conoscenza della rotazione PR o, se si vuole, dei coseni direttori, 
Rrs , degli assi solidali rispetto a quelli fissi. Non sarà, pertanto, 
superfluo mostrare come le nove quantità frg possano esprimersi me- 
diante tre parametri (e in vari modi): in definitiva, la posizione del 
la T (e, quindi, di C) è conosciuta non appena sia nota quella del- 
l'origine a e i valori assunti nell'istante considerato dai tre para 
metri che individuano l'orientamento della 7. Per tale motivo si suo- 
le dire che nello spazio tridimensionale un corpo rigido ha sei gradi 
di libertà. 

Il legame tra le quantità fi e i parametri che li determinano 
dipende a ogni istante dall'orientamento della 7 ma non dalla legge 
temporale con cui essa è giunta nella sua configurazione in quell'i- 
stante. Pertanto è sufficiente confrontare la posizione della £ al 
l'istante t con una sua posizione di riferimento, ad es., quella del 
l'istante iniziale. Si tratterà, in definitiva, del confronto tra due 
configurazioni di uno stesso sistema; diremo (€* una sua configurazio 
ne di riferimento, € quella attuale. La corrispondenza tra C* e C 
si dirà spostamento del sistema da C* a C . Poichè nel caso in esame 
di uno spostamento rigido interessa in modo preminente la rappresenta- 
zione dell' orientamento della terna 7, supporremo per semplicità che 
Qu coincida c con 0, (considereremo, cioè, uno spostamento rigido--con 
un punto unito) e che nella configurazione di riferimento C* la ter 
na Ca coincida con la 7 (cioè, nel caso di effettivo movimento, si_ 


supporrà che gli  R,g. si riducano nell'istante iniziale ai simboli di 


Kronecker). La corrispondenza tra C* e C si identifica pertanto con 
quella tra lo spazio solidale alla 7* e quello solidale alla 7. 


Tenuto conto che ® è fisso in O, la (III, 2) si scrive 


(1) OP = ROP* 
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© 


ove P* ha il significato di punto di c* corrispondente al punto P 


di (€. (nel caso di movimento, AA la posizione iniziale di P). Di- 
PSR MN 


Asti ii sia i 


e 


mostreremo che esiste in C* una retta uscente da O i cui punti han 
no spostamento nullo. Sia 0* un punto che gode di tale proprietà.Per 


esso la (1) dà 
(2) ROQ* - 090* = 0 }; (Rrs = 6rg) yYS i CR 


se con yg si denotano le coordinate di 0Q* rispetto alla T* e con 
$rg, al solito, il simbolo di Kronecker. 

E' facile riconoscere - ma, per brevità, omettiamo di farlo - che 
Det ||R,3 - Srsll = 0 mentre la caratteristica è in Bia uguale a 


nn 


due. Ne segue che le (2) am ammettono infinite ‘terne. ‘di n _Dumer iuXYi, DAI 


RENT, Sinti 


soddisfacenti ad esse. Tali terne di numeri differiscono tra loro per 


Sini 


un coefficiente di proporzionalità e sono, pertanto, le coordinate dei 


punti di una retta G* uscente da 0. sia w il suo versore, Da (2) 
En MT e SS er A 


alert iii za cuni 


segue [vedi (I, 140)] 


(3) Rw = wr (RD = 


Per un qualunque punto P* di ‘*% si ha 
(4) P*P x w= (OP — 0P*) « w = (ROP* — OP*) % W 
da cui, richiamando la (I, 135) e le (3), si deduce 


(5) P*P x w = OP* x RD y - 0P*xy= 0; 


= 


Sulla (5) si legge che to Spostamento P*P è ortogonale a_w (cioè 


alla retta Sp Inoltre, chiaramen- 


te, la distanza di, LP da a coin- 
cide con quella che da a ha P* 
(Fig.o 1). In altri termini, pî_ si 


è spostato sulla circonferenza del 
piano ortogonale ad a; avente . il 


centro _nella proiezione _Q di P 


su a e raggio uguale a_ |oP*|. 


Data la. rigidità. dello. sposta- 
mento, l'angolo $ = pOP* è indi 
pendente dal particolare punto P* 


considerato. Per tale motivo si 
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suol dire che ogni spostamento rigido con un punto unito 0 coincide 


con uno I A nn rotatorio di una Gera sagrensa $ intorno a un 


asse a passante per: 0. 


UO 
NI 
2- VETTORE ROTAZIONE 


In questo numero, riferendoci sempre al caso che O sia punto u- 


nito, mostreremo come. sia _possibile esprimere i nove coseni direttori 
ditta 


Rrs mediante tre parametri che ‘indicheremo con Emia =" T, do BIS 


Supposto .P* non appartenente ad” "S, sia #_ AL piano. od 
Ò le ad _a___passante per P* 
| (e per. P) e sia. Q la pro 
p iezione di _ P* su a.\ Si 
consideri. in im) il trian- 
golo PQP*, con angolo è 
nel vertice Q (Fig. 2). 
Sia n) il versore di QP*, 


ed ng il versore della nor 


male in Ta Qp* orienta- 
p* ta in modo tale che dd. trie 


dro, ni; No, w sia triret> 


Fige 2 ii 
tangolo levogiro ro (essendo, 
al solito,._w_ il versore di a). Chiaramente, risulta 
|p*P|= 2|0P*| sen $ 
(6) 
P*P = 2|oP| sen È la sen È n) + cos È n ) 
2 22 222] 
Tenendo presenti le uguaglianze n; = w A n} , QP* = |QP*| ni ,la 
(6, 2) diviene 
(7) P*P = 2 sen £ (- sen $ QP* + cos $ wAOPT) 
Introdotto il vettore 
(8) q=tgiu, 


si ha 
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; pane VET O: a 
(9) sen = ; cos = ==; w=— 
È VI + a? È VI + q2 " 


e la (7) si scrive 
(10) P*P = 
Risulta (Fig. 1) 


SI 
(11) QpP* = OP* - 00 = OP* - OP*x ww = OP* - OP* x q — 
si 2 

q 


e la (10) può scriversi 


(12) Per = —2_ lo * gg - dor +a or |, 


1+0q2 
da cui segue 


cas 
li +. a 


(13) OP = OP* + P*P = |\i-arore +24 A OP* +2 OP* x qa] 


Confrontando le (1), (13), valide qualunque sia P* , si deduce 


PEA DEI pe 
(14) Prs = see |a q) Bro 2 Love La +2 -#oA |: 
La conoscenza del vettore q individua dunque l'operatore £ e le 
TIRA FACILI TATA de i TTT 


I sue componenti Re 


Ta Tot. rotazione subita da con la sua di uella dell'asse (pa 
tazione subita da (Cl. 

ks per O) intorno al quale ha avuto luogo la rotazione.|Per tali motivi 

Rit i et tai MOtIVI, 

i 


si chiama vettore rotazione | 
pina 


ini 
Esso con il suo modulo esprime la semiampiezza del- 
'r—_rce__—_med rt == =—=—————@—m___à 


SI 


3 — ANGOLI DI EULERO 


In molte questioni è conveniente esprimere. i nove. facendo. Lie 
casier nta Bro)fe 


——_—_——- RE 


speciali SONA, » detti ona di Eulero. La Fig. 3mostra . come essi si de 


finiscono. Si considerino le due terné 7*T con la medesima origine 0 


e sia O) l'angolo formato dai versori c3, j3, supposto soddisfacente al 


le limitazioni 0 < 98 < t. Se risultasse 8 = 0 oppure 8 = mt, i piani 
coordinati 0c02C3 e Ojriz coinciderebbero e l'orientamento della terna 
T sarebbe individuato dall'angolo formato da c) con j; e dall'essere 
8 = O oppure 860 = t. 
Escluso tale caso particolare, sia )% l'intersezione dei piani co- 
ordinati ortogonali a c3 e j3|, orientata in modo che rispetto ad essa 
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appaia levogira la rotazione di ampiezza 6 che sovrappone l'asse x3 al 


a asse y3. La retta # prende it 

‘nome di linea dei nodi. Sia y lo 

angolo di cui deve _ruotare nel pia 
ERGO 


no 0x]x, in verso levogiro rispet 
to a x} il semiasse positivo XI 
per sovrapporsi al verso positivo 
di Ne sia $ querto-di—-cui-deve 
ruotare Y nel piano Oyyy; inver 
so levogiro rispetto a y; per so- 
vrapporsi al semiassse positivo y}]. 


I tre angoli 860, è, v, di cui 


il primo compreso tra 0 e q egli 


} 
Z/N l 


Yi 3 altri due soddisfacenti alle limi- 


/ Fig. 


tazioni 0 £ è «£ 27, O0<LUE 32m, 

si chiamano angoli di Eulero e di essi il primo angolo di nu nutazione, il 
secondo angolo di rotazione propria, il terzo angolo di precessione. La 
loro conoscenza individua l'orientamento della terna T. in Infatti setti in 
dividua, nel piano 0x}X, la linea dei nodi, N, 6 individua, nel piano 
normale per O ad N, il semiasse positivo GI) e infine è individua, 
nel piano normale per O a y3, il semiasse positivo delle vy;. Indivi- 
duati i semiassi positivi Yy)}, y3 quello delle y, resta individuato 
dalla condizione che la terna 7 sia trirettangola levogira. 

Per individuare gli ’R_,g mediante gli angoli di Eulero, si osser- 
vi che dalla Fig. 3 risulta subito (detto N il versore di /) 


(15) C3 A 13 = senoN ; N Ali = Senél3 i 
nonchè 
(16) N = Cc] cosy + c, seny 7; C3 * Îj3 = coso }; N x j; = cos$ . 


Moltiplicando la (15, 1) vettorialmente per c3, si ottiene 


(17) 213 — 23 * Îj3C3 = SseneN n c3 . 
Da (17), tenendo conto delle (16), si deduce 

(18) j3 = seng (senyc; - cosùc;) + cosec3 . 
Moltiplicando la (15, 2) vettorialmente per N , si trova 


(19) ix - N* jin = sengiz AN , 
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la quale in base alle (16), dà 
j1 = (cosò cosy - seng seny cos8) cj + (cosò seny + senò cosycos8)c;. + 


(20) 
+ senò sen@ c3 . 


Infine, tenendo presente la relazione j. = j3 A 1, da (18),(20) 


si deduce 


(21) 
+ cosò sen@ c3 . 


Le (18), (20), (21) danno immediatamente le quantità R_g: basta 


tenere presente le (I, 137). Si ha precisamente, 


R}} = cosò cos) - senò seny così ; Rj = - senò cosy — cosò seny cos8 
R}3= sen seny 
(22) R)) = cosé seny + seng cosy cos@ ; Rp,= - senò seny +cosò cosw cosa 
I R03= - sen cosy 
R3;)= senò sens ; Rsg = cosò sent ; R33= cosa 


J LU 
A SPOSTAMENTI RIGIDI GENERALI | 
per Di SOI PI TRA 


nerd Abbandoniamo l'ipotesi che esistano punti dei quali si sa a a prio- 


ri che sono_ uniti. La proprietà dell'operatore R delle quali si è 
detto nei nn. 2, 3 e, in particolare, le espressioni delle sue compo- 
nenti in funzione di tre parametri rimangono evidentemente ancora va- 


[9 n ‘ Va 


Îide. In realtà, ciò che conta non è tanto la SPIRTERORE della terna 


ma il suo orientamento: se la. sua origine,. Q._,..non.è.fissa.in. 0, ci si 


può riferire alla terna 7' con origine in O e assi paralleli e con- 
Sani RS a sE : ; se 
cordi a quelli della 7 al fine di stabilire le relazioni dei nn. 2,, 


3, mediante le quali si esprimono gli Rrs in funzione dei parametri. 


j2 =- (sené cosy + cosò ser.) cos8)c] - (sené seny - cos$ cosy cos8) c + 


TÀ 


. 
ti 


\ 


qj © degli angoli di Eulero., Non si mantiene, tuttavia, valido il con 


tenuto del n. 1 riferentesi all'esistenza di una retta luogo di punti 
uniti, non più vera, in generale. Non esistendo a priori punti uniti, 
la relazione fondamentale è non più la (1) ma la (III, 2), ma presen- 


ta ora interesse il quesito se esista nella trasformazione da C* a C 


una direzione unita, cioè una direzione il cui versore w soddisfi al 


ri = 
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la condizione espressa dalle (3). La risposta è affermativa. Ciò segue 
immediatamente dal fatto che la condizione richiesta si traduce, come 
risulta proiettando la (3, 1) sugli assi della 7*, nelle tre equazio- 


ni 


(23) (Rrs i drs) Ws = 0 ’ 


nelle tre incognite ws per le quali si può ripetere quanto è stato 
detto a proposito delle (2). Anzi, delle infine soluzioni delle (23) 
solo una soddisfa alla condizione che il vettore w abbia modulo uni- 
tario e si conclude, pertanto, che nello spostamento da C* a C. esi- 
ste una e una sola direzione unita caratterizzata dalle (23). Ne segue 


che tutte e sole le rette parallele a w si mantengono parallele a se 


stesse. 

Siano Spar S' i vettori che esprimono gli spostamenti di un qua 
lunque punto P* di C*e di dd: Sp: = P*P_; S' = 09. In base a (III, 
2) si ha 
(24) Spi = OP - OP* = 00 + ROP* - OP* = P*0 + ROP*, 


Da (24) segue (vedi I, 135) 


(25) Spa" w = (092 + ROP* - OP*)xw = (029-0P*)x w+0OP* x p€T) w 


che, tenuto conto di (3), dà 


(26) Lo Gelo e 
sulla quale si riconosce che la componente secondo la direzione unita 
dello spostamento di un qualunque punto P* di C* non dipende dal pun 
to considerato. 

Ciò premesso, si cerchino, se esistono, punti 0* di €C* il cui 


spostamento sia parallelo a w. In base a (24) dovrà essere 
(27) Q*2 + R0Q* = mw_, 


ove m è un coefficiente di proporzionalità. Il suo significato si de 
duce subito moltiplicando la (27) scalarmente per w. Tenuto conto che 
il primo membro di (27) rappresenta lo spostamento di 0* e che la sua 


componente secondo w non dipende dal punto [vedi (26)], si deduce 


(28) m=S'xw. 
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Denotando con xi (= XL le coordinate di 00* e °® rispetto al- 


la 7*, la (27) per proiezione sugli assi dà 


(29) (Prs - Srg) xy 3 MW. - X Gea la Za 3. 4 


' 
E i 


che costituiscono tre equazioni nelle tre incognite xK3 

Le (29) hanno determinante dei coefficienti nullo, come è stato os 
servato nel n. 1, con caratteristica uguale a due. Le tre (29) non sono 
però indipendenti, in quanto soddisfano alla relazione (28) che lega m 
alla componente secondo w degli spostamenti dei pusti di C. Si hanno, 
pertanto, infinite soluzioni. Determinato un punto di soddisfacente 
alla (27), ogni punto della retta, a, descritta dal rc PRA del vetto- 
re 00* + hw applicato in O, al variare del parametro h soddisfa al 
la (27) e alla condizione di avere spostamento parallelo a w. Si con- 
clude, pertanto, che în ogni spostamento rigido esiste una (e una sola) 


retta, a, i cui punti hanno spostamento parallelo alla retta stessalper 


n iii i e 


AS: SIAE 
analogia con la definizione di moto elicoidale uno spostamento rigido in 
cui tutti i punti di una retta (e solo quelli) hanno spostamento paralle 


lo alla retta stessa si denomina spostamento, rigido glicoidale; la retta 


matin i 


asse dello spostamento \pigido elicoidale. 


Non ci dilungheremo ulteriormente, vogliamo solo rimarcare che da 
quanto si è detto risulta che in uno spostamento rigido del tutto gene- 
rale lo spostamento di geni punto è somma di di due vettori dei quali uno, 
indipendente. .dal..punto, è 


è parallelo alla retta, a,. asse dello spostamen 
o. ——" via tt 


to rigido elicoidale e luogo di punti il cui spostamento è parallelo al 
la stessa a, l'altro, ad asa. oxtogonale, dipende dal punto considera- 
to. Ciò si riassume breveriente dicendo che > ogni s i spostamento rigido è 

cne e Ea 


licoidale, intendendo naturalmente compresi in tale enunciato i due ca- 
=——————r_—__ 


si particolari: quello, cioè dello spostamento traslatorio che si pre- 


senta quando le quantità A,g si riducono ai simboli di Kronecker e tut 


ti i punti hanno lo stesso spostamento e quello dello spostamento rota- 
Sr 


rr 


_torio--che si presenta quando il componente parallelo ad «a dello spo- 


stamento di uguale grandezza per tutti i punti, è nullo, il che signi- 


fica che a è luogo di punti con spostamento nullo. 


5 


Cau 


( — LEGAME TRA VELOCITA? ANGOLARE E PARAMETRI DETERMINATIVI LA POSIZIONE DEL 
| SISTEMA E iii na 


'‘La/possibilità di esprimere l'operatore . R)\ mediante tre parametri 


ha come conseguenza che anche il vettore velocità angolare _è esprimibi- 


le in funzione di quei tre parametri e delle loro derivate temporali. 
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Lo scopo si raggiunge introducendo le espressioni (14) o (22) e quelle 
delle loro derivate temporali nelle (III, 25, 26). Ci limiteremo a dar 
ne i risultati - che si ottengono con dei cina cen. È limitata- 


mente alle componenti di w secondo gli assi solidali\ (che sono di più 


frequente uso nella Dinamica dei corpi rigidi). Derivando le espressio 


ni (14) delle R_,g rispetto al tempo e introducendole insieme alle stes 
se Rrs nelle (III, 25) si trova (denotando con q;j le componenti di 


q secondo la T) 


Sia, +e di 
(30) p;) = i 148 “db 5 
12°. si + q? 


Invece, introducendo nelle (III, 25) le espressioni (22) e quelle 
delle loro derivate temporali, si ottiene [vedi anche (III, 22)]. 


p) = è cos$ + è seng sené = p PE 


(31) p. =-8 sené + ù sen@ così q ) 


ò + ù COS0 = r). 


P3 


Tenendo conto delle (30) e delle relazioni stabilite al n. 3, è fa 
cile riconoscere che le relazioni (30), (31) si possono riassumere nel- 


le relazioni vettoriali 


24+*4gn9 \{TT_—; 2 
1+ q? Eee v23 * 


6 —- CARATTERIZZAZIONE DEI MOTI DI PRECESSIONE MEDIANTE LE COMPONENTI DI' 4 ;SECON- 
DO GLI ASSI SOLIDALI 


Vale la pena di osservare che nel caso dei moti di precessione le 
componenti Pi del vettore w rispetto ad assi solidali soddisfano a 
una condizione che | caratterizza quei moti. Per semplicità ci limitere- 
mo a darne un cenno, limitandoci al caso che l'asse di figura sia il ter 
zo asse solidale (di versore j3) e quello di precessione il terzo asse 
della terna a fissa (di versore 23). In tal caso nella (III, 36) che e- 


sprime la condizione caratteristica per w affinchè un moto rigido con 


n punto fisso sia un moto di precessione, + versori u e_ c_ si identi 


ficano con j3 e ssi Anzi, tenendo p Pene: le (32) e la circostanza 
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che l'angolo (0; di i3 e ba risulta costante [dato che i terzi as- 


si delle terne AD T_sono proprio gli assi di precessione e di figura] 


(33) w= dg + 063 , 
da (31) risulta 
(34) è = 0% pi; = è sené seng 7, P2 > Ù sen@ cosò , p3 = è + Ù cos8 . 


Con un semplice calcolo si riconosce che le pj soddisfano alla 


relazione_ 
(35) P1P2 — P2b1 + È A Veî + pi | ec i + p;) = 0 


ove i è una costante. 
La (35) è soddisfatta. in ogni moto di precessione in cui i terzi 


assi _gelle terne solidale e fissa sono rispettivamente asse di figura 


e di precessione. Vale il viceversa: se la (35) è verificata per un op 


portuno valore della costante li da. moto rigido è una ‘precessione. del 


tipo detto. |Tra l'angolo ® e la costante \ sussiste la relazione 


6]= cotge. ai i hc 
n° Go 
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OTT 


MOTI RELATIVI 


1- GENERALITA’ 
Siano T* = ‘(0x}Xx2X3) e T = (Qy1y2Y3) due terne trirettangole le 
vogire, l'una in moto rispetto all'altra. Convenzionalmente, chiameremo 


la prima terna fissa a, l' altra terna. mobile. Sia P un punto mobile ri- 


spetto alle due terne. Si chiama Imotò assoluto) di P il suo moto rispet 


to alla terna fissa, moto relative quello rispetto alla terna mobile. Si 


dice inoltre. moto di trascinamento) il moto (al quale P non partecipa) 


dello spazio rigido solidale alla terna mobile] (0, brevemente, il moto 


della è terna mobile) rispetto to alla terna fissa.\ Si tenga presente il ca- 


rattere convenzionale della distinzione tra moto assoluto e moto relati 


vo; tuttavia il loro studio ha notevole importanza per gli sviluppi del 
la Meccanica, dato che spesso risulta conveniente riferire un dato feno 
meno simultaneamente a più terne in moto relativo tra loro o di doverlo 
considerare rispetto a una terna mobile rispetto a un'altra a cui sono 
invece riferite determinate leggi fondamentali, come capita, ad es. ,nel 
la Meccanica terrestre. 
Siano va) e Vr) 


2a e ar le sue accelerazioni.\I vettori v, e a, si chiamano ri- 


spettivamente velocità e accelerazione assoluta di P, mentre i vetto 


le velocità di P rispetto alle terne 7* ere 


ri wv_r e ay diconsi velocità e accelerazione relativa. Si chiama in 


fine velocità (accelerazione) di trascinamento. la ‘velocità v,, (acce- 
lerazione, a.) che nel moto di trascinamento (cioè, nel. motò dello 
spazio solidale alla T) compete a quel punto dello spazio solidale al 


la terna. mobile che nell'istante considerato. è sovrapposto a PD. La ve 


locità e l' aucelerazione di trascinamento sono, cioè, la velocità . e la 


accelerazione che competerebbero a P se esso, trovandosi nell'istan- 


te. È considerato nella posizione in cui effettivamente si trova par 


tecipasse all'atto di moto della T come se fosse ad essa solidale. 
Denotando con c;j i versori delle r* e con ji quelli della 7, 
sussistono le (III, 1). Si ha, cioè, 


(1) OP = 092 + yilji r 


con la differenza sostanziale, però, rispetto alle analoghe (III, 1), 


che le yj non sono delle costanti, dato che P non è solidale alla 7. 
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Cc 


2 — PRINCIPIO DEI MOTI RELATIVI 
In base alle definizioni date, si riconosce nari la velocità asso- 


luta si ottiene derivando la (1) rispetto al tempo, \ritenendo variabi- 


pu anche. le -Vi- quella - relativa derivando la (1) ma ritenendo varia- 


bili soltant@ le y;, quella di trascinamento derivando la (1) ritenen 
TT ca—— n 


do costanti le _yj__ e variahile il resto... Si_ottiene,. di_ conseguenza 
e i He: se — n " 


(e(0,9) dii = 
Vai Va = ae * Yi a +Yili 
È do Q dii 
(3) I bi # * 
da cui segue subito 
(4) Sa Sa © e» 


La (4) costituisce il principio dei moti relativi e si enuncia: ad 


ogni istante la velocità assoluta è la somma vettoriale delle velocità 


di trascinamento e di quella relativa. L9 


3 — TEOREMA DI CORIOLIS 
Per le definizioni date al n. 1, le espressioni delle accelerazio- 


ni assoluta, relativa e di trascinamento sono, evidentemente, 


d?09 PM s Ali 

(5) 2a 5 half +yYili +2 Yi # 
at? at? dt 
> a209 aj; 

(6) ar = Vili» ar 3 + Wi , 

at? È at 
da cui segue sr tivi 
2 faji 
(7) a," Ax +2r+2Yilat}/ 


Detta w, la velocità angolare della terna mobile (velocità ango 


lare di trascinamento), per le formule di Poisson (III, 4), si ha 


= Sdi 4 
(8) Vi ae 7 Ya Me ALL Up A 
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per cui, in definitiva, la (7) diviene 
(9) Sas & 
pur di intendere 


(10) ag = 2a A Vee 

Il vettore a, si chiama accelerazione di Coriolis o, anche,acce 
lerazione complementare o centrifugo-composta e la (9) esprime il teo- 
rema di Coriolis: ad ogni istante l'accelerazione assoluta è la somma 


vettoriale delle accelerazioni di trascinamento, relativa e di Coriolis. 


4 — MOTI DI TRASCINAMENTO PARTICOLARI 


Se il moto di trascinamento è traslatorio si annullano wr e la 


accelerazione complementare. La (9) da, di conseguenza, 
ET a" agtaro 


dato che l'accelerazione di trascinamento a, coincide con quella del 


l'origine £ della terna mobile (poichè tutti-i punti dello. spazio ad 


essa solidale hanno la medesima accelerazione) | Se, più in particolare, 


il moto di trascinamento oltre che traslatorio è anche uniforme si ha 


ag= 0 e la (11) implica la coincidenza di aa e ar (aa= ar) +. Si 


chè le accelerazioni assoluta e relativa coincidano è che il moto di 


snascinamento sia traslatorio uniforme.) 


| può, pertanto, affermare che condizione necessaria e sufficiente affin 
Ì 


\Ì Se il moto di trascinamento è rotatorio uniforme l'accelerazione 


di trascinamento si riduce a quella centripeta e si ha (III, 49), 


(12) a = - w2 OP, 


ssT T 


ove si denoti con Q la proiezione di P sull'asse di rotazione del 


moto di trascinamento. In tal caso, il teorema di Coriolis diviene 


(13) aa = wi QP + ar + ag + 


L'espressione (13) è particolarmente utile nella Meccanica terre- 


stre. 
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( 5 - MOTI RIGIDI RELATIVI 
Sia € un corpo rigido mobile rispetto alle due terne T*e T già 


considerate. In analogia a quanto si è detto nel caso di un solo punto, 


si dirà m moto assoluto il moto di è È rispetto alla He 3 moto relativo 


quello rispetto alla AD Indicando_ con... P .il generico punto di C, sia 
(P), i ul) è ni. i 


no, come prima, V, Vr ,-—le_sue velocità assoluta, relativa 


ion vl9), 9), vl9) 


e di e de con le velocità asso. 
E SIR A GI Le I 


Segr relativa e di trascinamento di un ES (ma orlo) pun 


to dello i olid: a__C À (ad es., quello che nell'istante con 
Pine per l'origine della terna mobile: in tal caso. ns 


coincide con la sua velocità). Le velocità angolari,/wa ,/wr , di C nel 
n] pa 


suo moto assoluto e_in quello relativo si chiamano rispettivamente ve- 


locità angolare assoluta e velocità angolare relativa. Velocità angola 


- 


re di trascinamento, w, , è invece - come si è detto - la velocità an- 


golare della terna mobile. Sussiste l'uguaglianza 


(14) da Dr + Wr 


la quale afferma che durante il moto la velocità angolare assoluta è Si La 


somma vettoriale delle velocità. angolari di trascinamento. e. relativa. 


La dimostrazione della (14) si fa osservando innanzitutto che, per 


il principio dei moti relativi, si ha 


iti, LO, 


(15) Za ST E a t 


mentre per la formula fondamentale dei moti rigidi (III, 28), sussisto 


no le uguaglianze 


gi” LA + da AAP » 
(P 2 

(16) GET pill è a A, 
3 4 + AO, 
sett: SC 


le (16) tenuto conto delle (15), danno 


(17) da ASP = w, A QP + wr A QP 
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da cui segue 
(18) (a: = i; = bo) AMP=0. 


Poichè la (18) sussiste qualunque sia P, il primo fattore deve es 
sere necessariamente nullo e ne segue la (14), c.d.d. 
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CAPITOLO VI 


APPLICAZIONE DELLA TEORIA DEI MOTI I RELATIVI. 


1 - MUTUO ROTOLAMENTO DI DUE SUPERFICIE RIGIDE 

Siano ‘0% e o) due superfici rigide delle quali la prima è fissa 
mentre la seconda si muove mantenendo sempre il contatto con la prima 
E Ea 


—— 


almeno in un punto ca (naturalmente, si suppongono soddisfatte tutte 


le condizioni. di regolarità necessarie, in particolare, l'esistenza del 


piano tangente ‘comune alle due superficie ove queste hanno punti comu- 


ni). Il moto di A rispetto a 0* si dice moto di rotolamentol sia Cc 


uno qualunque dei punti di contatto (potrebbe “anche ‘essere l' unico, co 


me accade, ad es., se c* e oc sono due sfere). Esso varia generalmen 


te sia SU o* che su 0, descri- 


vendo due curve (Fig. 1). La velo 


cità di quel punto di o che nel 


l'istante considerato si trova. s0 


di sirisotamento + in oc lub 


temente, essa risulta parallela al 


tano tangente in C alle due su- 
[perficie, Infatti, se T* e T so 
no due terne rispettivamente soli 


dali a (o* e o, la #* si puo 


considerare come una terna fissa, 
Fig. 1 la 7 come una terna mobile e in 
terpretare il pro di Ce su sieg 


me moto assoluto, quello su o come moto relativo. Il moto di trascina 
ile MO CO SSR 


mento è il moto di rotolamento di 6 su c* e, pertanto, la velocità di 


strisciamento esprime proprio la velocità di trascinamento. Dette vi°), 
vl e gf” = i cacart 
le velocità assoluta, relativa e di trascinamento di Cr de 


cetra dei moti relativi dà 


(1) aa gag, 


I vettori >, a, esprimendo velocità di punti che si _ muovono 


su v* e su Pe sono parallele al al piano tangente comu- 
ne alle due superficie.| La (1) mostra, pertanto che anche il vettore 


gl ) è ad esso parallelo, c.d.d. 


Il moto di 0 su 0o* si dice di puro rotolamento se la velocità di 
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x 


strisciamento è nulla in ogni punto C. In tal caso si suole dire che 


o rotola senza strisciare su o*. 


ca 


Dato l'annullarsi di Mr , è chiaro, in base a (1), che in un mo 


to di puro rotolamento le due traiettorie descritte da C su 0o* e su 
o hanno la medesima tangente in C e vengono da C percorse con u- 
guali velocità. Inoltre, risultando nulla la velocità del punto solida 


le a o sovrapposto a C, l'atto di moto rigido cui è soggetto o è 


ad ogni istante un atto di moto rotatorio intorno a un asse passante. 
per__C. 


_3 UNA PROPRIETA’ DEI CONI DI POINSOT 
E' stato dimostrato (III, n. 11), che in ogni moto rigido con un 


punto fisso, 0, l'atto di moto è rotatorio attorno a una retta a,pas 


TETIGI 
sante O, generalmente mobile sia nel _corpo sia nello sE 


retta a descrive, pertanto, due coni o*, o detti {ixk, 0: 


di Poinsot, di cui il primo è fisso, 1! 'altro mobile insieme al sistema 


rigido.. Dimostreremo che il cono mobile, 0, rotola senza strisciare sul 
SE sati ca _ 


cono fisso, '0*. 
SIE 


Sia, infatti, uo, una qualunque c curva (Cap. III, Fig. 5) tracciata 


* 


su 0 e che abbia un ‘intersezione ° semplice ‘con ogni generatrice e sia 


C l'intersezione di * con la generatrice che nell'istante conside- 


rato costituisce l'asse di moto. Durante il moto il punto. E descrive 


su o una curva \ ben determinata. 


Si associno, come nel numero pre 


cedente, a o* e o di due “terne. VII e. I rispettivamente ad esse solidali. 
Il moto di C su oc* con traiettoria —A* si può ‘interpretare come 
moto assoluto, quello su o con traiettoria \ come moto relativo. Mo 

_to di trascinamento è il moto di oc, cioè il moto del sistema rigido. Ne 
segue che la velocità di trascinamento di C è nulla, appartenendo es 


so all'asse di moto in un atto di moto rotatorio. 


Per il principio dei moti relativi, si ha, pertanto 


Da (2) risulta che X* e XA hanno la medesima tangente e ciò, es- 
sendo quella tangente distinta dalla generatrice comune ai due coni,im 
plica che i due coni abbiano in comune il piano tangente. Inoltre, la 
velocità di strisciamento nel moto di o su 0* è, evidentemente, nul- 


la. Trattasi, pertanto, di moto di puro rotolamento, c.d.d. 
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3 + TRAIETTORIE POLARI NEI MOTI RIGIDI PIANI 


Nel Cap. |111, n. 12, si è visto che lo studio di un. moto rigide 


piano si può effettuare “considerando il moto di un piano rigido _ m su 


un piano fisso, n*fa cui (A; è sovrapposto. In ogni istante in cui la 


velocità angolare, w, è nulla a' atto di moto è traslatorio con veloci- 
tà parallela a it). Invece in ogni istante in cui w è diversa da ze- 
ro, esistendo un punto (e uno solo, in n*) con velocità nulla (III, n. 


12), l'atto di moto è rotatorio .| Pertanto, ogni atto di moto rigido 


“ 


piano è o traslatorio con velocità di traslazione parallela È Ricavi oi cio] 


tatorio attorno a un Bini ccprtormne. RE fi come del resto si dedi 


TTT ha 
ures x = ® ia 58). L'asse di i noto, als 


incontra die dee 1" LA Un 


punto u-# 

finito in ogni istante in E co: da zerc zero] Essendo in tal 
ETA 

caso rotatorio l'atto di moto, la_v velocità Vp di un qualunque punto P 


di a 6 ortogonale al vettore ‘c?) e di modulo uguale a |CP|]w . Si ha, 


pertanto, il teorema di chasleo: L ina velocità dei sa de TT 6 suna 5 


togonali al: alle congiunge 


ne, C, 0 sono _bra loro parattale pera di moto. ‘trasiatorio: e all'infi- 


nito). 
Il centro istantaneo si muove sia su Lin che su descrivendo 


(C) _, ,(C) due curve che diconsi traiettorie 


‘ polari. Quella descritta su n* si 


dice \base), quella descritta su nt 


\rulletia\ Sussiste il teorema: du 
rante il moto rigido piano la rul 


letta rotola senza strisciare sul 


Ta base. 1 Per dimuateesto e suffi- 


ciente adattare al concetti espres. 


si in riguardo al moto di rotola- 


mento di una superficie .c. a con 
5 isa SCA 


tatto con una fissa al caso che | 


esse si riducano alle due curve 
SE Ra 


o* 
Fig. 2 costituite dalle traiettorie > pola 


c* (la base) e o (la rulletta). iafrpnelmata | come moto assoluto il 


f 
moto di C su o*|r come moto relativo quello di C su co, il moto di 


trascinamento coincide con il moto rigido piano. Di conseguenza, C es 


sendo il centro istantaneo di rotazione,! la sua velocità di trascina- 


mento (di strisciamento) è nulla e per il principio dei moti relativi 


è anche ora soddisfatta la (2). Ne segue che o rotola senza striscia 
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fe su 0%, GadLd, 


4-- UN ESEMPIO DI TRAIETTORIE POLARI 


A titolo di applicazione si consideri un'asta rigida \AB mobile 


nel piano 0Oxy in modo che l'estremo A si mantenga sempre sull'asse 


delle (x, B su quello del- 
le y (Fig. 3). Per determi 
nare il centro istantaneo, 
nuto conto che la velocità 
di A è parallela all'asse 
delle x, quella di B al- 


l'asse delle y, esso coin 
cide, per il teorema dii 
Chasles, con l'intersezio- 
ne delle normali agli assi 


coordinati condotte pe 


e B. Osservando che nel 
Fig. 3 suo moto rispetto agli assi 
fissi Oxy, C mantiene di- 
stanza invariata da 0,) [dato che esso è il vertice opposto ad 0 del 
rettangolo CAOB di cui una diagonale ha lunghezza invariabile (ugua- 
le a AB)], si deduce che la base è la circonferenza di centro 0 e 
raggio uguale ad AB . Invece, nel suo moto rispetto ad assi solidali 


all'asta AB, il punto C varia in modo da vedere sempre sotto angolo 


retto il segmento. AB| Si conclude che la rulletta è la circonferenza 
costruita sul diametro AB. 


5 — TEOREMA DI CARDANO 

Siano 0* e o due circonferenze delle quali la seconda di raggio 
metà della prima e ad essa 

tangente internamente (Fig. 

4). Vale il seguente teore 

AZ ma (di Cardano): se o ro 

tola senza strisciare su 0* 

ogni suo punto descrive un 


diametro di o0*. Per dimo- 


strarlo, si osservi che il 
Fig. 4 punto di contatto, C, del- 
le due circonferenze, nel 
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moto piano di 0, coincide con il centro istantaneo di rotazione e, an 


zi, 0o* e 9 sono rispettivamente base € e rulletta.\ Di conseguenza la ve 


locità di un qualunque punto. {P.__di 0. è, per il teorema di Chasles, 
ortogonale a_PC_e, pertanto, parallelo a | PO) essendo 0 il punto dia 


metralmente opposto a. P___nella o e centro della c*. La traiettoria. 
di. cp passa, quindi,. per 0, c.d.d. 


a nin 


"e 
I) )O 
i 
6 + PROFILI CONIUGATI 


L 


Sia A una qualunque curva solidale al piano mobile,r. Durante il 


prender: 
moto rigido di ,t, la curva _)._occupa sul piano fisso, m*, cui nt è 


sovrapposto, un'infinità di posizioni che generalmente ammette una cur- 


va inviluppo (cioè, tangen- 
te a tutte le posizioni di 
A) che denoteremo con A* 
(Fig. 5). Le due curve \ , 
\*, si chiamano profili co- 
niugati e sussiste il teore 
ma: durante ogni moto rigi- 
do piano la normale comune 


a due profili coniugati nel 


loro punto. di contatto pas 


x sa sempre per #1 centro i- 
Fige 5 A e aa 


‘stantaneo di rotazione. Si 


indichi con M _ il punto di contatto di__\ e_A*}ad un dato istante. 


Si può interpretare il moto di M su @X*) come moto assoluto, descrit 


(M) ni 


to con velocità da 7 quello su )\ come moto relativo,) descritto con 
velocità vl). Il moto di trascinamento è, evidentemente, il moto rigi 
inc‘ _—t——m——_—__—t——_r eri i IM) n i A TA SI 


do di m. La velocità d di trascinamento è, pertanto, quella che compete 
lette 


al punto di rm che nell' istante considerato SG _sovrapposto a Mi la de- 


n 


e lisci 


noteremo con vé . Per il principio dei moti relativi, risulta 
E DOTE 


(O) RM CM 
(3) Za La Vr 
Sulla (3) si riconosce che dn risulta | tangente a_i _e_X_ in 
M, dato che lo. sono ui e de, e poichè essa esprime la velocità (di 


strisciamento) di fuel. Tala. del piano mobile che. nell' istante conside- 


rato è sovrapposto ad M, si conclude «che la normale a àÀà e M, esseh, 


3, passa. per Fa centro istantaneo, Cade "i 


do normale v 
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N 2 A ì 
i il t } il 
CAPITOLO VII \) DIA, 
SULLA DEFORMAZIONE DEI CONTINUI TRIDIMENSIONALI 


1 — PREMESSA 


In molti problemi di Meccanica non è lecito schematizzare un 


corpo naturale in un sistema rigido ma occorre tener conto della sua 


deformazione di un corpo nello schema del continuo, limitandoci per 
brevità al caso tridimensionale. Schematizzare un corpo in un Continuo 
significa-ritenere che il suo schema matematico con le sue varie pro- 
prietà interessi con continuità tutta una regione tridimensionale - ge 
neralmente variabile nel tempo - dello spazio ambiente. 

Caratterizzare la deformazione di un Continuo significa stabilire 
come varino le lunghezze, le aree, i volumi, gli angoli dei suoi elemen 
ti nel confronto tra due distinte configurazioni, che denoteremo con 
C* e C. Le due configurazioni (€*,C possono essere quelle raggiunte 
dal Continuo in due distinti istanti (ad es., quello iniziale e quello 
attuale, t) oppure, se si prescinde da un reale fenomeno di movimento, 
due qualsivogliano configurazioni tra le possibili. In ogni caso dire- 


mo che C* è la configurazione di riferimento, C quella attuale. 


2- CORRISPONDENZA TRA ELEMENTI LINEARI 

Siano, dunque, C* e C due delle possibili configurazioni di un 
Continuo, PÈ e P punti generici di :C* e C | rispettivamente, Via BL 
le loro coordinate rispetto a un medesimo riferimento trirettangolo le 
vogiro, T*. Diremo che P* e P. sono punti corrispondenti se e solo 
se essi rappresentano le posizioni - rispettivamente nelle configura- 
zioni C* e C - di un medesimo elemento puntiforme (particella) del cor 
po di cui si considera lo schema continuo. Per tale motivo le coordina 


te di P* e P sono legate dalle relazioni 


(1) Xj 3 Xi(Yi: Ya, Y37 È) 


STA 


F 
che individuano la trasformazione da C* a C. 
Nelle (1) t è un parametro con il significato di tempo, assente 
se le (1) rappresentano il confronto tra due distinte configurazioni, 
senza il presupposto di un fenomeno di movimento, 
Ora e nel seguito si denoterà con la virgola la derivazione rispet 
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to alle yj di una qualunque loro funzione f(y;). Si supporrà, per- 


tanto, 
E; 9£ 
(2) | f,i= —— 
Le) | IV; 


Le (1) individuano la posizione !iP in C. del generico elemen- 


to P* di C*. Pertanto le funzioni wr delle y;j che compaiono nel 
le (1) devono essere tali che ad ogni p* ‘corrisponda uno e un solo P. 


Inoltre_la corrispondenza espressa dalle (1) deve risultare invertibi- 


RE MTA: MARTI iii 


le e biunivoca, perchè fissato un qualunque P in C vi deve essere 
un solo P* in C* da cui esso proviene (cioè, ad esso corrispondente). 
In definitiva, noi ammetteremo che le (1) rappresentino una corrispon- 


denza continua e biunivoca. Noti teoremi di.Analisi richiedono non so-. 


lo che le funzioni x, delle Vi siano uniformi e continue ma anche 


che il determinante. Jacobiano definito da 
.—..P——-<T ' 


5 \ 


X1, ZI 13 
(39 D = Det Izr,sl = X27 X272 X23| === ‘e 
X3, X32 X3,3 


>. 


sia diverso da_gero per ogni valore di tl Supporremo soddisfatta tale 


condizione. Anzi, poichè per t = 0 (cioè, per C* coincidente con C ) 
_ rn 7 

le (1) danno x, = yy e di conseguenza da (3) segue [D= 1,\ si deduce, 

non potendo mai risultare D < 0 e tenuto conto della SORRISE di 


D(t), D>O0 in ogni. istante (cioè, in ogni _configurazione). 


Nella Meccanica dei Continui ha notevole importanza un operatore, 


*_sono gli 


che indicheremo con __a, le cui componenti rispetto alla HA 


elementi della matrice quadrata di ordine-tre, |x,,g|]. Si ha, cioè 


(4) Arg = Xr,s È a = |xr,gl ; Deta=bD>0,. 

sia dp*) Lu elemento lineare di 0%; sia, cioè dP* il vettore 
applicato in DÌ e caratterizzato da tre incrementi piccolissimi dY 
dy3, dy3 delle coordinate y; di P*. In corrispondenza a._dP* vie- 
ne definito su C l' elemento lineare corrispondente, cioè il vettore 
(che potrà pensarsi applicato in P).le cui componenti dxj si deter- 


minano in base a (1). Risulta 


i 
ij 


È, Par x per Ì 
(5) Lo dui ori, dg. AV | 
7, È r_—A 
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L'elemento daP di € corrispondente all'elemento dP* di C* è, 


pertanto, il vettore le cui componenti sono espresse, in base a (4),da 


-7 

} I 
(6) | dx, = ars dys . 
les 


- 


Sulla base di quanto è stato detto nel n. 31 del Cap. I (vedi I, 


130), le (6) si sintetizzano nella rappresentazione 
(7) | ap = a dP* .. 


La (7) caratterizza la corrispondenza tra gli elementi lineari nel 
la trasformazione da C* a Cc. 


3 —- ALLUNGAMENTI 


Si consideri in C *'un elemento lineare dP* uscente da un punto 


P* e caratterizzato da variazioni dyj delle coordinate Yi di P* 


(vedi figura). Per il corrispondente elemento dP in C, varrà la (7); 
e in base a (I, 135, 2), segue cani 


(8) |ap|2 = apx ap=aap* x aap*=al7aap*» dp*= bap*x dp* , 


ove con d si denoti l'operatore prodotto alDa di componenti lvedi 


(4)] 


(9) brg = ca l0) a) = a 
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Sia @ il versore di dP*, per cui risulta 


(10) dyp = |dP*| aL, 


Da (8), (10) ,_ si deduce 
(11) |aP|? = bygdy,dys = brsa_ag |dP*]2 


Si denoti con $é, il coefficiente di dilatazione lineare in P*, 
relativo alla direzione caratterizzata dal versore ao. Esso caratteriz 


za l'allungamento dell! elemento daP* ed è definito dall'uguaglianza 


|aPp| - |aP*| 5 ra 
(12) Sa > TL, lar] = TT + sal |dP* 


Da (11), (12) segue subito 


(13) 6a = VPrssr0g - 1>- 1 % 


Sulla (13) si riconosce che condizione necessaria e sufficient 


e 
lo spostamento da c* a Cc stia rigido è che 56” ‘operatore d 


peratore. identico (cioà. le sue componenti Si DI 
simboli di Kronecker) in ogni P'. Infatti in tal caso e so- 


lo in tal caso ogni elemento lineare di C* conserva lunghezza inalte 


rata nella trasformazione che muta € * in C. 


4- VARIAZIONI ANGOLARI 

Insieme al vettore dP* di cui al n. 3, si consideri un secondo 
vettore $éP* pure piccolissimo e uscente da P*. Il suo corrisponden- 
te in Cl sarà naturalmente espresso in modo analogo alla (7). Si avrà, 


cioè, é6P = a6P*. Sarà di conseguenza 
(14) AP x SP = adP*x asp* = alMaap* «x sP*= bap*x sP*. 


Sia 6@ l'angolo formato dai vettori dP e é$P corrispondenti in 


C di dP* e $P*. Detti fr i coseni direttori del vettore é6P* (cioè, 


le componenti del versore 8 di 6P*), da (14) segue 


(15) i |aPp||sP| cose = brgay8g |dP*||SP*|] 
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per cui, in base a (12), si ha 
(16) (1 + Sa) (1 + 6g) coso = brgarfg 


e quindi vedi (13) 


drs %r fs % 


(17) cos = —_— 
VPpq “p “a Pem Be Bmj 


La (17) esprime il coseno di due qualsivoglia elementi lineari del 
continuo a deformazione avvenuta. Tenuto conto che nello stato indefor 
n 


mato (cioè in siha per quegli elementi coso’ =%& * 8 , la M7) ca 


ratterizza pertanto le variazioni angolari. E' di immediata constata- 
zione, come era, del resto, prevedibile, che se lo spostamento è rigi- 
do si ha cos = cos@* , qualunque siano a e 8. Non vale, però, il 


viceversa. 


5 — DILATAZIONI SUPERFICIALI 
Considerati i due vettori dP*, 6P* di cui nel numero precedente, 


si consideri il loro prodotto esterno: 
(18) dP A SP = adP* A asP* = A (dP* A SP*) . 


Ove si denotino con do*, do le aree dei parallelogrammi indivi- 
duati rispettivamente dai vettori dP*, sP* e dP, SP e con n*, n i 
versori delle rispettive normali orientate come i prodotti esterni dei 


vettori che individuano quei parallelogrammi, da (18) segue 
(19) do n= do"*4 n* , 

dalla quale si deduce 

(20) (do)? = (do*)? An*x An* = (ao* ) 24 €T) an n° è 


Tenendo presente il legame che intercorre tra la matrice dei com- 
-1 


plementi algebrici, |Ap-g|] , e quella dell'operatore inverso, a Ivedi 

I, 132, 133, 135] , da (20) segue 

(21) I_ta0)? = (do*)2 all (ar1) (ns x n° = (do*)? buln*x n* A 
2 


D? 
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Si denoti con 6; il coefficiente di dilatazione superficiale in 
P*, corrispondente alla giacitura ortogonale a n? Esso individua la 
variazione dell'area del parallelogramma individuato da due vettori dP, 
$P* piccolissimi, uscenti da P* in C* e paralleli alla giacitura or 


togonale a n* ed è definito in base all'uguaglianza 


(22) ì oe-e P dae ghe. 
do* 


Da (21), (22) si deduce 


(23) 6g =DVb"! n* x ads osta 


Sulla (23) si riconosce che é; non dipende dai particolari vet- 
tori dP*, éP* ‘prescelti ma solo da P* e dalla giacitura caratteriz 
zata da n*. 

La (23) caratterizza le dilatazioni superficiali. L'operatore b7! 


si esprime mediante i complementi algebrici degli elementi d,g nella 


matrice |brsl . Ancora una volta si riconosce, pertanto, che l'opera- 
tore db caratterizza la deformazione del Continuo. E' evidente - come 
del resto, era prevedibile - che condizione necessaria e sufficiente 


affinchè 6; risulti nullo in ogni P* e qualunque sia n* è che le 
brgs Si riducano ai simboli di Kronecker (cioè, che lo spostamento sia 


rigido). 


6 — VARIAZIONI DI VOLUME 

Si consideri in c* un intorno piccolissimo di P* e sia dc* il 
suo volume. Sia, al solita, 1 P il corrispondente di Pè me è «e 
il volume « dell'intorno di P corrispondente, in base alle (1), all'in 
torno di P* considerato in Cc*. Noti teoremi di Analisi matematica 
assicurano che la trasformazione (1) implica tra i volumi daC*, dC la 


relazione 


(24) de: = D' de* 


ove D è espresso da (3). La (24) sostanzialmente è legata alla rego 


la secondo la quale si effettuano i cambiamenti di variabile nel calco 


lo degli. integrali multipli. Si denoti con i8c. |il coefficiente di gii 
pr 


latazione a pa basa 


ee dee Hel 


(25) $c)3 
dc; * 
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Esso caratterizza evidentemente le variazioni di volume nella tra 


sformazione da C* a C e, in base a (24), è espresso da 
(26) è D=1>-1, 


Le (24), (26) giustificano ulteriormente la necessità della condi 
zione che D risulti positivo. Un sistema continuo si dice iîncomprimi 
bile se in ogni sua trasformazione risulta dC* = dC , qualunque siano 
F° e. de”. La (25) implica è,5= 0 ovunque per ogni continuo incom- 
primibile. Le (24), (26) mostrano che perchè ciò accada occorre e ba- 
sta che sia D = 1 in ogni istante e in ogni P*. In particolare si 


comportano come tali i sistemi rigidi e i liquidi perfetti. 


7- CARATTERISTICHE DI DEFORMAZIONE 

Da quanto si è detto nei nn. 3, 4, 5, 6, risulta evidente che la 
conoscenza dell'operatore simmetrico » caratterizza la deformazione 
del Continuo. Tuttavia, negli sviluppi successivi della Meccanica e nel 
le sue applicazioni a quelle discipline che si avvalgono della Meccani 
ca dei Continui - in particolare alla Scienza delle Costruzioni - si 
ritiene più conveniente riferirsi a un diverso operatore,e, in corri- 


spondenza biunivoca con l'operatore >». Esso è definito dalle uguaglian 


ze 
Vo ia dDrs © $rs 

(27) page. 4 ig = —— gr “ w (xi ,rXi,s © Srs) 

per cui, noto e +, si ha 

(28) pad + 26 $ dbng = Srs + 2Epg 


Si denoti con u il vettore che esprima lo spostamento del gene- 
rico punto P* nella trasformazione da C* a C e siano u; le sue 


componenti rispetto al prescelto sistema di riferimento. Risulta, per- 


tanto, 

(29) u= P*P, a ea 
da cui segue 

(30) *,s © Ur,s * Ses è 
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Introducendo le (30) nelle (27, 2), si ottengono le seguenti espres 
sioni, abitualmente usate, delle Epgî 


DAI 3 
(31) rs =" 7 (Ur,s + Us,r + Ui,r Ui,s) 3 Ser - 


E' abituale caratterizzare la deformazione del Continuo mediante 
le erg le quali prendono il nome di caratteristiche di deformazione o, 
anche, di componenti dello strain. La semplice introduzione delle ersg 


al posto delle nelle (13), (17), (23) permette di esprimere me- 


Prs 
diante le Erg gli allungamenti, le variazioni angolari e le dilatazio 
ni superficiali. Lo stesso può farsi per le variazioni di volume: basta 


tenere presente che da (3), (9), (28) risulta 
(32) D? = Det b = Det (1 + 2e) . 


Naturalmente la condizione di rigidità dello spostamento, espres- 


sa, come si è visto, dall'uguaglianza Dd = 1 , si può enunciare sulle 


Erg. Precisamente, in base a (27), si ha che condizione 
sufficiente affinchè la trasformazione da C* a € sia uno spostamen 
to rigido è che tutte le caratteristiche di deformazione ers risulti 
no nulle in iutto C*. 

Si badi che la conoscenza delle e,g in tutto C* e in ogni istan 


CF a € wma 


te non caratterizza in modo completo la trasformazione da 
soltanto la sua deformazione. In realtà, per la completa sua caratteriz 
zazione occorre tener conto oltre che della = anche di un secondo ope 
ratore (di rotazione) ma per motivi di brevità non ce ne occuperemo. 
Quanto segue chiarirà il significato delle singole ,g . Si deno- 
ti con é_ il coefficiente di dilatazione lineare nella direzione del- 
l'asse coordinato di indice r (di versore c,). L'espressione di 6, 
si ottiene dalla (13) identificando il vettore @« con il versore c; . 


In base alle (28) si deduce 


(33) so fl + tela 


Sulla (33) si riconosce che le e,g con indici uguali caratteriz 
zano gli allungamenti nelle direzioni Aegli assi della terna di riferi 
mento. 

Si considerino ora le direzioni di due dei tre assi coordinati e 


È 


siano esse quelle caratterizzate dai versori c. e c,. Sia rg l'an 
golo formato in C dalle direzioni corrispondenti e sia 1g = © 


La (17), identificando in essa @ con c, e 8 con cs, da 
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V(1+2err)(1+2egg) i 


(34) sentrg = - COS0rg = (e# DD 


Le quantità si chiamano scorrimenti e da (34) risulta evi- 


Tres 
dente che le erg con indici diversi caratterizzano gli scorrimenti, 
cioè le variazioni angolari subite da direzioni che in C* sono orto- 


gonali e parallele a due assi coordinati. 


OSSERVAZIONE - L'uso delle (31) nella Meccanica dei Continui porta spes 
so delle notevoli complicazioni analitiche, data la loro non linearità. 
In molti casi non se ne può fare a meno, ma esiste una categoria di cor 
pi, detti poco deformabili, i quali sotto sollecitazioni non troppo in- 
tense, cui sono abitualmente soggetti, subiscono deformazioni abbastan- 
za piccole, tanto da far ritenere lecito nella (31) trascurare le parti 
quadratiche. In tal caso si assumono quale definizione delle caratteri- 


stiche di deformazione le espressioni semplificate 
1 
(35) Ers 7 DI (ur, s ila Us,r) 5 E€rs 


Corrispondentemente le espressioni di $r, trg; D, éc divengono, 
in base alle (33), (34), (32), (26), 


1+eyyr 1 err " Ur,r È Trs #-2€rs = (Ur,stUs,r); 
(36) 
D = I14teg # Eop: PF 39 È dc = sig € e» + €35 «“ 


Le (35), (36) sono fondamentali nelle applicazioni delle Meccanica 
dei Continui allo studio dei corpi poco deformabili, in particolare,per 
la formulazione della teoria linearizzata dell'Elasticità su cui si fon 
da buona parte della Scienza delle Costruzioni. Esse sono state giusti- 
ficate qui in modo intuitivo ma discendono in tutto rigore dalla teoria 


matematica della Meccanica dei Continui con deformazioni finite. 
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CAPITOLO VIII 


CENNI DI CINEMATICA DEI SISTEMI VINCOLATI 


| - SCHEMI MATEMATICI DEI CORPI NATURALI), 
cli schemi fondamentali dei corpi naturali su cui si fondano gli 
sviluppi della Meccanica razionale sono sostanzialmente tre: punto ma- 


tertale; sistema di, Di unti materiali o, anche, sistema particellare 


e fiele continuo. 


Si adotta il primo schema quando si ha a che fare con un corpo di 
dimensioni piccole rispetto alla regione dello spazio in cui avviene il 
fenomeno che si studia e non interessano nè le sue deformazioni nè il 
suo orientamento. 

Si adopera il secondo schema quando si ha a che fare con n cor- 


pi schematizzabili in n punti materiali o quando in presenza anche di 


un solo corpo naturale _si vuol tenere in qualche modo presente la con- 
cezione particellare della Fisica moderna sulla struttura dei corpi) In 
tal caso n è un numero grandissimo e si presentano notevoli difrico) 


tà analitiche. Particolarmente conveniente ad affrontare tali difficol 


tà è la noscandaa statistica ma la sua trattazione esorbita dai limiti 


di questo corso di Lezioni. 
SS SS 


Ad evitare per altra via quelle difficoltà o perchè non ha interes 


se mettere in evidenza la struttura particellare dei corpi} quando si è 
in presenza di un corpo che (apparentemente) occupa tutta una regione. 
dello spazio si adotta il terzo degli schemi enunciati e si rappresen- 
ta il corpo naturale mediante un sistema ideale che occupa  (effettiva- 
mente) una certa regione dello spazio. (ad una, due o tre dimensioni). 
Naturalmente può o essere conveniente rappresentare un dato corpo con uno 
o l'altro degli schemi a seconda del fenomeno che si studia. Così, se è 
conveniente schematizzare la Terra in un punto materiale nello studio 
di taluni aspetti del suo movimento intorno al sole, non. lo è invece 
quando _si voglia studiare la successione del giorno e della notte, quel- 


la delle stagioni o la precessione degli equinozi: In tali casi si ri- 
È ina St rate: 


corre allo schema continuo che riesce sufficiente. Lo studio del movi- 
mento dei vari corpi del sistema planetario si fa invece - nella sua 


più semplice schematizzazione -|assimilando l'intero sistema solare ad; ii 


II 


un sistema _particellare.; 
Non è neppure escluso che in qualche caso riesca conveniente uno 
schema fatto con un insieme di sistemi continui (si pensi, ad es., ad 


una catena come insieme delle sue maglie). 


LS 
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2- VINCOLI 

Nel Cap. III si è osservato che in molte questioni riesce comodo 
schematizzare un corpo naturale in un sistema rigido, volendo con ciò 
richiamare l'attenzione sul fatto che la costituzione del corpo è ta- 
le da poter ritenere irnvariabili le mutue distanze tra i vari elemen- 
ti del corpo stesso. La condizione di rigidità attribuita allo schema 
ideale del corpo naturale ha per effetto vna limitazione della mobili 
tà dei singoli punti del sistema (particellare o continuo). 

Basta per convincersene ricordare |che la conoscenza di due soli 
vettori - i vettori caratteristici - determina la velocità di ogni pun 
to di un sistema rigido [III, (28)]. 

Si suole esprimere tale circostanza dicendo che il corpo naturale 
considerato è soggetto ad un vincolo interno, volendosi con ciò inten- 
dere che le sue parti non possono - a causa della costituzione del cor 
po stesso - muoversi indipendentemente l'una dall'altra e occupare po- 
sizioni qualsiasi. 

Nella traduzione del corpo naturale soggetto a vincolo interno nel 
suo schema matematico occorre tenere conto dell'eventuale tipo di vin- 
colo interno a cui esso è soggetto (tranne, s'intende, nel caso che lo 
schema sia quello di punto materiale). Si ottiene così come schema un 
insieme di punti soggetti ad un vincolo ideale che rispecchia quello a 
cui si pensa soggetto il corpo naturale. Ad es., quando un corpo natu- 
rale ha costituzione tale da potere ritenere inapprezzabili o - comun- 
que - trascurabili, nel particolare studio che si vuole fare, le varia 
zioni di distanza tra i suoi elementi, si suole dire che esso è sogget 


to al vincolo (interno) di rigidità, intendendosi con ciò che esso si 


può schematizzare in un sistema rigido (particellare o continuo). Un 


altro esempio di vincolo interno si presenta nello studio dei liquidi: 
molto spesso un liquido naturale si schematizza in un liquido perfetto, 


cioè in un sistema continuo soggetto, tra l'altro, al vincolo interno 


di incomprimibilità, ossia alla condizione che ogni sua porzione, pur 
variando di forma, mantenga volume inalterato (prescindiamo, naturalmen 
te, per ora, dalla condizione non cinematica di non viscosità cui è sog 
getto ogni liquido perfetto). Sulla base della (VII, 26) si riconosce 
che un sistema incomprimibile può avere tutte e sole quelle deformazio 
ni che non fanno mutare il valore del determinante jacobiano della tra 
sformazione. 

Altrettanto interesse dei vincoli interni presentano quelli ester 

In generale un corpo (o un sistema di corpi) si dice soggetto a 


vincoli esterni se su di esso agiscono dispositivi, dovuti alla presen 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


131 


za di i altri corpi,) che gli impediscono di occupare un certo insieme di) 
posizioni e di muoversi nel modo più generale {tenuto conto, ben s'in- 
tende, degli eventuali vincoli interni presenti). \ 

Esempi di corpi soggetti a vincoli. esterni si hanno pensando. ad un 
corpo rigido suscettibile, per |. effetto di speciali dispositivi, di sole 
rotazioni attorno “ad un asse fisso o attorno ad una qualunque retta pas 


sante per un punto fisso. Un tale corpo si dice solido con un asse fis- 


so, nel primo caso, con un punto fisso, nel secondo. 
CR Sese 

Solido con asse scorrente su se stesso è invece un corpo rigido 
per il quale sono possibili solo moti elicoidali con asse prefissato. 


Per una vasta categoria di sistemi materiali i vincoli (interni ed 


esterni) possono esprimersi analiticamente mediante equazioni e disequa 


zioni. (o, eventualmente, : sole equazioni o sole disequazioni) in termini 


finiti, involgenti le coordinate dei punti del loro schema matematico 


o, comunque, i parametri che determinano la posizione del sistema., In 


tal caso i vincoli si aiconofsTeneni] 


mi olonomi o soggetti a vino ti olonomi.| Se i dispositivi che vincola- 


e n CI PRIZE 


no un determinato corpo sono variabili, i vincoli (olonomi o non olono 


e i sistemi su cui agiscono siste 


mi) sono dipendenti dal tempo e le equazioni e disequazioni che li e- 
sprimono dipendono esse stesse dal tempo. 
Se i vincoli sono esprimibili analiticamente mediante sole ugua- 


glianze essi si dicono bilaterali, se invece occorre qualche disugua- 
annua 


tlaterali, 


{3} RAPPRESENTAZIONE ANALITICA DEI VINCOLI OLONOMI BILATERALI PER I VARI TIPI DI 
SISTEMI MATERIALI 
Ci occuperemo in questo numero del modo di rappresentare analiti- 
camente i]vincoli olonomi [cui possono essere soggetti i vari tipi di 
sistemi materiali, riferendoci solo al caso di vincoli bilaterali. Nel 
lo schema punto materiale non si può, naturalmente, nè si deve tenere 
conto di vincoli interni.\ Gli eventuali vincoli olonomi presenti sono 


esterni” e. la loro rappresentazione analitica, pel caso bilaterale, con 


siste o in una sola equazione. fe idro 

(1) / fl, ye 2: 8) = 0 7; 

o in un sistema di due equazioni 

(2) fi (red fa ora 0 
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tra le coordinate del punto rispetto ad una prefissata terna di riferi 


mento e - se i vincoli. sono variabili - il tempo. 


Il primo caso esprime (sullo schema fatto) la condizione di appar 
[tenenza . del punto alla superficie (fissa o variabile) di equazione (1), 


lil secondo alla curva rappresentata dalle. (2) {che - nei casi concreti - 


]hanno 1 punti reali al finito) .| sari hi 


Ad es., nel caso. di un "fiore materiale soggetto al vincolo di ap 
partenenza ad un piano, tt, parallelo al piano xy e mobile con moto 
traslatorio uniforme con velocità 


pa } parallela e concorde a. z..(Fig. 
1), la (1) diviene 


(3) SAB % zo ) 


\ È 


Nel caso di un punto, P. vinco 
lato a stare su una superficie la 
rappresentazione (1) porta a pote 
re esprimere le coordinate in fun 
zione di due parametri gq;, q, ed 


eventualmente del tempo. 


Alla (1) si può cioè sostitui- 


EiG, 1 re il gruppo di uguaglianze 


Il 


(4) x = x(qQ1, qa; t) , y=3 y(qGi, Q2; t) , z= z(q1, q2; t) + 


Invece le (2) equivalgono a 


(5) x“ X(qp t) , ye yi 0) , z z(q; t) . 

Nelle (4), (5) i parametri q1, q2, q possono assumere valori ar 
bitrari. 

Nel caso di un sistema, particellare o continuo, i vincoli olono- 
mi bilaterali possono esprimersi mediante un certo numero di equazioni 
in termini finiti nelle coordinate dei vari punti del sistema) dipenden 
ti dal tempo se i vincoli sono variabili. E' chiaro che nel caso di un 
sistema continuo tali equazioni sono generalmente in numero illimitato 
ma vi sono dei casi di notevole interesse concreto in cui ci si può ri 
durre - con opportuni accorgimenti - a un numero finito di equazioni in 
un numero finito di parametri. Tale è il sistema formato da un numero 
finito di corpi rigidi. 


Ad es., nel caso di un unico corpo rigido le coordinate di un qua 
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lunque punto possono esprimersi mediante sei parametri, E}, ta) eno 
di cui i primi tre coincidono con le coordinate di un suo punto prefis 
sato, gli altri con tre parametri atti a determinare l'orientamento di 
una terna solidale rispetto a una fissa. , Ad es., si può ricorrere ai pa 
rametri qj di cui al n. 2 del Cap. IV © agli angoli di Eulero (IV, n. 
3) e alle espressioni dei coseni direttori degli assi della terna soli 
dale fornite dalle (IV, 14) e (IV, 22). In tal modo si è già tenuto con 
to..del vincoli di rigidità. 

E' ormai evidente che nel caso di un sistema particellare, come pu 
re in quello di un sistema continuo costituito da un numero finito di 
corpi rigidi, i vincoli olonomi bilaterali sono rappresentabili median 
te un numero finito vv. di equazioni indipendenti in termini finiti in 
un certo numero di parametri © Ga (ED 


{EX x 
(6) MILE EOÎ «asp Eri bi = 0 , arene EJ. Eb g sesp Eri t)=0, 


ove nelle f;, ... f, manca la dipendenza dal tempo se i vincoli sono 
fissi e si deve supporre (v)<(r}. 
Ciò significa che il generico punto P del sistema ha le coordi- 


nate esprimibili mediante le uguaglianze 
(7) x=X(E1,E25001Erî L= y=y(E1,525001Eri 35 7 z=Zz(E1sE2;0 0 1brî È), 


con le E; soddisfacenti alle (6). Le (7) sono riassumibili nella re- 


lazione vettoriale 
(8) OP = QP (Els E2r «.-1, Eri d) + 


E' bene osservare che la indipendenza delle equazioni (6) impone 
alla matrice jacobiana delle (o) funzioni £j, +e... f, rispetto alle 
—————_ 7 = i —* 


© variabili El, 557 «7, Er di avere caratteristica ©) In termini 
= —————uooorr_—. Crue 


più espliciti, nella matrice 


|9 1|9£1\ la £1| 

EITURELZI ALIASVIANE di Er 
(9) 

d£fy d£y df£y 

db dea TO " dEr 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


134 


almeno un.determinante di ordine  v vi deve essere differente da zero per 


sona ni 
ogni valore di Vei]se i vincoli consentono al sistema - come supporre- 


mo - infinite posizioni per le quali esso può passare con un movimento 


no sn RRTAZZA sr _—__—. 


continuo, il numero /v, come si è già osservato, è minore di r e le o 


(6) permettono, in generale, di esprimere i parametri E), 82, SR Er 


in funzione di N = r - v parametri qQ}, Q2, +.., Q indipendenti. In 


base a (8), il generico punto del sistema in tale caso è individuato dal 


l'uguaglianza vettoriale 


(10) OP = 0P (gii Gar ss° Kt DI è 


I parametri q;, Q2, --. Q Si chiamano-coordinate lagrangiane Jo 
MEO 


libere ed N grado di libertà del sistema. Ad es., nel caso del siste 
ma costituito da due punti A, B vincolati a stare sugli assi x, y, 
mantenendosi a distanza invariabile £, denotando con [X1, Yr, Zr. le 

coordinate di A e con Xp, Y2, Z2 quelle di B , esse soddisferanno 


alle equazioni 


(UT) 
va 0 > zz=0, Xe = DI, Za, = 0: + 


Se si indica con q l'angolo di AB e dell'asse delle x (Fig. 
2), si soddisfa al vincolo di rigidità espresso dalla (11, 1) assumen- 
do 


(12) X} = =“ £&cosg , Y2 = & senq . 


In definitiva, il sistema formato dalle (11, 2) e (12) costituisce, 
in forma scalare, la rappresentazio- 
ne (10) del sistema mediante l'unico 
parametro lagrangiano q. Il sistema 
ha, evidentemente, un grado di liber 
tà. 

Lo schema punto materiale rientra 
come caso particolare in quello di si 
stema particellare. Si riconosce su- 


bito che il punto vincolato a stare 


su una superficie costituisce un si- 


stema a due gradi di libertà quello 


Fige 2 vincolato a stare su una curva ad un 
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grado di libertà, mentre un punto libero ha tre gradi di libertà. 


Nel caso di un corpo » rigido con un i punto fisso, (Q), identificando 


i È2, 3 con gli BIOL, di Eulero di una terna solidale rispetto è a 


Tia Esr Es! con le coordinate di Li nell'ipo 


“Eest, “che re: gus "terne _dbbiano da medesima origine coincidente con Le 


le (6) divengono. \ 
a = i 2 |, Der 
(13) Eyg= 0, ssi She (1o)= e \ 


Il sistema ha evidentemente tre gradi di libertà e può riferirsi 
ai parametri lagrangiani Qi = È}, Q2 = &2, 93 = E3.| Un corpo rigido li 
pas da vincoli esterni ha se gradi di libertà, uno con un asse fisso 
ha invece un scolo grado di libertà, bastando, per definire la sua posi 
zione, l'angolo formato da due semipiani uscenti dall'asse, uno solida 
le ad esso ed uno fisso. 
‘ Nel caso di un sistema di n) corpi rigidi collegati tra di loro 


in modo da costituire un sistema de deformabile il numero N delle coor- 
ar gas E ser 


T__——e——————— 
dinate lagrangiane non supera evidentemente Ad es., il sistema di 


corpi rigidi C3;, C2, dei quali C,) ha un punto fisso e È è collega 
to a Cl, mediante un asse fissato su di esso, è rappresentabile median 
te quattro parametri: i tre angoli di Eulero che determinano la posizio 


ne di C) rispetto al sistema di riferimento)e di angolo che determina 


quella di ©2\ rispetto ad una terna solidale è ‘Cia LL sistema ha per- 


tanto quattro gradi di libertà. 


Un sistema olonomo soggetto a vincoli bilaterali indipendenti dal 


lindo si dice a vincoli (o legami) completi se è ad un solo grado di 


libertà. Un solo parametro individua la posizione di un tale sistema. 
Un punto ‘vincolato a stare su una curva fissa, un solido con un asse 


fisso, sono sistemi a legami completi. 


4 — SISTEMI SOGGETTI A VINCOLI OLONOMI UNILATERALI 
Spesso capita di dovere considerare vincoli la cui rappresentazio 
ne analitica richiede oltre che equazioni (in termini finiti) anche del 


le disequazioni, o soltanto disequazioni.) Si tratta di vincoli olonomi_ 


uni lat erali. Ad es., nel caso di un punto P_, vincolato a non attraver 


‘sate” il piano n di cui si fa cenno nell' esempio. portato al n. 3, ri- 


manendo nella regione delle z maggiori, 2 vincolo: si esprime. anali- 
ticamente non più con l'equazione (3) ma con la disequazione 


si 
Vi 


(14) a > tt + zo | 
\ Ì 
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più generalmente, se un punto è vincolato a stare su una superfi- 


cie o in una. delle due Fegiont in cui questa divide lo spazio) SLI VENE 


colo si esprime nella forma | 


(15) Bai (, Yi zr è) > 0 È; 


la (15) rappresentando Ls equazione della superficie quando si assume in 


essa il segno di ‘uguaglianza. ;jse nell'esempio dei due punti A, pe vin- 


colati a stare sugli assi _Xi È Asi aggiunge. la condizione che A non 


vada sul _semiasse negativo o delle Ky alle (11) occorre aggiungere la di 


sequazione\ 


(16) lx > o | 
lecca 
In generale, può c capitare di dovere considerare oltre alle (6) un 
certo numero di disequazioni 


(17) di (Els Egre sr Eri t) è O (L= LL, Zi sso 8) è 


Le coordinate del generico punto  P. sono esprimibili, per effetto 
delle (6) e in base a (10), in funzione di N = r - v parametri ma que 
pit - sti sono generalmente lega- 
ti da disequazioni a causa 
delle (17). Il grado di li- 
bertà di un sistema non su- 
bisce variazioni per effet- 
to di disequazioni che le- 
ghino i parametri che ne de 
terminano la posizione. Ad 
es., se una sfera rigida di 


raggio R è vincolata a ri. 


manere nel semispazio del- 
le z positive (Fig. 3),la 


sua posizione è determinata 


da sei parametri - i tre so 


Fig. 3 


liti angoli di Eulero di una 
terna solidale rispetto a una fissa e le coordinate qy, gs, gg, del suo 


centro C - e il sistema ha quindi sei gradi di libertà -, ma qg veri- 


fica la disuguaglianza 
(18) ag Ra D, 
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Nel caso dei vincoli unilaterali le posizioni che il sistema può 
e __——___r_rr__ gg  tt«*t*y]yE FFFEF+FFHWA}*w.°*wxT_TT_w 


rta TTT ii 


occupare si distinguono a loro volta in posizioni di confine e posizio- 


ni. ordinarie 4 Le prime sono quelle posizioni in corrispondenza alle qua 


Li almeno una delle CEERSn: è verificata come _Rapagidenza, le al- 


cià Nell'esempio del punto costretto a non attraversare un dato pia 
no sono posizioni di confine quelle su "i ordinarie le altre (con 
iz > È + 20) } mentre in quello della sfera rigida sono posizioni di con 
fine quelle nelle quali la sfera risulta tangente al piano xy, ordina- 
rie quelle nelle quali essa ne risulta distaccata , essendo qg > Blu 


se si riprende l'esempio dei due punti A, B vincolati a stare sugli 


assi To9 y senza che A possa stare sul semiasse negativo delle x, 
l'unica posizione di confine si ha quando A è nell'origine degli as- 
si. Se si suppone invece che i due punti, anzichè essere rigidamente 
collegati, siano legati da un filo inestendibile in modo che la loro di 
stanza non possa superare la lunghezza, ?, del filo, l'espressione ana 


litica del vincolo è fornita ancora dalle (11), pur di sostituire alla 


(11, 1) la disequazione 
(19) a% — lat + y) 60, 


Il sistema ha ora due gradi di libertà come se il filo non esistes 
se. Sono posizioni di confine quelle nelle quali la distanza dei due pun 
ti è £, ordinaria quella in cui essa è minore di ?. Se si assumono co 
me parametri indipendenti gq;, q., le x}, y2, sussistono le (11,2),men 


tre gq;, q, soddisfano alla disuguaglianza 


(20) 3° = tar # ail 304% 
Nel caso di vincoli bilaterali ogni posizione può essere considera 


ta come ordinaria. | 


( 5 VINCOLI ANOLONOMI] 
Oltre ai vincoli) \olonomi \\} \bilaterali e unilaterali capita di dovere 
considerare altri tipi di vincoli, dettol anotonont. 


Sono tali quei vincoli la cui ii analitica non. è Pos 


parametri pr determinano le posizioni del siste mà richiede pr 
O O II ra “2a 


relazione aeterenialò + non deducibile per derivazione da una relazione | 
SIINO È 


in termini finitij ciò. deriva generalmente dal fatto che _si impone qual 


pro n 
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che speciale condizione all'atto di moto per cui la distribuzione delle 


velocità non può essere una qualunque. di quelle consentite dai vincoli 


olonomi presenti] 


a_a mantenersi _sempre in contatto con il piano xy [come come “av 


Supponiamo, ad es., che una sfera rigida di i xaggio _R 


III e 


viene per quella considerata nel numero precedente se si esclude ia-pos 
_——<—<——=<—<zT5yzZ__P_—__—_____________—____@@@@6 


sibilità di distacco dal piano xyl.j Si tratta evidentemente di un 


|a AE 
vincolo olonomo bilaterale esprimibile - con le notazioni del numero pre 


cedente - mediante l'equazione in termini finiti\ 


perenne 


(27) 1Q6 -R=s= O: 
Frerga eno 
(22) ge/= O. 


La (22) indica che la velocità del centro c*, della sfera - come 
dA TTT 


era prevedibile - è parallela al piano xy . Se Si considera quindi l'e 


spressione 


(23) Tea\" € + o & BA 4 


che da |III, (53)l, in base al teorema di Mozzi, la c distribuzione delle 


velocità in un qualunque moto rigido, ai vede che, tenuto conto del vin 


atti di moto ) per cui cui. il secondo membro ail (23)|risulta c ia allo 
a Ze enne 


TT —-—-, ® ® 
asse z quando A si identifica con la posizione C* del suo centro. 


Possono, ad es., aversi atti di moto rotatori (1 = 0) intorno ad un as 
se parallelo z o traslatori (w = 0) con velocità di traslazione paral 
lela al piano xy o anche, ad es., atti di moto elicoidali con l'asse 


di moto, a, contenuto nel piano XY fe passante per il punto, C, Qi con 


remi TT 


tatto tra “questo piano e la sfera. È. 
In tale caso” tia] rappresenta la velocità di strisciamento nel mo- 
to di retelamente della sfera sul piano xy e può avere qualunque gran 
dezza. Comunque sia, ad ogni atto di moto possibile - tenuto conto di 
(22) - si accompagna, generalmente, una velocità di strisciamento diver 
sa da zero. Ebbene, se si impone che tra tutti gli atti di moto possibi 
li abbiano luogo solo quelli per cui il moto della sfera sia di puro ro 
tolamento - cioè sia nulla la velocità di strisciamento (Cap. VI, n.1)- 


si ha un vincolo anolonomo. Per esso, la distribuzione delle velocità è 


rappresentabile mediante l'uguaglianza 
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(24) G ie 


ieg FQACA 7 


essendo l'atto di moto necessariamente rotatorio intorno ad un asse pas 


rr 


sante per LL punto di ponbabto Li Si può dimoptrare che La condizione 


che l'atto di moto sia del tipo espresso dalla (24), resa esplicita me- 


diante i parametri lagrangiani,; non è deducibile per derivazione da una 
relazione in termini finiti come lo è invece, evidentemente, la (22). 
E' da tener presente, tuttavia, che possono aversi vincoli di mobi 
lità che dal punto di vista analitico hanno comportamento olonomo in 
quanto le equazioni in forma differenziale che esprimono i vincoli sono 
deducibili per derivazione da relazioni in termini finiti. Ad es., men- 


tre il vincolo di puro rotolamento di un disco su un piano è generalmen 


ì — giretti E \ 
sciare su una guida rettilinea mantenendosi in un piano fisso, n, ilvin 


colo può esprimersi mediante relazioni in termini finiti. Assumendo co- 


me piano Oxy il piano rm e come asse delle x la guida di appoggio, 


(Fig. 4),:wj risulta ortogonale al 
A J\ piano Oxy e i due membri della 
IV (24) sono ambedue paralleli all'as 
i se delle x. Se si identifica in 
(24) A* con il centro, C*, del di 
| sco e si denota con jr] il suo rag 
gio, proiettando sull'asse delle x 


si ottiene | 


25) x= rd. 
(e) ( 
O x 
C ; 
ove, semplicemente, con xXx, y, Z 
Fig. 4 si indicano le coordinate di C* e 


8 denota l'angolo formato dalla 
parallela per C* all'asse delle y con un prefissato raggio C*0Q 8 
crescente al crescere di x]. 


Da (25) segue 
(26) ga td =. G 


pur d'intendere è = 0 per x = 0. Alla (26) vanno associate, ovviamen 


te, le relazioni 


(27) y-rso0 , = 0 
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e si riconosce che il particolare tipo di vincolo di puro rotolamento 
considerato si lascia esprimere in termini finiti. 
La condizione [desiderabile ] che le ruote della bicicletta [o di 


una macchina, in genere] non slittino sul terreno si traduce, general- 


mente, in un vincolo anolonomo che, però, in casi particolari. [come si 


è detto ] può riuscire olonomo: schematizzando ognuna delle ruote in un 
disco rigido rotolante su un piano, l'atto di moto di questo deve esse 
re rotatorio intorno ad un asse passante per il punto di contatto ,aven 


do la particella del disco a contatto con il suolo velocità nulla. 


6 > SPOSTAMENTI INFINITESIMI — SPOSTAMENTI POSSIBILI 

Si consideri un sistema JoIonomo! | soggetto a vincoli bilaterali e u 
nilaterali le cui possibili configurazioni si possono rappresentare me 
diante un certo numero di parametri El, EL <o07, Er | BRORLELZORIEL e- 


ventualmente a equazioni del tipo (| (6) Si disequazioni del tipo (17). Si 


dirà spostamento infinitesimo \del sistema ogni. spostamento im. cui il 


generico punto P subisce lo spostamento caratterizzato, in base a_(8), 


dall'uguaglianza 


i r ide - 0 + di 
o = SESTA e at. Iulia antonino 
(8al Lo, i da 4 * aghi» da \ 


ove le {/JE; sono del tutto arbitrarie e neppure tenute a rispettare le 


equazioni (6), nè nè le disequazioni. _(17) che esprimono gli eventuali vin- 


coli billion ‘Trattasi, quindi, di uno spostamento del tutto arbi- 


li di una determinata specie, ad es. quelli possibili. Questi, nel i ca- 


so di vincoli bilaterali, “sono caratterizzati dalla (28) quando, però, 
= 
le quantità fs: cl soddisfino alle equazioni che si ottengono per diffe 


renziazione delle (6): 


d£i affi Chi 

Sii dE3 FP sso + Ca dEr + Te DE = 0, 
(29) PUT RTRT nh 

Moni, SIGLA . d£y d£y 

DEI El POR E dEr + TE at = 0 , 
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Ciò significa che uno spostamento possibile porta il sistema da 


una configurazione consentita dai vincoli.a un'altra la quale. _general- 


mente differisce da una consentita dai vincoli per un'entità la cui va 


= ———__—r—_tnr.+ Att. ue 
lutazione dipende da infinitesimi di ordine supe “srdine superiore alla -quaneresjo 


Vert ba dts, 
Per fare distinzione dal caso degli spostamenti infinitesimi puri 


e semplici, nel caso di spostamenti possibili si scriverà la (d) dirit 
N ii 


ta anzichè la ?3 tutte le volte che tale simbolo occorrerà! In parti 


colare, si indicherà con dP lo spostamento possibile del generico pun 


lu 


to del sistema) 


Se in aggiunta ai vincoli bilaterali sono presenti vincoli olono- 


mi unilaterali traducibili in un certo numero di disequazioni, ,_convie- 


e TT "és eee 


ne distinguere.‘ ti possibili a partire da una po posizione or 
e ente ei een) 
dinaria da quelli a partire da una posizione di confine] Siano le (17) 


ne == 


le disequazioni che esprimono i vincoli unilaterali. 
SR n e RS ME 


Poichè la posizione di arrivo coincide con una consentita dai vin 


coli a meno di quantità di ordine superiore a| Vaz? ® de sei + dtÌ, 


supposta tale quantità tanto piccola da ai trascurabile il suo 


quadrato, da (17) segue che nella posizione di arrivo deve essere. 


ene Î 


(30) (e ei eq dp an 


Se la posizione di partenza è di confine, almeno una _d delle (17) è 


e————_— ee A 
soddisfatta come uguaglianza. Se ciò accade per le prime s, della (30) 
e TR pie a... rn i __ adr 0. 
segue 
(31) lx an) Eat o 


Le (31) rappresentano delle effettive condizioni per lo spostamen 
to. Se invece la posizione di partenza è ordinaria tutte le (17) sono 
verificate come disuguaglianze e,per un principio di continuità,le (30) 
riescono tutte verificate, qualunque siano le quantità piccolissime ‘(98j, 
àt. In tal caso lo spostamento rimane arbitrario per ciò che concerne i 
vincoli unilaterali. Si conclude: 7 vincoli unilaterali impongono restri 
ilzfoni allo spostamento di un un_ sistema soltanto a partire da posizioni di 


licon L E. 


Tale fatto si presenta come intuitivo. Ad es., nel caso di un pun 
to P vincolato pre sinanciantà un dato piano, T, mobile come nel- 
l'esempio del n. 4, il vincolo agisce sul punto solo quando esso è a 
contatto con 7, impedendogli quegli spostamenti che tendono a portar- 


lo nella regione non consentita dal vincolo | mentre quando P non èsu 
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= 


t qualunque spostamento piccolissimo gli è consentito) 
Tra gli spostamenti possibili di un sistema ha particolare interes 


se lo spostamento elementarej| Esso è caratterizzato dalle (28), (29),te 


nuto conto eventualmente delle (31), quando le dEéj siano, però, quel- 
le che competono all'atto di moto del sistema. Le quantità dz; coinci 
dono, cioè, con le \Egdt e i vettori dP con i vettori vdt, essendo 

Vv la velocità di 1) all'istante t.) pa quanto è detto, risulta eviden 


te che lo spostamento possibile. si può definire come uno spostamento e- 


_____ 


lementare in cui, però, le velocità dei singoli punti non sono in _gene- 


rale le loro velocità effettive ma  PORTERZIODRO un qua lunale insieme 


rigido il pè generale spostamento possibile è - in accordo alla [III, 
(43)] - esprimibile nella forma 


(32) dP = da +4 A QP, 


ove dQ e % sono vettori infinitesimi che soddisfano unicamente alle 
equazioni degli eventuali vincoli esterni. 
Anzi, in loro assenza, in base al teorema di Mozzi si può afferma 


re che il più generale EpSe UEMISTLO BRA rigido è uno SROStaMento 


elicoidale. 
Se il sistema è rappresentato mediante coordinate lagrangiane, qi, 
2, «-- Gy , in base alle (10), ogni spostamento possibile è esprimibi- 


le mediante l'insieme dei vettori 


N 90P dOP 


PE 
(33) (dP J= a 39h dqp E n dE ,; 


‘ove le dqy sono arbitrarie in assenza di vincoli unilaterali, mentre 


sono tenute a soddisfare a disequazioni del tipo (31) in presenza di ta 


li vincoli e a partire da una posizione di confine. 


7- SPOSTAMENTI VIRTUALI 
Si chiama spostamento virtuale di un sistema ogni spostamento infi 
nitesimo che rispetta i vincoli supposti invariabili e quali essi sono 


nell'istante. considerato. Trattasi, cioè, di uno spostamento possibile 


del sistema soggetto a vincoli fissi e coincidenti con quelli effettivi 


all'istante t che si considera. Pertanto, in uno spostamento virtuale 
il generico punto P del sistema subisce uno spostamento caratterizza- 
to dalle (28), (29), (31) quando in esse si sopprimano i termini in dt. 
Si ha, cioè, 
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è Tr 90P 
(34) gpe x 
È i>1 Oi 


Ven 


con le )sc; soddisfacenti al sistema _ 


t 54 È dg 
(35) E Fg 30 1 sa I ge 8630 
is] i=1 3 
integrato dalle disequazioni. 
r 99] r 0295 
(36) $ — ii >0 , ace I == dé, Bd 7 
i=1 dEi; nparo dE; iL 


fine. Nel caso di spo ostamenti spl rta al posto dei simboli 3, d si 
DT 


r 
userà il simbolo 9 Nel caso di un punto vincolato a stare sulla super 


ficie di equazione (1) o sulla curva di equazioni (2), identificando le 


eee ER e ini 
bei, con le coordinate del punto, si riconosce che le_ (35) si riducono 


alla equazione 


chi d£ of 


(37) ag > gg a gi 


nel primo caso e al sistema 


d£3 Chf] af, 

DE 6xk + Era dy + "Ta è = di, 
(38) 

9£2 9£2 9£, 

Cr 6x + Cra 6y + PER é6z = 0 , 


nel secondo. 
Si riconosce facilmente che lo spostamento $P è tangente alla su 


perficie (1) o alla curva (2) nei due casi considerati) Fatto analogo 
si riscontra in una debita inter- 


pretazione delle (35) in uno spa- 


zio a r dimensioni. Per tale mo 


t+dt/ 


tivo si può dire che gli sposta- 
menti virtuali sono spostame nti in 


=————__—_—="" 
finitesimi tangenziali, AA es. ,nel 
caso del del L punto. vincolato a stare 


nel piano di equazione (3) sono spo 
stamenti virtuali gli spostamenti 


Fig. 5 ortogonali all'asse delle z [6z = 
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= 0]. Nel caso di un punto vincolato a stare su una circonferenza di 


centro fisso e raggio crescente nel tempo, la Fig. 5 mostra chiaramen- 


te l'esempio di uno spostamento possibile e di uno virtuale,.all'istan 
te (it, 


Se il sistema è rappresentato in coordinate lagrangiane q}, Q2, 


»-- Wyr in base a (10) e con l'eventuale aggiunta delle (MÒ), gli spo- 


SE 


stamenti virtuali si caratterizzano differenziando le equazioni. (10), 


(17), con l' avvertenza di trattare il pe t come un parametro fis- 
so. Si ha, pertanto, | 


(39) sp = = soit... +57 5 - 


Le componenti X. Y, Zz del vettore P. sono espresse, in base 


a (39), da 
Z N dX N dy N dz 
(40) éx= £ —— 6$q éy = I — $éq (a. = % —— a » 
ix Sa e a a 


In assenza di vincoli unilaterali o a partire da posizioni ordina- 


rie, lel 5dh)_ nelle (39) , (40) sono tina; Invece, a aa da 


Idi ddi di 
3a, 6g, +00: +77 5kh> 1 (i = 12 De ces SÌ) « 


(41) 


direttamente deducibili dalle (17) pensate espresse mediante le qp, se 
SI dale i agi RR Ri di esse le prime Ss - e soltanto 
esse - sono verificate come ugua- 
glianze nella posizione di parten 
se a ; 

Si consideri, ad es., un punto 
P vincolato a stare sulla circon 
_ferenza contenuta nel piano  0xy 
con centro nell'origine degli assi 


e raggio crescente | Rt| [R costan- 


te], rimanendo nel prima quadran- 
Fig. 6 te Fig. 6), Si può assumere que 
le unica coordinata lagrangiana. 
l'angolo q di OP e Ox. Le coordinate x, y, z._ si esprimono median 


te il paratro q in base alle relazioni | 
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(42) x = Rt_cosg, y = Rt seng, z=0, 


mentre l'unilateralità dei vincolo è espresso dalle disuguaglianze 


(43) q 


w 
(©) 
< 


Qx,. Oy) sono caratterizzate dalle uguaglianze 


(44) 6x = - Rt senq Sq, é$y = Rt cosq Sq, z=0 , 


ottenute differenziando le (42) e ritenendo t invariabile. 
III ZI in citt 


Invece gli spostamenti virtuali a partire dalla posizione di confi 
Cn — — — SO enne 


ne costituita dall'intersezione della circonferenza con il semiasse por 
ne cCostrceuttAà dall'INTersez 


| sitivo delle sono tutti e soli quelli che verificano le (44) per 


q= 0, cioè, le 


lex = 0... iy = Reg,  #2=0) |: - dl a 


(45) oz = 0 


e soddisfano alla disuguaglianza 

(46) dd > 0 p 

proveniente dalla (43, 1). Anzi, il segno di uguaglianza nella (46) va 
PERESDOO IIIa far lin i L nella (46). 


escluso « PIANI AE ga 
In analogia a quanto si detto er gli n ia pasislbild, si 
PREDE, SSA = 


dnclia ‘consentite dai vincoli, sepposti “imearizhili e eo essi sono 


all'istante Ît:: considerato. Ciò si deduce subito qualora si interpre- 
tino le SE, 5qh come componenti di velocità virtuali moltiplicate 
per un tempuscolo. In particolare, da ciò,- come pure dall'interpretazio 
ne degli spostamenti virtuali come speciali spostamenti possibili - se- 
gue che nel caso di un corpo rigido libero da vincoli esterni il più ge 


nerale spostamento virtuale ha l'espressione 
(47) SP = 829 + B n19P, 


con sa B vettori infinitesimi arbitrari. Nel caso di un corpo rigido 
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con un punto fisso, 2 , vale la (47) ma 69 è nullo; se invece c'è un 
asse fisso per ©, 69 è nullo e il vettore B ha modulo arbitrario ma 
è parallelo all'asse, ecc. 

E' evidente che nel caso di vincoli indipendenti dal tempo sposta- 


menti virtuali e spostamenti possibili si identificano. 


Uno spostamento virtuale si dice reversibile se anche il suo oppo 
oceani anti 


sto_è virtuale. In caso contrario lo spostamento si dice Crrgversibile: © 
RAZZA T 


cr 


Nel caso di vincoli bilaterali ogni spostamento virtuale | è reversibile. . 


TTD st 
ilaterali, le quantità Sc; (= T; ‘page pin 


r), che definiscono uno spostamento virtuale sono tenute a soddisfare 


MEGECÌ,; Se 1 vincoli sono 


unicamente a equazioni lineari omogenee del tipo (35). Di conseguenza, 
se una r-upla di SEj soddisfa alle (35) e caratterizza pertanto uno 
spostamento virtuale, lo stesso accade per la r-upla - sE;) che defini 
sce lo spostamento opposto. Analoga circostanza si presenta se il si- 


stema è rappresentato in coordinate lagrangiane, Qi, Qa, «+..7, di» dato 


Gue le $qh__s0! sono arbitrarie in assenza di vincoli unilaterali., 


‘ad es., il vincolo bilaterale di appartenenza di un punto a una 


Si (mobile. © fissa) oa una” curva “consente solo spostamenti tan 


bordi, ecc., | che renderebbero il vincolo unilaterale). Così, sono rever 


sibili gli spostamenti virtuali di un solido con un punto fisso; con un 


asse fisso o scorrevole bilateralmente. Se i vincoli sono invece unila- 


terali sono ‘evidentemente reversibili tutti gli spostamenti. virtuali a 


partire. da BR DEA OIE + crdinezia [ma 7 non a lo sono ii quelli 


enéali pane pp a : roskian farina posizione di confine le cui compo- 
nenti (SE; o é$qp) rendono soddisfatta qualcuna delle disuguaglianze 


a le vincolano come effettiva i Gisugnaglianze; | In tal caso, infatti, 


non tutte soddisfacenti alle disequazioni caratteristiche. Ad es., nel 
esa dI a ‘punto vincolato a rimanere in una delle due regioni in cui 
una data superficie (fissa o mobile) divide lo spazio, a partire da una 
posizione di confine sono reversibili solo gli spostamenti virtuali tan 
_genziali mentre non lo sono quelli non tangenziali. 
i Nel caso di un corpo rigido poggiato su un piano sono certamente 
reversibili gli spostamenti virtuali che lasciano a contatto con il pia 


no sempre la medesima porzione. di è auperiista, quali le traslazioni pa- 
20 SS REO 20 
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(cioè, gli spostamenti rigidi piani, infinitesimi, paralleli al piano 


di appoggio). Sono, invece, irreversibili, generalmente, quegli sposta 


menti virtuali che causano il distacco (© 1 attacco) di punti del cor- 
Vi I 


Do 


po già a_contatto con il (già. distaccati dal) piano a' appoggio.| Esisto 


no, però, casi di eccezione a tale eventualità come, ad es. % | quello di 


un cilindro o di una sfera a contatto con un piano. 


FOX = 
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CAPITOLO IX |! 


/BARICENTRI. 


1- INTRODUZIONE DEL CONCETTO DI MASSA — DENSITA’ 

Accanto ai concetti di tempo è fondamentale per lo sviluppo della 
Meccanica razionale quello di massa. Questa rappresenta un carattere in 
trinseco dei corpi che accompagna quello di estensione e riesce indipen 
dente dal loro stato di moto.\Naturalmente, intendiamo riferirci alla 


{Meccanica_classicalove - a differenza di quella relativistica - la mas- 
sa è ritenuta assolutamente indipendente dallo stato di moto dei corpi 
e da ogni variazione della loro forma,\ temperatura, ecc. Sino a che si 
studia il movimento puro dei corpi (Cinematica), prescindendo completa 

_mente dalle cause che lo producono, il concetto di massa non è essen- 
ziale e per tale motivo non è stato necessario introdurlo nei Capitoli 
precedenti, tanto che nei vari schemi fatti per rappresentare i corpi 
naturali si è tenuto conto solo delle loro proprietà geometriche. Non 
appena, però, si vuole collegare il movimento dei corpi alle cause che 
su di esso influiscono (Dinamica), quel concetto interviene in modo es- 
senziale e bisogna tenerne conto nello stabilire lo schema ideale dei 
agli schemi enunciati nel primo numero del capitolo precedente aggiun- 
gendo ad ognuno di essi l'attributo di massa. 

| Così per punto materiale intenderemo un punto dotato di massa (mas 
sa concentrata), per sistema particellare un insieme di n punti mate 

‘riali\ 

L'osservazione diretta porta ad attribuire alla massa di un corpo 
un valore ,\ nel senso che ad essa si può associare un numero che ne dà 
la misura, dopo che si sia stabilita, convenzionalmente, una massa uni 


A s : 7 O cc; 712°, P vi pa en 
taria, e a ritenere valida la proprietà additiva: la massa corrisponden 


‘iparti. 
Sicchè, se mj indica la massa del generico punto, Pj, di un si- 


“ 


stema particellare, la massa, m, dell'intero sistema è espressa da 
(1) mes È mj » 


Sempre in base all'osservazione diretta si deve inoltre ritenere 


che il valore della massa di un corpo è misurata da un numero positivo. 
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—Tali requisiti del. concetto di massa.portano a completare l'idea 


di sistema continyo già introdotta in (VII, VIII, n. 1) definendo or- 


n piera sc ; 
mai come sistema. materiale continuo occupante la regione Co, sempli 


cemente, sistema continuo C_, un sistema la cui estensione interessa 


la regione. v-R dello spazio. e tale che ogni sua porzione, c, sia dota- 


ta della massa De esprimibile in base all'uguaglianza 


(2) mo = f. vec i 

Re E 
essendo ‘n (P) una funzione Cep e e limitata del punto 
P_di € , indipendente da .\In particolare la massa m | dell' intero 


sistema continuo è espressa da 
ra 3 i 


(3) m= J udc . 
Cc PI 
Da (2) segue (in base al \teorema della mado) psx gli integrali) 
(4) lim ce lim ff. u(@)@C = u(P) 
C+ C*D 


Cioè, lu (e)] è il limite del rapporto tra massa e misura di_c. quan 
_do ec tende a zero, | convergendo tutti i suoi punti ad un determinato 


pn 


punto P interno a _c.| 


La funzione ‘u(P) prende il nome di densità, cubica, superficiale 
o lineare a seconda che la regione --C..-abbia tre, due o una dimensione]. 


Essa caratterizza la distribuzione della massa\nella regione ‘occupata 


dal corpo.j Se la densità è costante il corpo si dice | jgmogeneo. \ In tal 


caso la massa-di_ogni sua parte è proporzionale al Zalume, come mostra 


la (2) che si riduce a 


(5) \ mo = uc), 


mentre la massa dell'intero sistema continuo è espressa da 


(6) im= uc \ 


In accordo con (2), (4) si può ritenere (trascurando inessenziali 


infinitesimi di ordine superiore) che la massa di una qualunque porzio 
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ne piccolissima c circostante a un punto P di € ove un è conti- 
nua è espressa da ;lic.l In particolare,) vdC esprime la massa corrispon- 
dente al volume dC. 

Nel seguito, con la denominazione elemento di materia ci riferire 
mo ad una porzione piccolissima (in particolare all'elemento di. vor 
lume) di un sistema continuo e ai fini del suo movimento lo penseremo 
come puntiforme e occupante la posizione di uno qualunque dei suoi pun 
on DA 

Indicando con c il volume corrispondente ad un dato elemento di 
materia la sua massa si può ritenere espressa da (5) e si deve pensare 
indipendente dal tempo (come quella di una qualunque porzione finita di 
C) per il principio fisico di invariabilità della massa, universalmen- 


te ammesso nella Meccanica classica. Si deve cioè supporre 
due _ 
(7) an 10 - 


In seguito (XI, n. 1) saranno precisate meglio le conseguenze ana 


litiche di tale principio di invariabilità. 


Avvertiamo che gli sviluppi del presente capitolo e dei due suc- 
cessivi prescindono sostanzialmente da un qualunque significato fisico 
del concetto di massa. Basta attribuire ad essa il significato di nume 


ro positivo, associato al punto o al sistema, soddisfacente alla pro- 


Solo in Dinamica (Cap. XIII) il concetto di massa apparirà sotto 
aspetto fisico. 


24 BARICENTRO DI UN SISTEMA PARTICELLARE O CONTINUO 


Si chiama baricentro di un sistema particellare il centro di un 


qualunque sistema di.vettori paralleli, concordi e di modulo proporzio 


nale alle masse, applicati nei punti del sistema. | 


Basta ricordare la (I, 101) e denotare con mj la massa del gene 
rico punto Pi del sistema particellare e con G il baricentro, per- 
chè dalla definizione data discenda subito 

(8) OG = z mj OP; , 
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ove m è la massa del sistema, espressa in base a SE 10% o un qualun 
rc SE TRI RA ee eni 


que pda di riferimento. 
"TIA pete dice inter 


Xe: Yer Za del baricen- 


tro rispetto ad una qualunque terna di riferimento. Le-loro. espressio- 


De” (8) si ricavano subito le coordinate 


ni. sono 


(9) X_ > o O MiXi rr Yg 5 = Mii , Zg > mizi - 


Nel caso di un sistema continuo occupante la regione € ES bari- 


centro si definisce è mediante. un passaggio al limite. \si divide € in 


un qualunque numero, vy}_d di regioni parziali c ec SI n Mv) °) e in 
ognuna di esse si considera un punto BI r_(i/5 1,2, 0, ala scelto 
a piacere. Si considera il baricentro i GRA del sistema particellare. co 


stituito dai v punti scelti, dotati ognuno della massa corrispondente 


alla regione parziale a cui esso appartiene. Sil fa, tendere ad infinito 


Vv facendo simultaneamente tendere a zero ia massima corda di ognuna del 


le ai, ] ci), e ) RES parallelo cl) tende a una posizione limi 


te, G ò da st assume come baricentro del sistema continuo. 


Gi esistenza e l'unicità del limite di AA, si giustifica osservan 
do che, essendo la massa di da, (E = 14 25 cap VM) [Vedi (2)]» espres 
sa da 

(Gs È 
(10) de UAC 4 (ci 2 ser VÌ è 
(v) 
equivalente a 
(11) ne ai o, poli ih; 
con pl) unto convenientemente scelto entro cl) (teorema della me- 
£ P e re se 
dia), si ha, in base a (8) 
Vv 
(12) oo? 1 pl) gf09pl0) 
mi. i i $ 
i=1 
Essendo 
09: RO), 0 (v) 
(13) OP; a OP} + Pi Pi 


la (12) diviene 
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q ‘ v È A 
(14) oc) = 1 E u BO) cop), (E, ap a gio 


i 


da cui segue 


Vv 
lim oc) = 1 lacn > ae ag 4 
V+o Losi i=1 
(1.5) Ò + 
5 = (Vv) Cv) 0) 60 
dd i 
Al tendere di.v_..ad infinito e delle at a zero, si ha 
ù (v), (0) 300) 
(16) Lim * ul(Pi 0) es” OP; = u(P) OPAC , 
v+o i=1l E 
mentre risulta, invece, 
Vo El) (00) 50) p(V) 
(17) lim % gg Pos 25° Boro ny 


v+o i=1 


per il fatto che il modulo di E cd non potendo superare. la mas 
Ta. ta 3a) pie); 
RI" 


LIRE 
sima corda di tende a zero insieme a 


* È SE 
‘Da (15), (16), (17) segue, in definitiva, 
i (v) 1 Ì 
(18) OG = lim OG =|— uOPAC . | 
V+o m (CSR 


(v) 


Rimane così dimostrata l'esistenza e l'unicità del limite di G° 
La. .(18) definisce. la. posizione del baricentro, G, del sistema continuo. 
Le sue coordinate rispetto ad un presupposto sistema di riferimento si 


ottengono proiettando la (18) sugli assi, Esse sono 


1 


1 1 
(19) Rel j UZdC Te" [. uydC , Saw / uzde . 
G C #6 


Nelle (18), (19), m si deve pensare espressa in base a (3). 


- 


Se il corpo è omogeneo. da è costante e può essere scritta fuori 


degli integrali che compaiono nelle (18), (19). 
i Tenendo conto che in tal caso la massa è espressa da (6), le (18), 


(19) si riducono a 


(20) 06 = 2 Il OPAC 
c 
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sd a 
(21) Xe 3 © il xdCc , Ve 


1 
ydG », 2 È f ZAC 4» 
. di E G 


In questo caso G si suole anche chiamare baricentro della regio 


ala 


ne C considerata | In questo senso si suole parlare del baricentro di 


un tetraedro, di un triangolo, trapezio, _LCCA 
ri e SS WI O TI ISRURIOA 


OSSERVAZIONE I - Si tenga ben pre l'indipendenza « di 6 _ dalla scel) 
[ta di di 0.) Nonostante ciò derivi da una re i rei dei centro di 


e a STRO] 


n 


Con riferimento ad un sistema particellare, supposto che in i 


spondenza ad un punto 0) diverso da O sia (6) il baricentro, la 
(8) dà 


(22) mo 'G' = 4 mj0'P; 


(n) 
] 
- 
È i 
va 


Sottraendo la (22) dalla (8) si ottiene 


n ; 
(23) m(OG —- 0'G') = I m;(0P; - O'P;) n 
i=1 
Essendo OG 
(24) 0'G*=\0'G + GG'i, ]oc - 0'G = 00}, OP} - 0'P; = 00", 
da (23) segue 
n 
(25) moo' - mGG' = X mj00' = mo0'!' , 
i=1 
la quale implica 
(26) 66' = O 


e quindi G' coincidente con G. 
Analogamente si giustifica. l'indipendenza da PR del baricentro 


di un sistema continuo. 
___———TT((em—m——r— 


OSSERVAZIONE II - Da (8), (18) seguono subito le formule 


(27) lx mjGP; = 0} 
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3 PROPRIETA’ DEL BARICENTRO DI UN QUALUNQUE SISTEMA MATERIALE 

Enunceremo alcune proprietà del baricentro di un qualunque siste- 
ma materiale e le dimostreremo facendo uso delle formule relative ai si 
stemi particellari. 

Risulterà evidente che le stesse dimostrazioni si mantengono va- 
lide, salvo semplici evidenti modifiche formali dovute alla sostituzio 
ne delle sommatorie con gli integrali, nel caso di sistemi continui. \ 

a) Se il sistema è contenuto in un piano, n , il suo baricentro ap 
partiene at . 

Infatti, assunto come piano xy sono nulle le coordinate _z; 
di tutti i punti del sistema. Di conseguenza è nulla la coordinata zg 
di G [vedi (9, 3)]. 


b) Se il sistema è contenuto in una persa di piano T delimi- 


tata da una curva chiusa. convessa, Di si il suo > baricentro appartiene al 


campo delimitato da ACI 
cene Vga DE Bal 


Assunto (m. come piano xXy, risulta nulla Ze) S Se in DIL: LL asse Y, 


è tangente. alla curva in un suo punto, Q), e l'asse x è orienta- 


to verso il semipiano Xy__che contiene il sistema [si tenga presente 


che £ è convessa (Fig. 1], ognu 


no dei punti del Sistema ha coor- 


dinata xi > 0° [solo la x di Qi 
è nullal. Risnita di conseguenza 
positiva la XG. vedi (9, 1)] .Cioè 
il baricentro si trova rispetto al 
la tangente ad £ in 0Q;} dalla 
stessa parte in cui si trova il si 


stema. Questo fatto verificandosi 


rispetto ad ogni tangente ad &£,si 
Fig... 1 deduce che G è interno alla re- 
gione delimitata da L. 


x 


c) se il sistema è interno ad un cagnenta di retta di estremi. A, B 


il baricentro è interno al segmento “AB. 13 


Assunto tale segmento come asse x con l'origine in A e verso 


concorde ad. AB , tutti i punti del sistema hanno nulle le Mia zj men 
tre hanno positive le xj (solo A ha la x nulla). Di conseguenza 
risultano nulle yg, Zg, mentre Xg è positiva (9, 1). Ciò vuol dire 
che G appartiene alla retta AB e si trova rispetto ad A dalla stes 
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sa parte di B . Per Pagione analoga _G deve stare rispetto a B dal 


In particolare, il baricentro del sistema costituito o da una cop- 


pia di punti materiali P, _P' è interno al segmento PP' « e lo divide in 
parti inversamente proporzionali alle loro masse..| le n FP pr 
sono uguali, G coincide con en punto medio del segmento PP'. Tutto © 
ciò risulta anche dalle proprietà del centro di due vettori paralleli e 


Se le masse di 


concordi a he 26), 


cie chiusa convessa o anche il suo baricentro è interno n a queta ni re- 
TITTI IRRITANTI RIT TIT ri tree re etna 


gione. 


mina mn 


Infatti, assumendo il piano xy tangente a_o in un suo punto 


O; e l'asse z orientato verso il semispazio contenente 0, tutti i 


punti hanno la z positiva. Di conseguenza (9, 3) risulta zg > O.Ciò 


“vuol dire che G sta rispetto al piano tangente a o in Q; dalla 
stessa parte in cui si trova o. Valendo ciò per ogni punto Q5; di 0, 


si deduce che G è interno alla regione delimitata da o. 


e) Proprietà distributiva: se si divide il sistema C in n st- 
O esi 


SR CAI 
stemi parziali ci, C2, «00.0, C7 1 suo artcentro coincide con _quel- 
RZ A n 


lo dei baricentri G), Ga, i G di Ci, C25°..C— quando st attribui 
(1), m (2) sc m 09) di 5° 


Cls C2, «-.r 


scano ad essi le masse m 


men (ages di po ca sen cd a: 


Infatti, è, in base alla (8) applicata al sistema parziale c, , 
2 aaa e 


Dr 


(29) ml”) 06- = sr mioPj , (r=1,2,..., î) 


i=1 


“ 


ove la sommatoria è estesa alle n, masse appartenenti a c,. 


Da (29), sommando rispetto ad Y, si deduce 


n ta) n 
(30) z m OG, = I mjOP; 
r=1l i=1 
che, in base a (8), porta a 
n 
ZA (©). 
(31) pes E OGr |, 


il che dimostra la proprietà enunciata dato che m_ coincide evidente- 
mente con la somma di tutte le _ mi). 
f) Piani diametriali: un piano Ta si dice - rispetto ad. un dato 


sistema materiale _C - piano diametriale coniugato ad una determinata 
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direzione, i <MSPRBIO (MEO punti di Cc non appartenenti @ TT SÉ possono or- 


dinare in coppie. 5 PD di uguale massa e tali che i1 segmento Le sta 


parallelo ad r e dimezzato da nq. Ogni piano diametrale contiene ti 


ceca 


baricentro. | Infatti, per la proprietà distributiva, G coincide con_il 
baricentro dei baricentri dei sistemi parziali costituiti uno dai punti 
di € appartenenti a_t , gli altri delle varie coppie di punti P, BI, 
quando si attribuiscono a quei baricentri le masse dei rispettivi siste 
mi di cui essi sono baricentri. Dato che ogni coppia di punti P, P' ha 
il suo baricentro su t [proprietà c)rin finel, ne segue che G coin- 
cide con il baricentro di un sistema di punti tutti appartenenti Pu T_ e 
quindi appartiene a_ r\ [proprietà a).le 
"Bi dice piano di simmetria, per un dato sistema materiale € un 

piano diametrale - rispetto a € - contiugato alla propria direzione or 


togonale. 


4- BARICENTRO DI UN TETRAEDRO 
Il baricentro di un triangolo coincide con la intersezione delle 
tre mediane e dista da ognuno dei vertici dei due terzi della lunghez- 


za della mediana uscente da; quel, 


vertice. 

Infatti ognuno dei tre piani or 
togonali al piano del triangolo e 
passante per una sua mediana è pia 
no diametrale coniugato alla dire- 
zione di uno dei lati a quindi Gco 
incide con l'intersezione delle me 


diane. D'altro canto (Fig.2) si ha 


(32) |aN| =|NG| = |GL| 
e quindi 
(2) 
(33) |aG| ='3)|ALl ni Cadd. 


Il baricentro di un tetraedro si trova sulla congiungente di ognu 
no dei pr Sg con il baricentro della faccia opposta e dista dal ver- 


tice dei 35 dell'intero segmento congiungente. Invero, ognuno dei piani 


passanti per un dato spigolo e per il punto medio dello spigolo oppo- 
sto è coniugato alla direzione di quest'ultimo e contiene quindi G. 
Cioè, detti G' e G" i baricentri dei triangoli ABC, BCD (Fig. 3) e 
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Figo 3 


tro di un triangolo, segue 


(34) |Mc'|] = 3 Jam], |me"] 
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il baricentro del tetraedro 


appartiene al piano del tri 
angolo AMD e a quello del 
triangolo BDN e quindi al- 
la loro intersezione che pas 
sa per D e G', dato cheta 
li punti appartengono ad en 
trambi quei piani. 

In modo analogo si rico- 
nosce che G appartiene al 
con. G", 


G è la 


la congiungente A 
ecc. Di conseguenza 
intersezione dei segmenti 
AG", DG'. 

Inoltre, dalla proprietà 


sopra enunciata del baricen 


1 
sal i.) 


e quindi, per la similitudine dei triangoli MG'G", MAD, 


(35) |c'e"] = 3 Jap] 
Infine dalla similitudine dei triangoli 
[c'e]  |ee'| 
(36) 551 = T65 
che, in base a (35) ,porta a 
IRE 
(37) |ee'] = |DG| 
da cui si ottiene 
È 
(38) DG] -i |DG' | 


Analogamente per |AG"|, ecc. 
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e, 
D+ TEOREMA DI GULDINO 


Enunceremo e dimostreremo un teorema utile per il calcolo dei vo- 


luni dei corpi di.rotaziona, 
(Ti Cet Corp_tà. 


Sia ‘c’: un'area piana, GS Il suo baricentro e r una retta del 


suo piano. che non la attra 


versa. Sussiste il teorema 
di Guldino: il volume gene 
rato da 0 per una sua ro 


tazione di angolo n 


torno ad r è uguale alla 
lunghezza dell'arco di ein 
conferenza descritto da _G 
moltiplicat a per l'area di 
Moi _qrea at 

Du Ber dimostrarlo assumia 
mo come piano xy il pia- 


no da cui o inizia lasua 


Fig. 4 rotazione con l'asse y co 

incidente con r (Fig. 4). 

La coordinata XG del baricentro di o (pensata nel piano xy) è 
espressa [vedi (21, 1)] da { 


(E 


sd \ 
(39) << Bl” / ray Va 


Invece il volume dv, generato a causa della rotazione dell'ango- 
lo (a di o intorno all'asse delle y da un rettangolino di o con 
lati paralleli agli assi x, y e lunghezze uguali a dx, dy, coincide 
con quello di una porzione di corona cilindrica di altezza dy, avente 
per base la corona circolare di raggi x, x + dx e angolo al centro a. 


Si ha pertanto, l 5 Ai 
Papa al za Ne i 


(40) dv = 3 (x + dx)2 - x2] dy = axdxdy 
trascurando, com'è lecito, infinitesimi di ordine superiore. 
L'intero volume, V, è quindi espresso da I 
Ì LI 
i iN là 
(41) V =a xdxdy | % 
i ni 7 
che, in base a (39) diviene ia n 
N saio 
live li edi 


(42) V = (CXg9 
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Tenuto conto che_ox-_misura-la_lunghezza. dell'arco di circonfe- 


renza descritto da G nella rotazione anzidetta,. la _(42) esprime il 


teorema di Galdito, Cid da A 
SCESE SIT SEO, 


\ nn RN II eno 4 
6 - MOMENTOQ.ST. Riese) 

Sia C un qualunque sistema materiale particellare. e_{Pi) il. suo 
generico punto di massa \mi\. Sia hi la distanza di P;j da una _pre- 


fissato piano n, contata i positivamente se Py si sta. rispetto a n dal- 


la stessa banda del baricentro (G) di {Cc 1 negativamente se sta da ban 


da opposta, quando G non appartenga a_n. 
Se invece G appartiene a 7 le hj si assumono positive da una 
qualunque delle due parti di n, negative dall'altra. Si chiama momen- 


to statico di rispetto a_m, la quantità. 


d 


n = o 
Ra les i 
MESI (A) ù i (mapa 4° Vi 


Nel caso di un sistema continuo, €, indicando con h la distanza del 


generico punto, P, da mm, presa con il segno fornito dallo stesso cri- 


terio adoperato per le hj , si definisce momento statico la quantità 


(44) m, = | cs ci 


Basta identificare il piano xy con t [con che le z; e z si 
identificano. con le _hj_e h] perchè la (9, 3) e la (19, 3) portino,in 
base a (43), (44), a 


(45) m_= Mb. 


se con ho si indica la distanza (positiva o nulla) del baricentro dal 


piano n. Segue: 72 momento statico di un qualunque sistema materiale 


rispetto ad un piano coincide con quello dell'intera sua massa conceno 


trata nel baricentro. 


i eresia IAA Ì L 


# 
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CAPITOLO X. li REI 


MOMENTI D’INERZIA 


Fr "N 
1- GENERALITA' 


ai AA 
Si definisce momento d'inerzia USI di un qualunque . sistem a parti 


cellare rispetto adi una retta r la somma dei prodotti delle masse per 


i quadrati delle distanze dei loro punti di applicazione dalla retta] 


In formule, detta m. la massa del generico punto, LA del sistema e 


È 
6j la sua distanza da r , si ha 


n 
(1) Jo roms» 
i=1 


Nel caso Cc di un sistema continuo, CC, di densità u si chiama in-\ 


— 


vece momento d'inerzia rispetto alla retta il corrispondente integrale) 


(2) J = fuerao P 


C 


ove _$ denota la distanza del generico punto P_di C da r. 


Qualunque sia il sistema, si chiama poi giratore rispetto alla ret 


n 


ta To la quantità. non negativa. 


(3) pe 48 /, 


se con m si denota la massa totale del sistema. 
Da (3) si ha subito 
(4) i = mei, 


da cui si vede che il giratore rappresenta la distanza da r a cui bi 


sogna imma ginare concentrata tutta la massa affinchè da Suo o momento 


erzia rispetto ad sia uguale a quello del. sistema) 


2 + TEOREMA DI HUYGENS 
In questo numero e nei successivi enuncieremo alcuni teoremi. vali 


di per ogni sistema materiale particellare e) continuo) ma per brevità 


ne daremo le dimostrazioni solo nel caso di sistemi particellari,risul 
tando chiaro che quelle relative al caso dei sistemi continui si otten 


gono dalle prime con delle semplici evidenti modifiche dovute alla so- 
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Teorema di Huygens: IZ momento d'inerzia di un qualunque sistema 


materiale, Cl, rispetto ad una retta, PSPni è uguale cd a quello rispetto al- 


la parallela, r_,i ad r condotta per tr baricentro di di, aumentato 


ni id nei 


del prodotto de della massa totale di “ali iper ul quadrato della distanza 


e een, | 
il momento d'inerzia di (€ .rispetto ad rg e con m la sua massa,è 
Se MUSTO oi du È SS 


ved (5) ES G+ ma? A 


In formule, denotando con d_ la distanza di (x da gl. n. 


Î 
Ù 
l 
HS 
x\ 
x 


Per dimostrare il teo 


/ 
/ 
-v 


rema assumiamo la terna di 
riferimento con l'origine 


in e e il piano. yz. co- 


prvag” {1 Go Siano Pa e 


pù capre erotica di r con 


‘Îl'asse y e la proiezione 
di Pj sul piano xy (Fig. 


i n nn n 


1). Evidentemente è 


(6) 3; = |oPi] 


Fig. 


e poichè le coordinate di 
uc — Oi scie cinni 


Q sono (0, d, O), quelle di ii. (Xj, Yjr O), segue 


(7) pij=/x% + frp — 2° 
d' (0,24 
Tenendo conto di (7), la (1) diviene La + it d 
n ‘n n i n 
(8) 4 = mi[x7 + (Yi -d)2] = z mi (x7 +92) + a? È mj > 24 : miyi - 


1 i i=1 Î kE 


1 \ 
Nel terzo membro di ue la prima sommatoria dà evidentemente See 
la _seconda. il prodotto ma° i mentre la terza esprime il prodotto 


della massa t totale per la coordinata _y) del baricentro [IX, (9, 2)] ed 


‘ è, pertanto, nulla per la particolare scelta degli assi di riferimento. 
Da (8) segue, quindi, la (5), c.d.d. 
Il teorema di Huygens si può enunciare anche per i giratori. Pre- 


cisamente, indicando con PG il giratore del sistema rispetto ad Lor 


risulta 
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(9) de 3'MG 
e quindi, in base a (4), (5), 

CINI; 2 
(10) o) = SA + a, 


Il teorema di Huygens fornisce la legge di variazione del momento 


d' inerzia quando l'asse si sposta parallelamente a se stesso.] Infatti 


fine 


iln momento d'inerzia ”, _rispetto ad una retta, TE; parallela ad. r,a 


air sad 


distanza NOIE S api 1-0 EG è data [vedi (5), S da 


(11) 3 ada + na” 
Confrontando la (11) con la (5) si deduce , 


(12) ? N = 3+ m(a'2 - 42) . 


La (5) mostra che tra tutte le rette aventi una determinata. dire- 


zione quella rispetto a cut $l momento. d'inerata è minimo è la retta ba 


ricentrale. .\ 
SRI reca 


3)}- MOMENTO D’INERZIA RISPETTO AD ASSI CONCORRENTI 
Nel numero precedente si è visto come varia il momento d'inerzia 
quando la retta, r, si sposta parallelamente a se _stessa! 


Studieremo adesso come varia auanda r cambia di direzione passan 


do do sempre _per un punto. 0.$siano CI DA y) i coseni atrettori dio ci i 
spetto alla terna di riferi 


mento che supponiamo di ori 
gine \0) e Ri. la proiezio- 


ne su. x del generico punto. 
Pi 
niamo particellare) (Fig.2). 


E! 


del sistema) (che suppo- 


(13) 47 = |oP;|?- |00;|? 


Dato che |00;| è uguale 
Fig. 2 al modulo della componente 


del vettore OPj (di compo 


nenti xj, yYj,--Z2j)- secondo la retta. r,..si.ha 
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(14) |o0;| = 


e insieme 
.|2 = x2 2 2: 
(15) |oP;| xi +Yi + #1 
Da (13), (14), (15), segue 


E — a 2 Di 2 
(16) 67 Xi + Yi + zi (ax; + BY; + Yz;) 


Da (16) si ricava, sviluppando, 


dl radi * ha 2 ad RL 
$i ig, We dp] # gi Cori) + ag [a +8%) 
(17) 
- 2aBx;y; © 2dyX;z; — 2 BYY;2; 


che conviene scrivere nella forma 


si = {(y? #28) a+ (x$ +27) La + (x +y7 ) w - 


-_ 


(18) 
- 2X;Y;08 = 2X; Z;0Y ci ne Lai ‘ ser i ì Do) € 
Per avere l'espressione di 5 in funzione di a, 8, Y, occorre in 
E ASLONO Ce op n 
trodurre l'espressione di si nella (1). Posto 
nerla_ | 


ri D' +2 > Loi P; 2 4y? 
A = 2 mi (yi +23) is Bs E mi (xj +2), C= E mj (Xj +Yj) 
i=1 i=1 i=1 
VIS, n n ni 
A'= I mjyyizi B'= L miXiZi » c'= Lia miXjYij! - 
i=1 i=1 i=1 
si ottiene 
rr cor ARR SL 
(20) (5 = Aa? + BB? + cy? «= sa! By = 2B'ay - 2C'aB\ 


L'espressione (20) di J si mantiene valida anche nel caso di un 


sistema continuo, pur di pensare BI è ecc. espresse. anzichè dalle. 9), 


da. i 


| 
A = [ u(y? +22)dC , 5 = f u(x2 +22)dC , C = / u(x2 +y2) dC 
Cc E G 


i | 
A'= f uyzdC , B'= f uxzdaC , ee i uxydC \ 
Cc C e \ 
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Le quantità [ A, B,. Rici coincidono, evidentemente, con i momenti di 


nerzia del sistema rispetto agli assi! Kr Ty z. Lo 


PALA Eccezionalmente si può annullare uno solo di essi e ciò capita se 
il sistema ha tutti i suoi punti su uno degli assi coordinati. (Esclu- 
diamo dalle nostre considerazioni il caso banale che il sistema sia co 
stituito da una unica massa concentrata in 0,.nel qual caso tutte le 
A, B, ecc. risultano nulle). Le quantità A', B', C' si chiamano mo- 
menti di deviazione o momenti centrifughi composti o anche prodotti mi 


sti. 


OSSERVAZIONE - L'insieme delle quantità hp oBy Ca A, By c' si suole 


rappresentare. introducendo un ‘operatore simmetrico, “o \a detto opera- 
dn aa SA 


tore d'inerzia. Esso, nel prescelto riferimento, ha le componenti 0jh 


definite dagli elementi della seguente matrice simmetrica |cjp|\, 


AO-C' -B' 
(22) |9;hl = - C' B - A! “ABI ala I 
i i Pilati 

- B' - A' c 


Se si denota con ]u) il versore della retta di coseni direttori a, 


18, va e si tiene conto che, in base a (I, 131), il vettore cui ha le 


| componenti espresse da Gia + 0138 Pai Gi3Y 7 Si riconosce che la (20) 


| può presentarsi, 


(23) Selog RE. 


“4 > ELLISSOIDE D'INERZIA 


Sia L uno dei due punti della retta r definiti dalla uguaglian 
za 
1 
(24) on] a, 
Y3 


In base a (24) le coordinate di L sono 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


| q 
165 
3 $ 
FAY 
x = |OL]| « = 0/49 / 
si phrrcrgi 7® |&] # = 8/43/% 
P s E icrani 
A 
a : z= |oL| y= y/V3 } 
da cui segue 
(26) ubrAI x, Ty, MA. 
Sostituendo le espressioni (26) di oa, £8, Yy nella (20) ed elimi 


nando nei due membri il fattore comune 3, si ottiene ) 


Ax? + By? + Co - 22! "pae > - 2B' xz - e de xy = 5% 


È 


(2:7)) 


La (27) rappresenta il luogo dei punta L al variare della dire- 


zione della retta | {FÀ } sempre. uscente da 0. | Tale” luogo ‘è un ‘ellissoide 


_—roiciete srterazia —_—_T__________—_—__ 


come si deduce as fatto che la quadrica di equazione (27) ha tutti i 


suoi punti reali al finito [vedi (24)] per di» 0. | 


Alle conclusioni di cui sopra fa eccezione il solo caso che il si 
stema abbia tutti i suoi punti su una retta ‘uscente da 0.: Escluso ta- 


le caso, in cui il luogo dei ‘punti dl ‘cilindro, l'ellissoide de- 


scritto da L al variare di r si chiama ellissoide principale d'i- 


lic ri TAPOIR Ie 


nerzia relativo al punto O ‘0 semplicemente ‘ellissoide d'inerzia re- 


lativo ad 0. Esso, naturalmente, gode della } proprietà che il momento 


a' inerzia. del sistema rispetto | ad una retta r passante per il suo 


centro o è espresso, come mostra(1a) (24), dal 


(28) La 3 ; 
} |@L|? 


ove L è una delle due intersezioni dell'ellissoide con la retta r. 


 L'ellissoide principale d'inerzia relativo al Dino ig ini 
il nome di ellissoide centrale d'inerzia o, semplicemente ellissoide 
_——rr———_—rr-T:--x=x K-Tt.S5 KE ;7}à%T|T)wYyvyvv%yv Mm 


centrale. 
Ognuno degli assi di simmetria dell'ellissoide principale (centra 


le) d'inerzia si chiama asse principale (centrale) d'inerzia. Se tali 


assi si assumono come assi di riferimento l' pene SIA si riduce a 


4 forma canonica e diviene , 


(29) Ax? + By? + Cz = 1, 
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ove A, B, C sono i momenti d'inerzia espressi ancora da (19), (21), 
rispetto agli assi principali (centrali) d'inerzia. e.si chiamano _momen 


ti principali (centrali) d'inerzia. 
NS alii 


risultano, pertanto, nulli se 


I momenti di deviazione A', B',C! 


gli assi di riferimento coincidono con 


gli assi principali. (centrali) d'inerzia . e da (20). si semplifica in 


(30) 


Li 


Se invece uno solo degli 


inerzia si annullano solo due 


da note proprietà delle quadriche a centro. Ad es., 


Aa? + B82 + Cy2:. 


' 
assi di riferimento è asse principale di 
dei momenti di deviazione come risulta 


se l'asse x è as 


e c'. 
Si dice che rispetto ad un dato punto 0 


se principale d'inerzia risultano nulli B° 


giroscopica quando l'ellissoide principale d'inerzia relativo ad O è 
rotondo. 


de e anche asse principale d' inerzia. Così pure sono assi principali 


d'inerzia tutte le rette del piano ortogonale per O all'asse di rivolu 


zione. Assunta una qualunque coppia ortogonale di tali rette come assi 
xy e l'asse di rivoluzione come asse z la (29) diviene A 
(31) ‘A(x2 + y2) + Cz? 


Il 
ra 
“ 


risultando necessariamente 


(32) asd, # ba 


pi b 


per il fatto che l'intersezione del piano xy con l'ellissoide è una 


circonferenza di centro 0. 


chiama giroscopio se il suo ellissoide centrale d'i- 


Un corpo si 


nerzia è rotondo. L'asse di rivoluzione si dice asse giroscopico. 


Denotando con i giratori rispetto agli assi x, y, Z 


Pxr Pyr Pa 
in base a (4) 


risulta, 
(33) A =mp7 , B=mo2 , C= mo? 
e la (30) da 


2 = sia2 272 2,2 
(34) pesi pg + agb” + for 
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5 — ALCUNI CASI PARTICOLARI 

Conviene tenere presente le proprietà seguenti valide per ogni si 
stema materiale ma che per brevità dimostreremo solo per i sistemi par 
ticellari. 

a) se m è per un dato sistema materiale piano di simmetria, la 
normale e m în ogni suo punto O è asse principale d'inerzia dell'el 


lissoide dA in relativo cadi Mi Infatti, assunta la normale in o a 


—="e re i ue aio 
(I) e le z_ Comedia si ipo E contrario, Di conseguenza [vedi RENE 
‘si annullano a', EUG e la forma assunta dalla (27) mostra che il piano 


xy è piano di simmetria per l' ellissoide d' inerzia relativa ad ol e 


Na iePoo 
quindi l'asse z asse principale d'inerzia. 


b) l'intersestone, fxj di d due piani di simmetria n, n' è asse 


pr tncipale d'inerzia per ogni suo i Infatti le normali fi, n° wa 


Îs T' in (0) sono assi ‘principali d' inerzia. Di conseguenza lo è r, 


essendo ortogonale al piano di n, n'. 
i c) se i due piani in, hu x} del caso b) non sono ortogonali l'ellissoi 


de principale d'inerzia relativo ad ogni punto 0, della loro interse- 


Î 
zione, r, è rotondo intorno ad r. Infatti in tal caso l'ellissoide prin 


‘cipale d'inerzia rispetto ad ogni punto di Y ammette come assi di sim 
‘metria le normali a fr) e fr] e non essendo queste ortogonali esso deve 
essere rotondo intorno ad rr. 

aaa 17 se un corpo ha rispetto ad un suo punto O struttura gosoRAnpE 


ca e l'asse l'asse di ri rivoluzione, (CH dell'ellissoide d'inerzia relativo ‘ad’ "0 


Segr _—— T ——"%x 


passa per sms uan Ci bartoentro, ( G, esso è un giroscopio ‘e il suo asse giroseo= 


pico coincide con a. Infatti, assunto «a come asse z risulta 
(35) Deb: vp 
e insieme 
(36) A'=B'=C'=0. 
Si consideri la terna, T, di origine G e assi x, y, Z paralle- 
li e concordi a quelli della 7 = Oxyz. 
Evidentemente si ha, per ogni punto, 
(37) XxOs} YET, z= 2 Za? 
se Z6g denota la coordinata z di G rispetto alla 7. 
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Denotando con A, B, ecc. i corrispondenti di A, B, ecc. relati- 


vi al punto G, si ha, in analogia alle (19), 


(38) A = 


Il mp 


Pa) ne) 
mj (Yi + zi) r SEGG 


Tenendo conto di (19), (37), da (38) si ottiene 


n 
S "a 
A=A+ mzo 26 E mizi oo 
i=1 
n 
(39) B= B+ mzà - 2z6 x my è» 
131 
cet, 
2 n 2 n. si 
(40) n'a ay ta Mit » Be B'-e, £ mu. Cet, 
de i=i 


Tenendo presente che le coordinate x, y del baricentro sono nul 
le, si vede, in base a (35), (36), (39), (40), che è 


(41) A=B, A'=B'=C'=0, 


Le (41) mostrano che l'ellissoide centrale d'inerzia è rotondo in 
torno all'asse delle z , c.d.d. 

e) Per un giroscopio è rotondo l'ellissoide principale d'inerzia 
relativo ad ogni punto O dell'asse giroscopico. Assunto questo come 
asse z e due terne come nel caso d) si dimostra subito che dalle (41) 
seguono le (35), (36). 

£) ogni corpo omogeneo e rotondo è un giroscopio. Infatti, l'ellis 
soide centrale d'inerzia ha infiniti piani di simmetria costituiti dai 
piani meridiani del corpo ed è quindi rotondo [proprietà c)]. 

Si badi, però, che non ogni giroscopio è un corpo rotondo. Ad es., 
si riconosce subito che un cubo omogeneo è un giroscopio pur senza es- 


sere un corpo di rivoluzione. 


6 — SISTEMI PIANI 
Un sistema materiale € si dice piano se tutti i suoi punti appar 


tengono _ ad un medesimo piano---m. 
Il baricentro di Cl appartiene [IX, n. 3, a)] a che costitui- 
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sce, evidentemente, un piano di simmetria di C Di conseguenza In. Di, 


proprietà a)] ogni retta, r , ortogonale "a T è des spoinae d'iner 


zia rispetto alla sua intersezione O, con T e gli altri due assi 


principali appartengono a tm. 
Se si. sceglie la terna di riferimento assumendo come_asse_. z. -13 


‘ normale in o am e come assi {xy due qualunque. rette ortogonali di 


pm uscenti _da 0, le (19) | divengonoff 


x = 2 
i n: a) 
(42) B= pgrmixff C=#5 m(x vef P 
iS : ‘i=l 
= i n & 23 
(43) A'=0, B' = 0 , | C'= ix Lv , 


nel caso che il sistema sia particellare. Se invece esso è continuo,per 
le 0 si ha 


(44) A f.uviac i B = f. vuac a © fava + y2)dC , 
G 6 (e 


(45) D'a GG, BS0., © lag: 
“C 
In ognuno dei due casi si ha, pertanto) A, g e DE o — 
(46) / C=aA4+ BÈ; : È, Mia SEM 
[enna 5 : ; 


La (46), dato che gli assi x, y sono due qualunque rette ortogo 

passi pra sa i lf 

nali di { | uscenti da 0, mostra che il momento d'inerzia di un si- | 
stema piano rispetto ad una retta ortogonale al suo piano è uguale al- I] 


ta somma dei momenti d'inerzia pispetto a due qualunque rette ortogona 


li contenute nel piano e passanti per l'intersezione della retta con nil] 


piano stesso. Insieme alla (46) vale l' uguaglianza corrispondente per di 


e 
oo ay 


i giratori, } YO 
(47) 0) 


Assunto none sistema di riferimento gli assi principali d'inerzia, 


il momento d' inerzia del sistema rispetto ad una retta del suo piano 


passante per l' origine degli assi e di coseni direttori a, 8 rispet- 


to ad x, y è espresso, in base a (30) [y= 0], da 


(48) J= AG? + BB2 
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e il giratore [vedi (34)] da 
(49) o? = pia? È 0? 82 » 
) 
= ì 
D- UNA PROPRIETA’ DI MINIMO VID) 


Termineremo questo breve capitolo segnalando una proprietà di mi- 


nimo atta a caratterizzare il baricentro di un qualunque _corpo materia 


le. i 

Si supponga che un dato sistema materiale subisca una rotazione di 
ampiezza è attorno a un asse di versore u \che lo porti da una con- 
figurazione C* a una "contiturzzione TEN Riano P* e P punti corri- 
spondenti di C*, C e yj le coordinate di P* rispetto a una terna 
trirettangola levogira 7*, avente l'origine O in un punto dell'asse 
di rotazione e il suo terzo asse (di versore c3) ad esso parallelo 
(ca =). 

Chiameremo divario corrispondente alla rotazione subita dal corpo 


la quantità positiva 
(50) ‘ {M(0)) = J i |P*P|* de. + 
i G 


E' evidente che il divario dipende da è, da u e da O ed e- 
sprime il valor medio in C* del quadrato dello spostamento subito dal 
generico punto del corpo ma tenendo conto della distribuzione delle mas 
se) (un elemento più denso conta più di uno meno denso). E' proprietà ca 
ratteristica del baricentro di un qualunque corpo la seguente: <1 bari- 


S 


centro di un qualunque corpo è « caratterizzato dalla proprietà di rende- 


re minimo il divario M qualunque sta la direzione dell'asse di rota_ 


ztone e qualunque ne sia l'ampiezza. 
Per dimostrarlo, si cominci con l'osservare che, indicando al so- 
lito con R l'operatore della rotazione subita dal corpo, in base a 


(IV, 1), sé ha 


(51) P*P = OP - OP* = ROP* - OP* 
da cui, dato che, evidentemente, è |ROoP* |? = |oP*|2 , segue 
(52) |P*P|? = |RoP*|2+|©P*|2- 2RoP* x oP* = 2 [|0P{? —- ROP* x OP' ]. 


Poichè la terna di riferimento ha il suo terzo asse coincidente 
con quello di rotazione, sussistono le (III, 32). Di conseguenza, tenu 
to conto che in base a ‘I, 131) le componenti di ROP* sono le quanti- 
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, da (52) segue 


da By 

5 P*Pp 2=2 2 ch 2: dle Z = 2 2% pui = a 2 2 Ù 

(53) |e*] [w7 #25 fx © som +90) + gi] = 201 = cosd) 7 +9) 
Introducendo l'espressione \(53)\ai |P*P|?2 nella (50) si ha, in de 

finitiva; 

(54) \M(0) -}20 - 5 0086) ia 


SaS Sr ria N 


ove A denota, evidentemente, il momento d'inerzia del corpo rispet- 
I apra | 
to alla retta passante per |0\ con direzione u (e coincide, data la 


particolare scelta degli assi, col terzo asse coordinato)). Basta allo- 


ra ricordare (n. 2, in fine) che tra tutte le rette aventi una data di 


rezione quella di minimo momento. d'inerzia è la baricentrale, per rico 


noscere, data LI arbitrarietà di u , che da proprietà di minimo enun- 


ciata caratterizza E baricentro del corpo (o = G)., 


OSSERVAZIONE - Supposto O coincidente con G, M(0) diviene minimo 


per ogni u e ogni é$ e si ha 


(55) \ me) > = NETTO - . cos$) ) 59 / (3 volta è 


ove i eta denota il momento d'inerzia rispetto alla retta baricentra- 


le parallela ad u. Sulla (55) si riconosce che, al variare di Ur M(G) 


risulta minimo per Mi - parallelo all'asse centrale di minimo x momen- 


to: d' inerzia. In altri termini: il divario risulta minimo, qualunque 


sia l'ampiezza della rotazione, allora e solo allora che l'asse di ro 


tazione coincide con l'asse centrale di minimo momento d' inerzia. 
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CAPITOLO XI 


n) ® CENNI DI CINEMATICA DELLE MASSE 


1 - CONSERVAZIONE DELLA MASSA — EQUAZIONE DI CONTINUITA’ 


Nel n. 1 del Cap. IX è stato richiamato il principio fisico di in 
corpo o di una qualunque parte non varia per effetto del suo movimento, 
qualunque esso sia. Tale principio, universalmente ammesso in Meccani- 
ca classica, a differenza di quanto avviene, invece, in Meccanica rela 
tivistica, si traduce in un'equazione, detta equazione di continuità, 
ed ha un ruolo essenziale negli sviluppi della Meccanica. Essa può pre 
sentarsi in due diverse forme delle quali è maggiormente utile l'una o 
l'altra secondo il tipo di problema che si studia. Una prima forma è det 


ta lagrangiana in quanto è direttamente riferita agli elementi del si- 


risce direttamente ai vari posti dello spazio. 


Forma lagrangiana dell'equazione di continuità. Si consideri un conti- 
nuo mobile in due distinte configurazioni | C* e C (ad es., la prima 


sià quella iniziale, l'altra quella occupata all'istante generico tt). 


Le due configurazioni sono legate dalla trasformazione (VII, 1), ferme 
restando le notazioni di quel capitolo. Siano dC* e AC due volumet 
ti (elementi di campo) corrispondenti in base a (VII, 1) e circostanti 
a punti. BS, P| corrispondenti. Dette u* e yu le densità in DE a 
le masse di dC* e AC. sono rispettivamente udC* e dC. Per il 
principio di indipendenza della massa dal movimento si deve ritenere 


(se non intervengono altre cause di mutamento della massa) 
(1) udC = u* dC * 


da ritenersi valida qualunque siano Ip», ac*), t) e comunque si muova il 
sistema. 

Basta allora richiamare il legame che intercorre tra i volumetti 
corrispondenti (VII, 24): dC = DAdC*, perchè la (1) divenga 


(2) \uD = u* 


La (2) è l'espressione lagrangiana dell'equazione di continuità. 
Essa sostanzialmente esprime che il prodotto | ub/ non dipende dal tem- 


po, nonostante sia !u, che Di dipendano, in generale, da t. Si deve 
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osservare che nel caso. di un sistema incomprimibile (o, addirittura, di 


un sistema rigido), risultando To = 1\ vi, alla fine del n. 6) si ha 
uti 1 Pertanto, durante il moto. di un sistema _incomprimibile _per ogni 


elemento del sistema la densità non varia nel tempo per effetto del mo- 


vimento. E' quanto accade, ad es., per i i liquidi perfetti (Cap. XXII). 


OSSERVAZIONE - La formula lagrangiana dell' equazione di continuità rie- 
Sei data ae: 


) sce utilissima per giustificare una regola di derivazione che capiterà 


\di usare presto e spesso.| 
In relazione al moto di un Continuo, sia data la funzione scalare 


o vettoriale, F(t), di t definita da 


(3) F(t) = [ sala 
Cc 


ove f è una funzione scalare o vettoriale delle coordinate dei punti 
dello stato attuale (cioè, secondo le notazioni del Cap. VII, delle xj) 


e di t. Sussiste la regola 


dF af 
(4) Ci Rd i de 


La sua giustificazione è immediata. Si supponga di effettuare in 
(3) il cambiamento di variabili espresso dalle (VII, 1). Per note rego 


le di Analisi Matematica risulta 
(5) F(t) "i uDEACc* . 
C+ 


Le (3), (5), data l'indipendenza da t di C*, dC*, e, in base a 
(2), di quella del prodotto uD, danno 


dn a f / af 
i RAGA V è . Ea * 
(6) ©" a uD£AC da WD = de 


Se sull'ultimo membro di (6) si effettua il cambiamento di varia- 
bili che fa passare dalle y; alle x, (e da C* a C), dalla (6) si 
ottiene la (4), c.d.d. 


I) O 
2— FORMA EULERIANA DELL'EQUAZIONE DI CONTINUITA’ 

Sia cc una qualunque porzione dello spazio interessato dal movi- 
mento del Continuo e oc la superficie che la delimita. Detta u la 
densità del generico punto A di c (cioè, dell'elemento del Conti- 
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nuo che nell'istante t che si 
considera transita per A) essa è 
funzione delle coordinate x; di 
A e di t. La massa di un volumet 
to. dc circostante ad A è espres 
sa da udc. La sua variazione nel 
tempuscolo dt a partire dall'i- 
stante t è, evidentemente ,espres 
sa da du dc, ove il differenziale 
du va fatto variando solo la t. 
Ne segue che nel tempuscolo dt la 


massa contenuta in c varia della 


Fig. 1 quantità 
du 
(€79 dm = du dc = dt ES de | 
E È 


Un diverso modo di valutare dm si può avere nel modo seguente. 
Sia e la velocità dell'elemento che nell'istante t transita per il 
generico punto A; di o, di l'elemento superficiale di de e n il 
versore della normale interna a o. in Ag (Fig. 1). La massa che nel 
tempuscolo dt penetra (in senso algebrico) in c è, evidentemente, 
quella contenuta nel cilindretto di base do e generatrici uguali a 
edt. Il suo volume è edt x ndo e la sua massa si ottiene moltiplican 
dolo per uu. Tenendo conto di icutti gli elementi superficiali do di 


cui o è costituita, si ha, pertanto, 


(8) dm = dt | ue x ndo o . 
Jo 
Conviene a questo punto richiamare una formula di Analisi (utile 
anche in seguito), la quale, soddisfatte certe condizioni di regolari- 
tà sulle quali non ci soffermiamo, permette di trasformare un certo ti 
po di integrale superficiale in uno di volume (e, naturalmente, vice- 


versa). Essa è la seguente 


) df 
(9) fngdo = - — dc , 
= c dXg 


ove f è una funzione (scalare o vettoriale) derivabile delle x; e 
n la componente di indice s di n. 
Applicando la regola (9) alla (8), e sottintendendo la sommatoria 


da 1 a 3 quando due fattori di uno stesso termine hanno lo stesso indi 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


d 3 us 
(10) dm = dt uegnydo = - dt Z de è 
(o) c s=1 


Da (7), (10), per differenza, si deduce 


du 3 cat 
(11) let i glassuo 


1 SÌ 


La (11) sussiste qualunque sia la regione c. Di conseguenza, es- 
sendo la funzione integranda, continua e indipendente dal campo di in- 
tegrazione, essa risulta nulla in ogni punto dello spazio interessato 


dal fenomeno di movimento (e in ogni istante). Si ha, cioè 


3 9ues 
(12) =— + I = O è 


La (12) rappresenta la forma euleriana dell'equazione di continui- 
tà e riesce particolarmente utile nella Meccanica dei Continui fluidi. 
Poichè la yu dipende da t non solo esplicitamente ma anche attraver 
so le xj, la sua derivata totale rispetto al tempo si esprime nella 
forma 

du du du 
(13) ge + TRS es 
dx 
ove si è tenuto conto che è e, = ca 
Di conseguenza, la (12) diviene (I, 126), 


(14) <= bp div &= 0 
E' stato osservato al n. 1 che se il sistema è incomprimibile wu 
risulta uguale a u* e, pertanto, indipendente dal tempo. La (14) divie 


ne in tal caso 
(15) div e = 0 


e rappresenta Za condizione di incomprimibilità in forma euleriana. 


3 - QUANTITA’ DI MOTO Ì o > 
Si chiama quantità di moto di un punto, P; di massa m e veloci- 
Sisti Nr de 


ed 


tà v il vettore 
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(16) q= mv. 


Si definisce poi quant tà di moto di un sistema particellare il vet 


tore 
Mi x 
(17) Q3 I mv; 


Evidentemente Q rappresenta il risultante delle singole quantità 


di moto, m;v; , dei punti del sistema. 
In accordo con il fatto che udc esprime la massa di un elemento 
infinitesimo dC di un sistema continuo C, si definisce quantità di 


Sa 


moto di quell'alenentò il vettore infinitesimo 


(18) dq = uv dle e, 


ove v è la velocità di un qualunque punto di dC . 
Ne deriva che per quantità di moto di un sistema continuo si deve 


intendere il vettore 


(19) Q= [ uv de . 
Cc 


Si pensi l'intero continuo. .C. diviso in porzioni c;j e siano uj; 


e Vi densità e velocità in un punto di lo;.j In base a (19) si ricono 


sce che, nel caso di un sistema continuo, © rappresenta il limite a cui 
tende il risultante dei vettori UjViCi © che, se le c;j sono piccolis 
sime (elementi di materia),possono interpretarsi (a meno di infinitesi- 
mi di ordine superiore) come quantità di moto delle porzioni cj di C- 


al tendere ad infinito del numero delle cj e a zero della loro massi- 


ma corda. Nel seguito capiterà spesso di considerare limiti di somme di 


termini del Regni Bgfgpa ia ove |fj| è una quantità scalare o vettoriale. 


In ogni caso che si presenterà chiamaremo piccolissime le cj  intenden 
vetri oi n . acerra. 
do di riassumere in tale termine la giustificazione del ‘significato at- 


+ribuito _di volta in volta alle uific i | Si osservi che dall'uguaglian 
za (IX, 8) 


(20) x mjOP; = mOG , 


i=1 {= 


derivando rispetto al tempo e indicando con v, la velocità di 0 e 


con Va quella del baricentro del sistema, si deduce 


(21)  My(V; — v) = fe — Vo) è 
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da cui segue 
at Q= mg. i a 


Al medesimo risultato si giunge anche nel caso. di un sistema con- 


tinuo partendo dalla (IX, 18) anzichè dalla (IX, 8) e tenendo conto del 


la regola di derivabilità espressa da (4) } 


Si può dunque enunciare: ta quantità di moto di un qualunque si- 


stema materiale coincide con quella del suo baricentro pensato come pun 


to materiale dotato della ma massa dell'intero sistema. \ 


—_=—=——_—=e- 


ST 4 - MOMENTO DELLE QUANTITA’ DI MOTO | 
fee TIZI 


Si definisce | ‘momento. delle quantità di moto _Ri un sistema particel 


lare rispetto al punto (polo) ni, il vettore 


n 
(23) Kr = la TP; A mjiVi r 


ri la brcnnio Pi My Vi È: P cioè delle quantità di moto dei punti. e 7P9 


La definizione | si estende ai sistemi continui per i quali si assu 


me come momento. delle quantità di moto il vettore | 


(24) Kr = il TP N uvdC 

sa Cc 
che evidentemente rappresenta il limite a cui tende il momento risultan 
te rispetto a mi delle quantità di moto ujvjcj\, delle porzioni picco 
lissime cj in cui si può immaginare suddiviso l'intero sistema conti- 


nuo C Îu;, vj densità e velocità in un punto di cj] applicate in pun 


ir 
ti Pj di c;j, al tendere ad infinito del numero delle cj e a zero 


delle loro massime corde. 


5 — FORZA D'INERZIA 

Si chiama forza d'inerzia di un punto materiale di massa m e ac- 
celerazione a 1 vettore -ma. si 
É Il risultante delle forze d'inerzia di un sistema particellare è e 


videntemente espresso dal 
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(25) a ie- £ Mi 
L=1 
Nell caso di un sistema CORtLONO 5 C4 di densità la forza d' iner 
zia di un elemento infinitesimo dé di © LE espressa da - uAde , ove 
le determinazioni di i ed & [accelerazione specifica] si intendono 
riferite ad un punto di dC. 
La forza d'inerzia dell'intero sistema continuo è espressa. di conse 


guenza dal vettore) 


(26) pit | uadc 
C 


e denota, evidentemente, il limite a cui tende il risultante del siste 
ma delle forze d'inerzia, - ujajCj , delle porzioni piccolissime c;j in 
cui si piò immaginare suddiviso l'intero sistema luis aj densità e acce 
lerazione in un punto di cj]j al tendere ad infinito del loro numero e 
a zero della loro massima corda. 

Qualunque sia il sistema, basta derivare le (17), (19), (22) e con 
frontare con le (25), (26) per ottenere 


(27) RU = - Q=/- mag\. 


La (27) mostra che il risultante delle forze d'inerzia coincide 


icon la, forza d' inerzia del baricentro pensato come punto materiale do- 


‘tato della massa dell'intero sistema e differisce solo per il verso dal 


derivato delle quantità di moto. 


LI momento risultante rispetto ad un polo T delle forze d'iner- 
zia dei punti di un sistema particellare, applicate nei punti stessi, è 
dato da 


pe" n 
(28) (ft = TP; A Mmjaj 


e si suole chiamare momento risultante delle forze d'inerzia del siste 


ma rispetto al polo D. 


Nel caso di un sistema continuo prende invece tale denominazione 


il vettore 


(29) mim) = - Il TP.A uadc 
c 


che evidentemente coincide con il limite del momento risultante delle 


forze d'inerzia, - wu, Bi Ci ' delle porzioni piccolissime di cj, (ui, ai 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


179 


determinate in un punto di c;) applicate in punti P, di c al ten 


È Li 
dere ad infinito del numero delle c; e a zero della loro massima cor 
da. 


Derivando la (23) rispetto al tempo ed indicando con VI la velo 


cità di 7, sì ottiene, it i al 1a 

o re ne - i 
S n vd È \n 

(30) = FF Ma-gpalzn + "La Tra Amfg i 


Ù 


che, tenuto conto di (17), (22), (28), diviene 


PSE _ (0) 
(31) Kr = MA Mr .} 


Questa, nell'ipotesi che T_ sia fisso o coincidente con_.il bari- 


centro G, si semplifica in | 


(32) 


Alla stessa uguaglianza si giunge nel caso di un sistema continuo 


in base a (19), (22), (29). Si ha dunque: i? momento risultante delle 


forze d'inerzia di un qualunque sistema materiale rispetto ad un polo \ 
n 


“= o egineidente con il bart ifferisce solo per i1 verso dall 
erivato del momento delle quantità di moto rispetto al medesimo polo./ 


SA 


7 


MOTO RELATIVO AL BARICENTRO 


Sino ad ora si è supposto generico il sistema di riferimento. E' 


evidente, in base al principio dei moti relativi e al teorema di Corio 


lis (V, nn. 2, 3), che gli elementi cinematici considerati (quantità 


——_—_—_—_—_—_—__ °8O _mvyrytttTttt__— ui. 


di moto, momento risultante delle quantità di moto, forze. di inerzia, 


loro risultante e momento risultante) dipendono dalla terna di riferi 


ento. Presupposta una determinata terna di riferimento, T , si chia- 


bor cizo 


ma moto relativo al baricentro il moto del sistema rispetto alla ter- 


na, TG avente l'origine nel baricentro, G , ed assi di direzione in 


variabile rispetto al sistema di riferimento prescelto. 
Assumiamo come lassoluto il moto del sistema rispetto alla T. Il 


— 


moto di 7, rispetto a_T (moto di trascinamento) è evidentemente tra 


slatorio. Di conseguenza le velocità relative dei singoli punti, _Pj, del 


— AeTTTT5 
sistema (supposto particellare) sono espresse da  .., 


(33) i Ei = wi vii o 
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(6)) /,(6) 
Qu } Kr 


Denotando con r K 


\ \ 


le quantità di moto del sistema nel suo moto relativo al baricentro, da 
(17), (23).,e4 ha 


la quantità di moto ed il momento del 


n . 
6 1 
09 = 5 mi wi - vo), ara marie 29 
i=i 
(34) 
n 
pa E TP, AM (vi - ve) - 
l=1 
Da queste, in base a (17), (22), (23), (IX, 8), segue 
(35) oa, 
a 
(36) E'= E (Tn muo) 


Le (35), (36), come si può constatare con facilità, si mantengo- 
no. valide anche nel caso di un sistema continuo.) 
Si può dunque enunciare: nel moto relativo al baricentro di un qua 


lunque ststema materiale la quantità di. moto è nullo mentre il momento 


delle quantità. di moto. coincide con quello alte st ha nel moto assoluto 


allora e soltanto allora che 11 polo dei momenti è lo stesso baricen- 


tro naturalmente si esclude che sia Va 3 0, nel qual caso moto assolu 


to e relativo coincidono o che sia v costantemente parallelo a TG]. 


DI 


AD MOMENTO DELLE QUANTITA’ DI MOTO DI UN SISTEMA RIGIDO 


NI 


rispetto 


iii sp *? 
ad un qualunque polo (D assume una | particolare pren nel caso che il 


sistema (particellare o continuo) sia rigido.) Per determinarla riferia 


- 


moci al caso di un sistema continuo dato che questo è lo schema più co 
munemente adottato nel caso dei solidi, ma risulterà evidente la vali- 
dità dei risultati anche nel caso di un sistema particellare. Si tratta 
di introdurre nella (24) l'espressione della velocità, _ Vi _del generico 


punto di © fornita dalla formula fondamentale della Cinematica dei si 


stemi rigidi, cioè di porre. nella (24), (III, 28) 


ove vg è la velocità di un punto, 2, di C e w la velocità angola- 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


181 


re del sistema rigido. 


‘Assumendo come polo dei momenti la posizione di 2 si ha, di con- 


seguenza, 
PSP 


(38) Ko = | QP_ A uvgdC + f OP _Au(w AAP) de i - REA uVade 
c c 


Si tenga ben presente che vg e % non dipendono dai punti del 


campo d' integrazione} Di conseguenza il primo degli integrali che_com- 


paiono nella (38) si calcola. subito _portando_ cr II vettore vo. Si 


1 


ottiene, in base a (IX, 18), DA 
Pi \ 


i \ 
(39) |a uvgdC = - van f uAPAC = @NG Ava. 
go 4°, i 


Per calcolare il secondo degli integrali che intervengono nella 


(38), supponiamo di riferire Lil sistema rigido è ad_una terna solidale, 
Po: di li origine _. In base alla regola del doppio prodotto vettore (E) 


mi 12) si ha 


(40) J QP A HU(W A_QP) de = J u|op|? ac «/ UNP Xx w *QPAC 
G È CC) € 


da cui, denotando con i, ij, k i versori d della. terna solidale, con p, 
sit Cic cal 
q, r, com'è abituale nella Meccanica razionale, le componenti. secondo 


gli assi solidali di w e con vis Ver Fs dr coordinate di p secon 
e 3 


do quegli assi, segue 


dae RIE COPRIRSI 1 
J QP AuU(w A QAP)dl = Il u (yî + }£ + yi) del Tei < + gi + rk) o 
le e "SOA 
È 


(41) 
. * f u (Yip + y20 + y3r) (y;i + y21 + y3k)dc . 
TIR CIBI = A TI 


Da (41), tenendo conto delle espressioni (X, 21) dei momenti d'i- 
ES I I SIA, Sang 


nerzia, A, B, C rispetto agli assi solidali e dei prodotti misti, A', 


f AP A U(W A 8P)dc = (Ap - C'q - B'r)i + (Bq-A'r-C'p)j+ 
C 


cir n 


(42) 


ì 


+ cx = ip PAD | 


\ 


Si ha in definitva, in base a (38), (39), (42) 


la ian 


(43) / Ko = m9G vg +/(Ap - C'q-B'r)i+ (Bq-A'r-C'p)j 
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Se ® è fisso o coincide con il baricentro il primo termine del 
secondo membro di (43) è nullo. Se inoltre la terna solidale è terna 
principale d'inerzia relativa al punto ® sono nulli anche A',B',C'. 
Si conclude che con un tale sistema di riferimento, il momento delle 
quantità di moto di un sistema rigido con un punto fisso, 9, rispetto 
ad 9 , è 


(44) Kg = Api + Bqj + Crk . 


La stessa espressione vale quando ® pur non essendo fisso coin- 
cide con il baricentro. Le componenti di Kg rispetto agli assi prin- 
cipali d'inerzia relativi al punto ® sono quindi, per ® fisso o co 


incidente con il baricentro, 
(45) Ko = AP r Kg = Bq , Ro = CE 4 


OSSERVAZIONE I - Se si fa uso dell'operatore d'inerzia, c, introdotto 
nel n. 3 del Cap. X (X, 22), si riconosce facilmente che la parte che 
nelle (43) dipende da p, q, r coincide con il vettore cow. Si ha, per 


tanto, 


(46) Kg = MAG n vg + 0% + 


Nel caso di un solido con asse fisso, a, la velocità angolare è pa 
rallela all'asse. Di conseguenza assunto a come asse delle . y;% (e 9 


su di esso) si ha 
(47) pis‘ = 0 ug 0 
e la (43) diviene 


(48) ks e lia Ri oa a 


La componente di Ko secondo l'asse che, naturalmente, si chiama 


momento delle quantità di moto rispetto all'asse, è data da 
(49) Ka = Kg * ke CE, 


Tenendo presente che, detto 9 l'angolo formato da un semipiano 
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uscente da «a e solidale al corpo (ad es., quello y3y}) con uno fisso 


pure uscente da a, è 

(50) | w= èk, r=8, 
la (50) si può scrivere 

(51) f Ra=d98 È 


n CI M ® CS CI n . ® % 
indicando con «+ anzichè con C il momento d'inerzia del sistema ri- 
spetto all'asse fisso. 


Da (48), (50), si riconosce che si ha 
(52) ‘Kg =Jw=J6k , 


allora e soltanto allora che l'asse fisso è asse principale d'inerzia 


rispetto ad Q. 


OSSERVAZIONE II - Alla (50) si può giungere direttamente osservando che 


la velocità di ogni punto del sistema è ortogonale all'asse di rotazio- 
ne e di grandezza éw, se è è la distanza del punto dall'asse. Ne se- 
gue che il momento della quantità di moto rispetto all'asse dell'elemen 
to dC è espressa da + u82wdC , ove è da prendersi il segno + o - a 
seconda che il moto abbia in quell'istante andamento levogiro o destro- 
giro rispetto a k, cioè a seconda che 8 sia positivo o negativo [ve- 
di (50)]. Si può quindi dire che il momento delle quantità di moto ri- 
spetto all'asse è per l'elemento dc, u82 6dC. 


Ne segue, per l'intero corpo 


(53) Ka = fueriac 
c 


che, data l'indipendenza di 8 dai punti del campo d'integrazione por 
ta (X, 2) alla (52), 


8 — FORZA VIVA — TEOREMA DI KONIG 


Si chiama forza viva (o energia cinetica) di un punto di massa m 


e velocità - la quantità (3a mv?) Si dice invece forza viva di un si- 


stema particellare la quantità 


(54) mT= 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


184 


somma delle forze vive dei punti del sistema particellare. 
Per l'elemento infinitesimo dC di un sistema continuo, C, la for 


za viva è data da 3 uv2A4C. Per l'intero sistema continuo essa ha, per- 


tanto, l'espressione 


(55) r= : i uv2dC 
G 


e coincide con il limite della somma delle forze vive, ; uivici , delle 


porzioni piccolissime cj in cui si può pensare suddiviso l'intero si- 
dn ie ppi 


stema continuo C(uj ; Wa determinate in un punto di C;) al tendere 


hu 
ad infinito del numero delle Cj, a zero della loro massima corda. 


Qualunque sia il sistema materialé (particellare o continuo) sus SUIS] 
Siae tn ea n 
siste il teor i K6nigs la forza viva di un sistema materiale è u- 
Di Gi UN STELE certare EU 


guale alla forza viva del sistema nel suo moto relativo al baricentro 
eo RL e e 


e di O MIE CINE REI 
se concentrata la massa dell'intero sistema. In formule, dette 7 e Ta 


i mn 


"Te forze vive del sistema nel moto o assoluto | (cioè rispetto alla presup- 
posta terna di riferimento) e in quello relativo al baricentro, è in ba 


se al teorema di Kénig, Fa cous dé dti ui Vaso a E 


ù ue 0 ua QQ vi TX 


= dI, 2 
(56) T=T+3mw2, 


se con m si denota, com'è ormai abituale, la massa totale dal sistema. 


Dimostreremo la (56) solo nel caso di un sistema particellare, ex dimo- 


strazione nel caso di un sistema continuo essendo completamente analoga. 


Dalla (54) risulta, in base a (33), ha VinV& Ly; U. + i 
n n 
LR | CE) ge (r) (r) 
(57) Ta Di E mi (Vi + Vo) =3 È mi (Vi +v_) x (Vi + Vo) A 
i=1 i=1 
Esplicitando la (57), si ha 
I ; { 
DL ta i ds n (x) 
(58) T= 7 Ii m.vi. + > NVG + Ve * Ri miVi > 


Osservando che il primo termine del secondo membro di (58) dà T6 


n 
mentre l'ultimo è nullo per il fatto che z ma °° esprime la quan 


i=1 
tità di moto, o°9, nel moto relativo al baricentro, (35), la (58) si 


identifica con la (56), c.d.d. 
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(@)- FORZA VIVA DI UN SISTEMA RIGIDO “a 
Considereremo il caso di un sistema continuo rigido, C. Nel caso 
particellare si giunge allo stesso risultato, come riuscirà evidente. 


Distingueremo quattro casi: 


a) Sistema rigido con un asse fisso. Se Q è la proiezione del generi 


co punto P di € sull'asse di rotazione, a, si ha, evidentemente, 
(59) | v= wAOQP, Ve 


se con w si denota il vettore 

velocità angolare, parallelo ad a. 
Da (59), tenuto conto dell'ortogo 
nalità di w e OP, detta 5 la 
distanza di P dall'asse di rota 


zione, si deduce [Fig. 2] 


(60) v= su 


In base a (60) la (55) diviene 


1 a dugiiiuusde Ca 
(61) t=53 w? us2dC 
lei 


che, indicando con d il momento d'inerzia di € rispetto ad a, può 


scriversi (X, 2) 
(62) T= 


ove 8 ha lo stesso significato del n. 7., 


b)) Sistema rigido con un punto be sso, 2 L'atto di moto essendo rotato 


rio, valgono ancora le (60) , (61), (62), purchè con a si indichi l'as 
se di moto e con 3 il momento d'inerzia di C rispetto ad esso, 5 va 
ria insieme ad ae conviene trasformare in modo opportuno la (62), A 


tal fine basta tener presente che detti fo, Br xi i coseni direttori del 


l'asse di moto SS ad una “qualunque terna solidale di origine. QI 


di d all' asse dt ss). 


z 
Il 

+ 
EI KH 


(63) o = + 


ove con p, q, r si denotano al solito le componenti di ww rispetto a 
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gli assi solidali. Introducendo le (63) nella (X, 20) e ponendo l'espres 


sione ottenuta nella (62), si ottiene, in definitiva, 


(64) ds : [Ap? + Ba? + Cr? - 2A'qr - 2B'pr - 2C'pq]. 


Basta osservare la (43) (posto in essa vy = 0), o tener conto del- 
la (46), per dedurre da (64) 
(65) T= 


w x Ko +. 


[SJ ESS 


In particolare, se gli assi solidali coincidono con quelli princi- 


pali d'inerzia, l'espressione (64) di 7 si semplifica in 


(66) T=3 (ap? + Bg? + cr?) . 


| c) Sistema rigido in moto generico. Per esprimere la forza viva di un 
sistema rigido comunque in moto conviene applicare il teorema di K©nig 
(n. 8) osservando che il moto relativo al baricentro è un moto con un 
punto fisso: il baricentro, G. 
i Ne segue che nel moto relativo al baricentro la forza viva ha una 
espressione del tipo (64) o (66). 


La forza viva del sistema è pertanto esprimibile nella forma 


(67) pe mvÈ + È (Ap? + Ba? + Cr?) , 


1 
2 
intendendo per A, B, C i momenti centrali d'inerzia e per p, q, r le 


componenti della velocità angolare rispetto agli assi centrali d'inerzia. 


d) Sistema rigido in moto traslatorio. Se il moto di C è traslatorio 
(e, anche, in un semplice atto di moto traslatorio) si annullano p, q,xr 
e tutti i punti hanno la stessa velocità (di traslazione) 1. 


La (67) diviene in tal.caso 
(68) pe 


Post 
DI 
10 - FORZA VIVA DI UN SISTEMA OLONOMO 


Sia C | un sistema olonomo particellare ad' N gradi di libertà, a 


vincoli eventualmente dipendenti dal tempo. Com'è noto (VIII, n. 3), la 
posizione del generico punto P;j è esprimibile come funzione di N pa 


rametti Gi; Gir «sv Ca (coordinate lagrangiane) e del tempo (se i vin 
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coli dipendono dal tempo). Si può cioè, scrivere, con riferimento ad un 


qualunque punto 0) (che può supporsi fisso senza ledere la generalità), 


(69) OD, = Da bre Ma ss qa Ret iu 


Da (69), derivando rispetto al tempo, segue 


'doP; N 320Pi . 30P; 

(70) Vv, =_= I + ——— (da 15 2 corg DN) 

tei r=1 °%r dr da Capi o 
e, quindi, 

Aprea di 
n N 30Pj 30Pj ; . , 20Pj Ya 
Vi 3 V, XxX V, = I qrds + “% SE CTR 
se i r,s=1 dgr dg dt 
SR N 930P;:, 90P; \° 
x I Jai ip ue a ty ses DI 
r=] dar dt 
Posto 

ToS n 20Pj  30P; n 90Pj 930P; 

eg)" di 1 ddr) 96) | E° = MUR dar *’ 
(72) 

ji ® son, > 
d ;= 3 L_ Ni ( 5E ) P (peste sese N. i 
i=1 
da (54), ((71), (72) segue 
- 1 N |- Pa N . 
(73) tp È Gogliefg + ® boga+#4 
r,S=1 - E=1 


Con procedimento parallelo, tenendo conto di (VIII, 10), (55); Si 
giunge alla (73) anche nel caso di un sistema continuo olonomo ) pur di 


intendere ary, b, e d espresse, anzichè dalle (72), dalle formule 


J 20P.30P J 90P.30P 
a = TT ac b_ = u x dc 
ci e de Ma © * BG 
(74) 
1 30P 2 
d=37 E) de |; rc, Ss= 14 25 *007 N) 
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s 


continuo) è espressa da un polinomio di secondo grado nelle derivate 


prime delle coordinate lagrangiane. Particolare interesse presenta il 


EE d0Pj 
caso che i vincoli non RApeuaazo nesso tempo. In tal caso insieme a E 


si annullano tutte le b, e d e da (73) si semplifica in\ 


RL n 


——_ 


1 N R ® | 
(75) \ t=s3 È tpglela | 
\ tyeS=1 U; sit 


Si può dunque enunciare, tenendo presente che 7 per la sua stes 
Tana definizione non può mai essere negativa: Za forza viva di. un qualun 
(fue sistema olonomo a vincoli E AMSSIRESE dal a è soppressa < da una 


\bo, nelle RE delle eoordinate lagrangiane. sa 
LE e e i 


i 


“ 


OSSERVAZIONE - Non è privo di interesse osservare che anche nel caso di 
vincoli dipendenti dal tempo la forma quadratica contenuta nell'espres- 


sione (73) della forza viva è definita positiva) Ciò si riconosce [limi 


tandosi, per brevità, al caso di un sistema particellare]\ constatando . 
Rea e E 


che per un qualunque spostamento virtuale si ha, in base a. (VIII, 39) © 
a (72, 1) 


N 
(76) : mj|sp;|? = 3 tegda Shy - 
i=1 r,S=1 


Poichè il primo membro di (76) è positivo la forma quadratica che 
ha come coefficienti la arg non può essere che definita positiva. Ta 
le è quindi anche quella contenuta nella (73) che si ottiene dalla (76) 


semplicemente scrivendo le dr al posto delle $q,. 
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CAPITOLO XII 


LAVORO — POTENZIALE — ENERGIA 


1 — L'IDEA DI FORZA 
Per completare gli enti fondamentali di cui si serve la Meccanica 
occorre aggiungere a quelli precedentemente considerati |spazio, tempo, 


massa] quello di forza. L'idea di forza nasce innanzitutto dalla sensa- 


zione di sforzo muscolare ma da un concetto così soggettivo si passa ad 


una formulazione oa analizzando l' sE delle circostanze che 


Osservando sverLabi Fenomeni si è 5 porri pr ammettere pesi Sio 
stato di moto o di quiete di un corpo influiscono _generalmente I. COrpi... 


che gli stanno intorno) 


Così una pallina che si muove di moto circolare trattenuta da un 
filo teso devia dal moto circolare se il filo si rompe, la velocità pos 
seduta da un corpo si altera palesemente se esso viene urtato da un al- 
tro, lo stato di moto di un corpo elettrizzato muta anche notevolmente 
se gli si avvicina un altro corpo elettrizzato, un corpo rimane fermo si 
no a che non si toglie il sostegno che lo sorregge, ecc. 

Dall'osservazione di tali fenomeni si giunge alla conclusione che 


i corpi si influenzano reciprocamente anche quando nessun apparente col 


legamento materiale esiste tra loro. \n insieme delle influenze che un. 


punto _materiale (e) elemento di materia esercita su un altro punto o ele- 


mento in modo da alterare il suo stato di quiete c o di moto è ciò che so 


stanzialmente SI ‘intende per forza. Brevemente si suol dire che RI primo 


punto (e) elemento ‘esplica sull'altro una forza [e che questo la subisce]. 


Un'analisi più accurata - e in ciò interviene anche la sensazione 
di sforzo muscolare - porta. ad attribuire alla forza una direzione, un 


verso, una. grandezza ed un punto di applicazione. In altri termini si è 


<imelba di materia. mediante. un | vettore applicato, detto ; forza , che in 
qualche modo le possa riassumere. 

Una forza può essere costante o dipendere da qualche variabile, co 
me, ad es., il tempo, le coordinate del punto di applicazione, la sua ve 
locità, ecc. 

Dipende, ad es., dal tempo la forza che si esplica su ogni elemen- 


to di superficie del fondo di un recipiente poggiato su un sostegno 0- 


rizzontale e contenente acqua che def luisce attraverso un foro) data la 


vece la forza bEisttrica] pre si sspra su un elemento. di materia slet 
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trizzato per la presenza di un corpo elettrizzato dipende, notoriamen- 


te, dalla sua posizione, mentre la forza che pe elemento. subisce a _cau- 


sa del suo movimento in un fluido [resistenza di mezzo] dipende dalla 
sua velocità. 
Noi denoteremo, generalmente, con il vettore  F ;jla forza agente 


sul punto P, supponendo che se sue esteta. possano dipendere da _t, 


dalle coordinate Veg efai P, da '‘X, y, Z:, ecc. e introdurremo,in 


questo capitolo, il concetto di Lavoro, essenziale per lo sviluppo del 


la Meccanica razionale, _esponendone le _proprietà_ fondamentali, Nel ca- 
FEES dee 
pitolo successivo risulteranno più evidenti le prerogative fisiche del 


concetto di forza. 


SÌ 
>- DEFINIZIONE DI LAVORO 


Sia F una forza applicata al punto P) e (AP)_ un qualugnue spo- 


stamento infinitesimo (Cap. VIII, n. 6) di P. Si chiama lavoro della 


forza L. in corrispondenza _ allo BPostzmBnto infinitesimo 9P del suo 


n 


(1) L iui u de: =| Ex aPi= ES + voy + zz | ccsltou 


N 


se con X, Y, Z, e 9x, 93y, 2z, si denotano le componenti di F_e_ 9P 


rispetto alla terna di riferimento. 


Identificando 9P con lo _spostamento effettivo, dP, subito da P 


nel tempuscolo dt _ per effetto del _suo movimento, | la Sla esprime ill la 


tesimi di ordine superiore al. el. con miste e]ementaze [LI., fia 1015 


nella valutazione del lavoro effettivo. si _può i tificare ill dP con 
DET Vea StonE ident 


lo spostamento elementare e scrivere _ 


(2) dL = E x dP = F x vdt =(Xdx &Ydy+Zdz =| (Xx+Yy+2Z2) dt | 


L'espressione (2) di dL si chiama lavoro elementare ma si adope- 


ra, per la regione specificata, anche col significato di li Lavoro effetti. 


vo della F corrispondente al tempuscolo dt, in ogni istante. in _cui_ È 
wa o. 

In ogni istante in cui O) 0, il lavoro effettivo, supposta non 
nulla l'accelerazione, a, si esprime, in base a (1), [II, n. 10], nella 
forma 


E Pon 44 ; = 4 RE: Sa 
PE € I - i | È Ri ' i ba 3 î - 
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(3) dL = F x dP=Fxa — a Id Ag 


Il lavoro totale fatto dalla F durante il movimento di P  nel- 


l'intervallo di tempo da |\t, a tif! lungo l'arco di traiettoria % è da 
O e Re de Coeli go da 


to, in accordo con la (2), da] 


ti if ty 
(4) L= ese / Fx vdt = fc erarozan + (SESSRSOLO 
L to ERI CATE tare == 


e nell' ipotesi che la forza \F \ sia vettorialmente costante si riduce_ a 
E SIA ian 


(5) = E #| (2; — Poli E PRI 
se P., e P; sono le posizioni iniziale e finale di 


Solo il lavoro elementare has a significato energetico mentre la deno 


= canoe 
minazione di lavoro nel caso di un qualunque spostamento < 9P ) ) diverso da 


e o ao ea 


quello elementare serve solo a richiamare una espressione matematica u- 


tile in molte questioni J sersperti 


A 


Anche quando / dP _ esprime uno spostamentò possibile | IVIIE; Da 6].Si- 


adopera il simbolo — dl _per indicare il gen possibile, espresso da 


\ r Pim nere 
(6) | dL = F x dP = Xdx + Ydy + Zdz +. 


Ss 


Se invece si identifica Pi con uno spostamento virtuale Fer] (VIII, 


Pla 7? , PE]si riduce alliguoro vintuate:] HI 


(7) Sh = Fx 6P= xbx}+ véy:+ dozi. | 109 


sd, 7 s R E, A \ * x 
\ } 


FORZE POSIZIONALI Mai " KG y= di Rao DI SA, v ce 


(3) 


pera 
zioni delle sole coordinate: FER rr Ei ijadi 
|P, si i In particolare, sono one le forze _costanti, Il lavo? n 


forza. posizionale. non dipende” ‘dalla ° Legge. ‘oraria con cui P descrive 


la traiettoria £ cà ma solo della sua forma.) Infatti, detta s l'a- 


aetesa curvilinea sulla traiettoria. di P, da (4) segue 
Sa in Sri £ 


S2 S9 
(8) L= F x dP = F x Tds = F,ds , 
L i Sì Sì 
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se con Ss], Sy si denotano le ascisse degli estremi dell'arco percorso 


e con F, la componente di F secondo la tangente (di versore T). 


Poichè FI dipende (essendo F posizionale) solo dalla posizione 
di P sulla traiettoria, cioè da s, e non dal tempo, si deduce l'indi 
pendenza di L dalla legge oraria con cui P percorre la sua traietto 
ria. 


Data una forza posizionale, si chiama campo di forza l'inieme dei 
vettori applicati (P, F). Esso è definito nella regione ove è definita 
la forza. Si chiamano linee di forza quelle linee contenute nel campo 
che in ogni punto hanno la tangente parallela alla forza. Il campo di 


forza si dice uniforme se la forza è costante. Ciò accade in uno spa- 


zio non troppo grande per il campo della gravità. 


4 — FORZE CONSERVATIVE 
Tra le forze posizionali offrono speciale interesse le forze 


servative. Si dice conservativa ogni forza postizionale il cui 


Pr 


ogni spostamento infinitesimo è uguale al differenziale totale 


funzione uniforme e generalmente regolare delle coordinate, U 
potenziaie. 


Per una forza conservativa, si ha, cioè, 


3U 3U 3U 
(9) = petti 


qualunque siano le quantità infinitesime 93x, 23y, 292. Il campo di forza 
si dice esso stesso conservativo. 

Si riconosce subito che il lavoro di una forza conservativa quando 
il suo punto di applicazione, P, si sposta da P, a P1} seguendo un 
qualunque cammino ? non dipende dal cammino percorso ma solo dalle po 


sizioni iniziale e finale di P. Infatti da (9), dette 
(10) xe x) |, y= y(s) , z= Z(s) ; 


le equazioni parametriche di ?, segue subito 


(11) L 


Sì ,92U dx 3U dy au dz fs; dU 
(nata ta / us» 
So (©) 


se so e s1 sono le ascisse di Po, , P} su £ . Da (11) si ricava 
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na {1} on - vg = Ep - vg] Es21 


In particolare, data l'uniformità della U(x, Yi Z), da (12). si de 


duce che il lavoro di una forza conservativa è nullo per ogni cammino | 


chiuso [P1_ = Pol.i 
Basta confrontare le (1), (9) e tener presente che la (9) vale qua 


TT] 


ro—o—ee _.scgorog==—e=—=ee 
lunque siano /dx, 93y, OZ) per dedurre le notevoli relazioni 
Pat SO; =—=Te— TCA-eeà, 


(13) l| = dg Be 


Le (13) sono caratteristiche delle forze conservative... 
— @[Ìsrriea 
Infatti l'esistenza di una _funzione U soddisfacente alle (13) por 
TTT " n 


ta all'identità gi F x 9P e UL ( 
Naturalmente insieme alle (13) "a € (0°) deve v drltioare la condizione 


e cioè alla bs, 


il 
| a1 essere unizorme _e generalmente regolare) 
Basta ricordare la definizione di gradiente di uno scalare (I, n.30) 


per. riconoscere che le (13) si possono riassumere nell' unica uguaglianza 


vettoriale sa 
\ e —___m ol: > mir A ELA Der. 
(14) I F= grad U. i 


Da (13) si ottiene subito La 


dX dY dX dz dY CRA 
D1SI wa Og ww 
= — 
oltre a | #e \C St — ©) 
(16) Uni = UP = J (xdx + Ydy + Zdz) , 
Li 


essendo .-£2. una 1a qualunque. curva di cabesli Por Pr tutta interna al cam 
2% _———_—_—&@-=@©N 


Ta 


Le 15) si e come condizioni necessarie affinchè esista. 


una funzione uniforme — U| di er Fi z) verificante le Gp “Se il campo 
i ai 


I 


di definizione è rea eda connesso esse sono anche sufficienti, 
e a ao i rai 


com'è noto dall'analisi, affinchè, prefissato il “valore. U (Po) della U 


in un punto Bo se quello in FP U(P) 7 determinato dalla (16) , non dipen 


da dalla curva _î rispetto a cui si calcola 1* integrale curvilineo che 


compare in (16) e soddisfi inoltre alla condizione di regolarità richie 


sta per la (o. Si deduce che în un campo semplicemente connesso le (15). 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


194 


a 


di componenti X, Y, Z sia conservativa con i potenziale | U penare 


in La: ica P_del campo.» Pi meno di una costante additiva) d a AIR ). 


U si mantiene costante. Poichè la variazione au di U per ogni spo- 


stamento infinitesimo “3P su una superficie equipotenziale è è i nulla, da 


(9) segue che è nullo il lavoro corrispondente.\ Da_‘ ciò i% deduce [vedi 


(13)] che in ogni punto di una superficie equipotenziale la forza (e quin 


di la linea di forza) è ortogonale alla _superficie st stessa. 


OSSERVAZIONE I - Sia T il versore di una qualunque direzione orienta 


dx dy dz 


Sa az ; * * * , % \ 
ta de ® AE " ‘au i suoi coseni di direzione. 
Derivando U rispetto a questa direzione e tenendo conto di (13) 
si ha 
dul sUde su dy SU.da | ___i 
=: Ga 92% È FE | 
VU ds ax (ds # dy ds az ds LI 


Ne segue: la derivata del potenziale. secondo una qualunque direzio 
ne colneide con ta componente della forza secondo quella direzione. 
OSSERVAZIONE II - Nella definizione di forza conservativa si è ammessa 
per il potenziale la condizione di uniformità. 

Esistono però delle forze che pur verificando la condizione diffe- 
renziale (9) e le (13) dipendono da una funzione U non uniforme. Tale 
è, ad es., la forza esplicata da una corrente elettrica rettilinea inde 
finita sopra un polo magnetico: (vedi numero seguente). Per fòrze deri- 


vanti da un potenziale non uniforme il lavoro corrispondente ad un ci- 


clo chiuso può riuscire non nullo. 


ST 


5 — ESEMPI DI FORZE CONSERVATIVE 


E' conservativa ogni forza costante. Infatti, se X, Y, Z sono 


costanti, si ha 
(18) 2L = X9dx + Yoy + Z9z = 9 (Xx + Yy + Zz) 


Riesce, cioè, soddisfatta la (9) con 


(19) U = Xx + Yy+ Zz + cost , 
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In AIR è conservativa la forza po: e cioè la forza che 
la torza peso, pr rza_ cn 


in via di “nate approssimazione, 


e gd 


(20) 


e in ogni regione non troppo estesa si può ritenere p 


sunto l'asse delle z 
ta X=Y= 0, 2 = mg 


in movimento). 


l'accelerazione di gravità si ha [Cap. XIII, Ma 


e in base a 


anche, 


Detta m 
18], 


la massa di P 


E NI 


costante. AS- 


orientato come |g]i[verticale discendente], risul 


URI e Ba 


(21) U = mgz + cost . 


dalla distanza dal centro del suo punto wr ‘applicazione. 


una forza F 


plicazione del vettore 


(Pi, E) 
Se il modulo di 


porre 
(22) pri E = 


il versore di \ po | e 


F a seconda che F 


essendo u 


(uguale a + 


ST Acea 
In base a (22) si ha 


(23) (3L = F)x.;9P 
a” 


Poichè 


?o 


(Fig. 
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‘agente su un punto SARO 


F dipende solo Galia dietanga r 


y (r) 
sia attrattiva 0 repulsiva) .] 


Prenettiano che 


_si € dice centrale. _se la retta di ap 


passa sempre per un punto Fisso ©4 


= lor], si può 


la componente di F secondo u 


= y(r) U x aP. 


1) evidentemente si ha 


(24) ux9P= - Ir, 

da (23) si deduce 

(25) 2L = - Ww(r) ar. 
Posto 
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(26) U(r)= -— le ar 
si ha, pertanto, 

(27) 9L = 9U }, 


con U uniforme e generalmente regolare. 


La F è, quindi, conservativa. E', ad es., conservativo il campo 
della forza gravitazionale esplicata da un punto di massa m posto in 
O su un punto P di massa unitaria in posizione generica. In tal ca 


so si ha, com'è ben noto [Cap. XIII, n. 14], 


(28) v(r) = h mm 
r2 


e quindi [vedi (26)], 


(29) U= h 


essendosi posta a zero la inessenziale costante d' +ntegrazione; dato 


che il potenziale gravitazionale si suole assumere “nullo all'infinito. 


III IA I 
Analogamente è conservativa. la forza. elettrostatica esplicata dal una 


carica, e, posta in O su un ‘altra. unitaria in posizione generica. Si 


ha Infatti. 


i ra 


(30) vr) =+kÈ& o , Usi4k 
r2 


ove È è la costante dielettrica e vale il segno + o = a seconda che 


le due caric cariche che siano di segno opposto.o. dallo stesso segno [per r ragio- 


ne analoga a quella di prima si è posta uguale a zero la costante d'in 


tegrazione nella (30, 2) ). 
di Conservative sono pure le forze elastiche, cioè quelle forze cen- 
trali dirette sempre verso il centro e di modulo proporzionale ad |OP|. 


Si ha, cioè, nel caso di una forza elastica,. 
(31) w(r) = cr 


con c costante positiva. 
Segue, in base a (25), 
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(32) legal, Se 3 


a meno di un'inessenziale c costante additiva. 


== Eee Srirrranaii 


0 


Si consideri un filo rettilineo indefinito percorso da una _corren 


te di intensità i custanta in 


tutto il filo e sia P un po- 


lo magnetico di massa magneti- 


ca (| posto a distanza r dal 


filo. Com'è noto, la forza subi 
ta da P è ortogonale al semi- 


piano, n, di P_ e e del filo 
(Fig. 2) e di grandezza inversa 
mente proporzionale ad r. Pre- 
cisamente, denotando con u il 
versore del filo orientato nel 
verso di i e con Q la proie 


zione di P sul filo stesso, si 


ha 
2m* i 
Fig. 2 (33) F= u 1 QP 
r2 
Ne segue 
2 ale = 
(34) 9L = —— iu A QP x 9P.. 
di peoc£ o 


Se con 8, si indica l'angolo, contato in verso levogiro rispetto 
ad u, di con un semipiano di riferimento avente un bordo coinci- 
dente con la retta che schematizza il filo, r39 si confonde, evidente- 


mente, con la componente di (P) secondo la direzione ortogonale : am o 


rientata nel verso delle 8 crescenti. 
Essendo u A QP ortogonale a rt, con il versore delle 


() crescen 


ti e di modulo ‘uguale ad rr, si deduce, pertanto, 


(35) 3L = * ro r90 = 2m*i96 = a(2m°ie) . 
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Si vede quindi, che se si assume 
(36) U = 2m* i'6| + cost , 


la (9) è senz'altro verificata. 

La U non è però uniforme. Infatti, se P partendo da una posi- 
zione Po effettua un cammino chiuso tornando in Po la U assume il 
valore che aveva in partenza solo se P. non ha girato intorno al filo. 
Se - invece P gira n volte intorno al filo, U si incrementa di 4nnm*i. 


so che gira n volte intorno alla corrente è iiguale è a  Anom'i, mentre. è 


nullo per ogni cammino chiuso che non abbraccia la corrente [n= 0]. 
CAR IE ee 


6 — ENERGIA POTENZIALE 


Come si è visto il lavoro eseguito da una forza conservativa è u- 
Rent 


guale all'incremento subito dal potenziale U. Se si pone 


(34) ue 


si può anche dire che il lavoro eseguito dalla forza coincide con il de 
cremento della funzione n]. Per tale ragione a n\ (che dipende solo 


da x,y, z) si dà il nome di cnergia potenziale intendendo che essa mi 


sura - in un certo senso - la attitudine della forza a compiere lavoro 
SES SION 


== = 
in virtù della posizione del suo punto di applicazione.| 


Con riferimento ad una terna il cui asse z_è diretto come _ la ver 


ticale > discendente, l'energia potenziale di gravità è espressa lvedi 
(21)] da © Ò 


(38) È n= - mgz + cost, 


da cui si vede che un grave cadendo compie tanto più lavoro quanto più 
alta è la sua posizione di partenza. 
così 1! energia di gravitazione universale e quella del campo elet- 
n 


sca —_———@____S 


= lizza 
trostatico sono SARI; con TARRBIRGRCO ai casi ronsiderati preceden- 
temente, da | 3 cr i ca È Da ù 


(39) mM=-—, m=t+tkt, 


Invece quella di una forza elastica è [vedi (32)] 
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(.7- LAVORO DI UN SISTEMA DI FORZE 
Nel caso di un sistema di n forze, Lin (data 2, ces 0), ADS 
plicate in n punti P;, per lavoro corrispondente ad uno spostamento Îl 


infinitesimo del sistema degli n punti si intende la somma dei lavo- | 


ri delle singole forze, cioè lo scalare | 
L | 


spe uno 


PA fi xari)= È (Xj9xj + Yj9yi + Zi9Zz4) , 
— i=1 


n 
(41) 9L = 


\E) 


con evidente significato dei simboli\ 
La (41) si estende al caso di una distribuzione continua di forze 


nei punti di un corpo, Cl, tale che la forza che si esercita su un ele 


mento materiale piccolissimo dC \ sia rappresentabile con fdC. In tal 


mr 
caso alla (41) va sostituito 1' integrale 


(42) 9L = f £ * 9PdC , 
c 


ove, evidentemente, op esprime lo spostamento del generico punto, P; di 


G Come nel caso pia una sola forza, le (41), (42) esprimono il lavoro 


elementare, quello possibile (o) _o quello, virtuale a seconda che lo sposta 


i mento di c si identifichi con quello elementare. o con uno possibile, 


loppure \ virtuale. SE 
In “particolare le espressioni (41), (42) si scrivono, nel caso del 


lo spostamento elementare, 


"SR e MT { 


n n 
(43) dL = Ra fi *(@ri)> © fi vat, 


(44) dL 


Il 
Sen 

IH 

x 

(oh 

tu 

Di 

S 

Il 

(oh 

cd 
> Sia" 

IH 

x 

< 

(o) 

Q 


n ti 
(45) Le 3 fi * vidt , 
f=1 Ste ra 


bi ° 
dt Tx vace , Corte 
t Cc di 


(46) L 


. 
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Come nel caso di una sola forza (vedi n. 2) il lavoro elementare 


- 


espresso da (43), (44) è sostanzialmente identico a quello effetti\o in 
ogni istante in cui le velocità dei punti del sistema non sono tutte nul 
le. Invece in un istante di arresto il lavoro elementare è nullo e quel 
lo effettivo (supposto che le accelerazioni non siano nulle per tutti i 


_————— 


punti o elementi del _sistema)| si esprime, in base a [II, n. 10], nella 


forma 
EX n (At)? n N H. , 
(GLj= * fa db = È dA Die deci 
_ i=1 a i=1 si 

(47) 
p (at)? 
(dL)= £ « dpac = — T * ade, 
ss G G 


essendo la prima delle (47) valida nel caso dei sistemi particellari, 


l'altra in quello dei sistemi continui. Nel caso di uno spostamento vir 


tuale le (41), (42) divengono,-rispettivamente 


n l } 
(48) SL'= x fix*6Pj ,  6L= f f* ceag urti 
= G 


Le espressioni (43), (44), (48) del lavoro elementare e di quello 
virtuale assumono nel caso dei sistemi olonomi/un aspetto che conviene 
mettere in evidenza. Con riferimento ad un sistema particellare, basta 


richiamare l'espressione [VIII, (33)]\ dello spostamento CENA CERA del 


generico punto del sistema, perchè la (41) divenga \ 


\ 


N n d0Pj 
h=1 i=1 
con 
n d0P 
(50) a, € hsesrci bstii, aa 
isa 2h 


ga Liaiieatiditinionineanmone VI 


Sia me e cr mena 
Le Qp si chiamand|componenti” la agrangiane della sollecitazione. 


Im. TI ei TLT , 


Nel caso di vincoli indipendenti dal tempo la (49) si semplifica in 
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Lin ZZZ DA 


fi pe 3 \ 1À Vox: i ERMLELO+ ACE 
6 ai 2 copia | Apro cleelo, | 
h=1 È Vu egli pri”! ae Î fi ci n} ‘ pei 


Nel caso di un sistema olonomo continuo l'espressione dello sposta 


mento elementare del generico punto è ancora del tipo (VIII, 33) e da 


(44)_si ricava l 


N 30P 
(52) dL = I Qpda, + dt £ x ac 
h=1 c 
con 
(53) ne fed 30, tot, a susa DI a 


Se i vincoli non dipendono dal tempo la (52) si riduce alla (51). 
In modo analogo si ottengono le espressioni del lavoro virtuale. Basta 


tener presente le (VIII, 39) per ricavare, in base a (48), 


(54) we i ala, Ava 
h=1 


con le 0) espresse da (50) o da (53) a seconda che il sistema sia par 
ticellare o continuo. 


fair Ma. RGAR 


SI oa 


Considereremo il caso che le forze siano applicate in” n _ punti d di' 


un sistema rigido, C, o siano distribuite con.continuità su una sua por 
zione (se esso è continuo). Detti @) un punto di C _e_R, M,, dl ri» 
a e — a n I 
sultante ed il momento risultante rispetto ad ,£ \della sollecitazione, 


dimostreremo che il lavoro fatto in corrispondenza ad uno spostamento 


infinitesimo caratterizzato dallo spostamento 39, di 9 e dal 
la rotazione infinitesima \L ) è espresso da O); - È _ 

igor È ag nl 
(55) 9L = Rx 9904 Mg * dè 


Daremo la dimostrazione solo nel caso di n forze, essendo quella 


corrispondente. ali caso di un distribuzione continua pressochè. identica. 
corrisponde 3 A AI | 


Lo spostamento infinitesimo dPj di Pj è, in analogia a (VIII, 


32) 
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(56) 9Pj = 89 +6 A9ÙPi , (i1= 1,2, ..., n) . 


(Si pensi che ogni spostamento infinitesimo di un corpo rigido è _ 
uno spostamento possibile del corpo pensato libero da ogni..vipnc9Q10®- 
er IIiqpuprurer re cv’ ‘cestiuppxeuiiia i TI 


sterno). 
Da (41) segue, in base a (56), € 
© 
n n ty 
(57) 9L =! Eifi x 30+ I fi % A0P. #} 
i=1 1=1 3 
Li A 
cui su 
Cioè Î 
1 ION CR dea P, e 
6 A PS si ” 
Pai ni l = Va 
(58) 9L = d0x I fi+ty* la QP; A fi 
i=1 l=1 - 


che coincide con la |G5 n c.d.d7 
Da (55) si ricavano, adoperando per la rotazione infinitesima i 


simboli usati nel Cap. III n. 13 e Cap. VIII Ue da le espressioni del 


lavoro elementare (generalmente coincidente con quello effettivo} e di 
e AA = 
quello virtuale, nella forma 


19 


(59) uns RR RE dg i 


Ii 
a 


(60) 6L x 62 + B x Mo - 


Sulla (55) si legge: ‘7 lavoro di un sistema di forze equilibrato 


IR = Mg = oli è nullo per ogni spostamento rigido infinitesimo dell'in 
a SS ji, —_—______—.—_eeady&tTT. = A _ 


steme dei loro punti di applicazione. 


OSSERVAZIONE - Nel caso di un corpo rigido con un punto fisso, identi- 
ficando con tale punto 9 , nelle (59), (60) vanno soppressi i primi ter 
mini. Se invece il solido ha un asse fisso di versore u, oltre a sop- 

y e B si devono ritenere paralleli ad u. 


primere i primi termini, 


pi 
(93 SOLLECITAZIONI CONSERVATIVE 
La definizione di forza conservativa si estende al caso di un si- 
stema di forze. La sollecitazione corrispondente ad un dato sistema di 
forze si dice conservativa se il lavoro effettuato per un qualunque spo 


" === ; 
V, uniforme e generalmente regolare delle coordinate dei punti del si- 
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stema. 


È iferimento al caso di n forze si ha, cioè, 
| 3U 3U 2U | 

"== PReùr Pao Ma + 24 

1 QX 1 Vi 1 dZi 1 


Il semplice confronto di (41) con (61) e l'arbitrarietà di 93x;, 


e, : n 
(61) \aL\= 3U= 5 


0Vyj, 9Zj , porta a 


(62) Ra Sa a Me a do = a Ia de ne DI. Le 


Le (62), insieme alla condizione di uniformità, ecc., della U, so 


no. caratteristiche delle sollecitazioni conservative. | 


Infatti da esse _si risale subito “alla (61). 


Nel caso di una distribuzione continua _conservativa di forze si 


mantiene valida l' uguaglianza tra i primi due membri di (61). Da (61), 


per l' uniformità. di U, segue che il lavoro effettuato da una solleci- 
tazione conservativa nel passaggio del sistema da una configurazione 

Co] 
quelli iniziale e finale, mentre. dsl lavoro ‘corrispondente. ad un ciclo 


fi ad un'altro (01) non dipende dagli stati intermedi. ma unicamente da 


chiuso è _nullo. 


Nel caso di un sistema|olonomo_a a vincoli fissi pal potenziale di- 
pende, in base alle (VIII, 10) dalle coordinate lagrangiane qy . Per 


un qualunque spostamento virtuale _si ha 


(63) I SU= £X|_ ap pa CINICA SS 


Il semplice confronto di (61) con (63) e la (54) mostrano,data la 
arbitrarietà dei 6qp ? che le coordinate lagrangiane, Q) , sono lega- 
te al potenziale, U(g), CONZIOLE y), dalle relazioni 


9U 
dqh 


(64) o, = ; es La By cap Bi è 


E! conservativa ogni sollecitazione con forze costanti. Infatti se 


“a 


X. 


i sono costanti per ogni i , la (61) è verificata con 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


204 


(65) Usa dd (Ra # YiYj + Z;z;) + cost ,; 


uniforme, continua, ecc. 


In particolare è conservativa la sollecitazione di gravità. Basta 


assumere l'asse z come la verticale discendente per aversi 


(66) X;{ 3 Y{= O, 2; = Mg, (i = 1, Zi sssr DI) è 


In conseguenza, la (65) aiviene 


n 
(67) U=g E° mjz; + cost = mgz, + cost, 


se con zZg si denota la coordinata z del baricentro (IX, 9,3). Con 

Brico de P x $ SLA 
ovvia estensione )si }può dimostrare che la sollecitazione di gravità è 
conservativa anche nel caso di un sistema continuo con il potenziale 


di gravità espresso ancora da 


(68) U = mgzg + COSÙ & 
Basta per questo osservare che il peso dell'elemento dC è dato da 
"ugdC, per cui il lavoro dell'intera sollecitazione di gravità è espres- 
so [vedi (42)] da 
(69) 2L = | 9P x ugdc = g ù uazac 
Cc ca E 


che stante l'invariabilità della massa di ogni porzione di € e la co 


stanza di !g], porta (IX, 19, 3) a 


(70) QL = 1 g f vza0|- 9 (mgzc) » 
G 


che soddisfa a (61) con U espresso da (68). 
Come nel caso di una sola forza e per motivo analogo si chiama e- 
nergia potenziale il potenziale cambiato di segno. Si ha cioè (detta I 


l'energia potenziale) 
(71) mu=- U 


Ne segue che l'energia potenziale di gravità, con lo stesso siste 
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ma di riferimento per cui vale la (68), è espressa da 


(72) T=- mgz + cost . tal dirai 


aL 
10 —- POTENZA 


Per misurare la capacità di lavoro di un sistema (in particolare 


Se 
di una macchina) occorre VALIBEEA Li lavoro in relazione. al _tempo impie 


. nell'intervallo di scs di ag at Considerando un istante 
+ + + dt, successivo a [E, il lavoro Bisi: t+at) corrispondente all' inter- 


vallo da t a t# At, è espresso evidentemente, _ da 


(73) Lt,t+At = Lto,t+tAt © Ltot - 


Si chiama potenza media, P, relativa. all'intervallo da t a t+4t 


il rapporto tra il lavoro effettuato in tale intervallo e la durata cor 


rispondente. |La potenza media è, cioè, _ data da 


Lt, t+Ait 


(74) Pz= SNO . 


Si chiama invece potenza, P, all'istante t il limite del rappor 


to (74) per At, tendente a zero Per definizione di derivata la poten 


IAAD micia rie ic Din iii iL LALA 


T_T. —T————e——-- 
za all'istante t é,cioè, espressa da 


sita 9 n° "1 
Basta ricordare le (2), (43), (44), per dedurre 


(76) 


nel caso di una sola forza, 


(77) be Tr Merita Bert 


nel caso di n forze e 
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nel caso di una distribuzione continua di forze. 
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CAPITOLO XIII VASTI 


I PRINCIPI FONDAMENTALI DELLA MECCANICA 
1 - INTRODUZIONE 
cd» 
Compito principale della Meccanica ( ma non l'unico) è quello di 


studiare il movimento dei corpi in relazione alle circostanze e cause 


che lo generano e influenzano o, in particolare, le condizioni sotto 
_ene ‘o generano e Tini uenzano O, 


cui essi possono stare in quiete rispetto. ad un determinato sistema di 


riferimento. 
Nel primo caso si rimane nell'ambito della Dinamica nel secondo 
della Statica. 


Dal punto di vista storico conviene ricordare che mentre la Stati 


ca ha origini alquanto remote [basta ad es., ricordare gli studi di Ar 
chimede sulla teoria della Zeva ed i fondamenti dell'idrostatica] la Di 


namica è una scienza relativamente recente: le basi definitive su cui 


si fonda sono dovute sostanzialmente a Galileo e Newton. Tuttavia si 
può osservare che la Statica entro certi limiti rientra come caso par 
ticolare nella Dinamica a cui effettivamente sono collegati i suoi svi 
luppi generali. Volendo, anzi, ridurre al minimo il numero dei princi- 
pi su cui necessariamente deve fondarsi lo sviluppo dell'intera Mecca- 
nica conviene considerare la Statica proprio come un capitolo della Di 


namica e a tale idea ci atterremo nel seguito, salvo l'enunciazione di 


taluni concetti e di certe proprietà meccaniche dei sistemi materiali 
vincolati che trovano una più naturale collocazione proprio nell'ambi- 
to della Statica, pur essendo di fondamentale importanza anche in Dina 
mica. 

Lo studio che la Meccanica si prefigge viene effettuato mediante 
l'applicazione della Matematica (e, in particolare, degli sviluppi dei 


capitoli precedenti) ai fenomeni ‘14naturali. 


Per tale motivo occorre procurarsi uno schema matematico dei cor- 


_ 


pi fisici da sostituire a questi, onde sia possibile quell'applicazio- 


ee 
ne. Ma ancora non basta e naturale che sia così. Non si può preten- 


lati teorici fondati unicamente sulle nostre ideee - qual'è quello,sia 


pure raffinatissimo, matematico - di addivenire alla descrizione di fe 


nomeni che accadono nel mondo esterno. 


Occorrono, evidentemente, alcuni principi fondamentali derivati 


dalla diretta osservazione dei fenomeni naturali\ (e, quindi, di natura 
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do esterno. 

E' proprio nell'arco di tempo che comprende grossomodo la fine del 
secolo XVI e l'inizio del XVIII che viene affrontato tale problema con 
risultati che hanno mutato la faccia del mondo: nasce allora la Mecca- 
nica classica (e, pertanto, la Fisica moderna) sulla cui base si studia 
no e risolvono, ancor oggi, gran parte dei problemi dell'Ingegneria,del 
la Fisica e delle Scienze naturali, Ci si convince del profondo mutamen 
to apportato dal passaggio dalla Meccanica pregalileiana (sostanzialmen 
te, quella aristotelica) a quella di Galileo Newton, anche riflettendo 
sulla rapidità del progresso scientifico e tecnologico degli ultimi tre 
secoli di fronte alla stasi plurimillenaria dell'epoca. precedente. 

Una funzione fondamentale hanno le esperienze e induzioni di Gali- 
leo sul moto dei gravi liberi o sul piano inclinato che direttamente i- 
stradano verso la formulazione di alcuni principi fondamentali. E' da 
osservarsi tuttavia che Galileo non estende i suoi risultati a fenomeni 
indipendenti dalla gravità, subendo certamente la influenza delle teo- 
rie aristoteliche sino a quell'epoca dominanti. 

Il compito di estendere principi già intravisti da Galileo in feno 
meni di meccanica terrestre al moto dei corpi celesti, formulandoli nel 
la loro accezione precisa e definitiva toccherà a Newton, facilitato 


nella sua opera dalla caduta definitiva delle teorie geocentriche. 


ST 


2- ULTERIORI CONSIDERAZIONI SUL CONCETTO DI FORZA 

Nel capitolo precedente si è introdotto il concetto di forza. A 
quanto ivi si è detto conviene aggiungere che si deve ritenere implici 
ta la possibilità di una valutazione autonoma di una forza e della sua 
misura, il che può farsi in base ad esperienze di quiete o di moto ri- 
spetto ad un prefissato sistema di riferimento. 

Conviene anche richiamare una proprietà di invarianza delle forze. 
A tal fine si considerino due punti materiali isolati e una terna di ri 
ferimento. 


Con la locuzione isolati intendiamo rimarcare la circostanza. che 


essi sono lontani dall' influenza di altri corpi. \In tal caso le azioni 


che ognuno dei due punti subisce sono dovute esclusivamente all'altro 

e la terna di riferimento ha semplicemente la funzione di mettere in e 
videnza il movimento di ognuno di essi. Se, cioè, si sostituisce al si 
stema di riferimento prescelto una nuova terna il loro movimento rispet 
to a questa risulta diverso in base alla teoria dei moti relativi ma si 
deve ritenere che la sostituzione di una terna all'altra non ha mutato 


le azioni che i due elementi si esplicano. Si giunge così alla proprie 
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tà di tnvartanza. delle forze rispetto. al sistema di riferimento: te com 


ponenti di una forza, al mutare E terna di riferimento variano come 


Le componenti di un vettore (I, 145).; La sua eventuale dipendenza fun- 


zionale da talune variabili Tamond'inaa del punti di applicazione, com 


ponenti della sua velocità, ecc. d rimane invariata, salvo ad esprimere 


quelle variabili nel nuovo riferimento.) 


cd 


Hd 


3 — IL SISTEMA DI RIFERIMENTO 
I principi basilari su cui si deve fondare la Meccanica evidente 


mente devono in qualche modo collegare il movimento dei vari elementi 


—_——m PR NIE TE Ber 


di materia. \e punti materiali alle forze che su di essi agiscono. Ora 


viene subito da osservare che mentre il movimento ha carattere relati- 


vo e va considerato in relazione ad un prefissato sistema di riferimen 


to, lo stesso non avviene per le forze a cui, com'è stato rimarcato nel 


numero precedente, _ si deve attribuire carattere invariante rispetto al- 


la terna di riferimento. Ne segue che ogni legge della Meccanica che met 


= A ir Tn 


ta ‘in relazione il moto dei corpi alle forze che su di essi agiscono, 


valida rispetto ad una determinata terna di riferimento, è generalmente 

falsa rispetto ad ogni altra in moto rispetto alla prima.i î 
Pertanto, nell'enunciare una qualunque legge in cui intervengono i 

concetti di forza e movimento occorre precisare quale è il sistema di 


riferimento rispetto a cui essa è valida.| 


Diciamo subito che in Meccanica si ammette, com'è naturale, l'esi- 


stenza di una terna di riferimento rispetto a cui sono validi i princi- 


pi enunciati, terna che si può chiamare assoluta, come assoluto si dice 


— VA LMCORE 


lo spazio rigido ad essa solidale. | 


Aggiungiamo che il definitivo tramonto del sistema astronomico to- 
lemaico del Mondo e l'affermarsi delle concezioni copernicane indussero 
ad assumere - secondo la concezione newtoniana - come spazio assoluto 
quello solidale alle stelle fisse, in quanto solo pocò dopo la morte di 
Newton vennero messi in evidenza movimenti per effetto dei quali le mu- 


tue distanze tra le stelle fisse variano lentamente. 


canica razionale è lecito pensare 1% insieme delle stelle che ci sovra- 


stano come un insieme” rigido e ammettere validi È principi fondamentali, 


_nella forma in cui saranno enunciati nei prossimi numeri, rispetto ad 
una terna solidale ad esse. Anzi, addirittura si può ritenere sufficien 
te, per i problemi che si presentano nella Tecnica, riferire le leggi 
della Meccanica ad una terna solidale alla Terra. Tale assunzione sarà 


giustificata nel n. 18 ma riesce naturale se si pensa che in realtà i 
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principi fondamentali furono stabiliti partendo da esperienze terrestri 


ed estesi poi al movimento dei corpi celesti... 

E' da tener presente, tuttavia, che spesso in problemi di alta A- 
stronomia non è lecito ritenere come assoluta una terna solidale alle 
stelle fisse ma occorre ricorrere ad un sistema legato alle nebulose 
extragalattiche. 

Noi enuncieremo inlinguaggio moderno i principi fondamentali espli 
citamente dettati da Newton, presupponendo l'esistenza di uno spazio as 
soluto e di una scala dei tempi rispetto a cui essi sono validi, ricor- 
dando che ottimamente si comporta come terna assoluta una terna solida- 
le al cielo delle stelle fisse. Ciò equivale ad indentificare con esso 


(ritenuto assimilabile ad un sistema rigido) lo spazio assoluto della 
Meccanica classica, il che sembra legittimo ed è universalmente ammes- 
so, date le numerose conferme che i principi fondamentali e le loro con 


seguenze hanno avuto in svariatissimi campi. 


ia 
> 
4 - PRINCIPIO D'’INERZIA ER E < We 
kt, PE: È dA Ka 
_Ogni corpo persevera nel suo stato. di quiete o di moto rettilineo 
ed uni e_sino a che non interviene qualche forza che ne turba il suo 
stato. 


TE-=- 


La prima parte del principio d'inerzia (quella, cioè, riguardante 
la tendenza che ogni corpo ha a ‘perseverare nel suo stato di quiete) si 


presenta come assolutamente evidente in base alla semplice osservazione 


del mondo esterno ed era nota già ad Aristotele. Non altrettanto può dir 
si della seconda; anzi essa sembra in contraddizione con i risultati del 
le osservazioni che mostrano come ogni corpo in movimento ma non sogget 
to ad una causa motrice dopo un tempo più o meno lungo si ferma. 

L' affermazione della permanenza dello stato di moto in un corpo non 
soggetto a forze (forse già ammessa da Leonardo da Vinci) è il frutto di 
una potente intuizione che riesce a fare astrazione da tutte le inevita 
bili resistenze passive e di mezzo che accompagnano ogni esperienza, an 
che la più raffinata. 

Già Galileo, osservando che nel moto di un grave su di un piano in 
clinato si ha una variazione di velocità tanto più piccola quanto mino- 
re è l'inclinazione del piano, per un principio di continuità aveva con 
cluso che quando il piano diviene orizzontale il moto è uniforme. 

Egli aveva intravisto così, con un'esperienza di meccanica terre- 
stre, il principio d'inerzia. 

_L'asserzione che il moto è rettilineo risponde in effetti ad un 
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iniziali di un corpo. isolato sono simmetriche rispetto ad un piano o ad 


una retta o ad un punto (fissi) esso rimane indefinitamente in condizio 


ni di simmetria rispetto al piano o alla retta _o al punto.\ Sicchè se un 


corpo isolato ha velocità iniziale nulla, le sue condizioni iniziali es 
sendo simmetriche rispetto alla posizione iniziale, il corpo vi rimane 
in quiete. Se invece esso è inizialmente in moto, le sue condizioni ini 


ziali sono simmetriche rispetto alla retta che contiene posizione e ve- 


locità iniziali e il moto non può che svolgersi su quella retta.) 


In quanto all' affermazione dell' uniformità del moto di un corpo non 


soggetto a forze si può < osservare che essa equivale a stabilire la pos- 


sibilità di una misura assoluta dei tempi, ritenendo uguali gli inter- 


valli di tempo in cui vengono percorsi spazi uguali da un corpo isolato. 
Ricordiamo tuttavia che in Meccanica la misura dei tempi si effet- 
tua assumendo come unità di misura il secondo solare medio pari alla 


86400- ‘esima parte della durata di un giorno solare medio (valore medio 


in un anno del giorno solare). i 4 
Saitta - : => #E AS WAH 


S — PRINCIPIO DI PROPORZIONALITA} TRA FORZA E ACCELERA ZIONE] 


Già dal principio d'inerzia risulta che un corpo sollecitato da 
qualche forza devia dal suo moto rettilineo ed uniforme |(0 in partico- 
lare dal suo stato di quiete) e quindi acquista in virtù delle forze a 
genti, \un'accele razione! 

In modo chiaro Galileo ha intuito e precisato l'idea che le circo 


terminano. la sua accelerazione, | facendo un taglio netto con ds concezio 


ne aristotelica che aveva arrestato per tanti secoli lo sviluppo della 
Meccanica e delle Scienze in genere, ritenendo come fondamentale che 
quelle circostanze determinano direttamente la velocità. 

L'intuizione galileiana è stata definitivamente resa esplicita da 


Newton il quale stabilì in uno dei suoi principi che un corpo soggetto 


ad una forza acquista un'accelerazione parallela e concorde alla forza 


stessa e di grandezza proporzionale a quella della forzal 


Detta F la forza agente e a l'accelerazione del punto materia 
le (schematizzante il corpo considerato) che la subisce, in formule si 


ha, cioè, 
(1) |a 


ove m' è una costante positiva indipendente da F e dallo stato di 


moto del punto. Dalla (1) si vede che tanto più grande è m'_ tanto più 
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piccolo è il modulo dell'accelerazione subita dal punto materiale, cioe, 
si potrebbe dire, tanto meno il moto del corpo si allontana da quello 
per inerzia.; 

La costante m'. si presenta, pertanto, come un coefficiente d'i- 
nerzia « atto a misurare la tendenza di un corpo a perdurare nel suo sta- 
to di quiete o di moto rettilineo e uniforme e si chiama massa inerzia- 
le. Motivi di natura fisica inducono ad identificare m' con il coeffi 
ciente, m, detto massa gravitazionale, che. interviene nella misura del 


le forze gravitazionali, del peso di un corpo e così pure nella formula 


zione dei concetti di baricentro, di momento d'inerzia e, inoltre, di 


quantità di moto, di momento delle quantità di moto, ecc., ove m si è 
sin'ora presentata come una semplice funzione additiva d'insieme senza 
un effettivo significato fisico. 

D'ora in avanti riterremo, pertanto, identiche le due masse, indi- 
candole, com'è. abituale, con il simbolo m. La legge fondamentale (1) si 


presenta, pertanto, nella forma 
(2) | F=ma,. ; 5 


Questa, tenuta presente la definizione della quantità di moto di 


un punto (XI, 16), si può porre nella forma 
(3) dq = Fdt . ' ) 
Il vettore Fato prende il nome di impulso della forza F nel tem 


puscolo dt e la (3) esprime che în ogni tempuscolo la variazione del- 


la quantità di moto uguaglia l'impulso della forza agente. Tale enuncia 


% 


zione è solo formalmente differente dalla legge fondamentale espressa 
dalla (2) se da massa è invariabile. Invece, ne costituisce una sostan 


ziale MERCE RRAZOne nel caso di corpi di massa variabile, [teoria 


dei razzi, meccanica. relativistica, _ecc.].) 
Denotiamo con p il peso di un dato corpo, cioè la forza che esso 
subisce da parte della Terra quando si trova in quiete in prossimità di 


essa, e poniamo, come nel capitolo precedente, 
(4) p= mg . 


Il vettore g prende il nome di'accelerazione di ‘gravità, Almeno 
quando si rinunci a spiegare qualche speciale effetto, possiamo afferma 
re che in un fenomeno di moto che si svolge in prossimità della Terra, 
in uno spazio non troppo grande e con velocità non troppo elevate, qua- 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


213 


li sono quelle che si raggiungono nella caduta dei gravi, si può ritene 


re p costante e coincidente con la forza che il grave subisce da par 


te della Terra anche se esso è in moto. e ogni terna solidale alla Terra 


come assoluta. Di ciò sarà reso conto al n. 18. Confrontando le (2), (4) 


ne segue che g si può pensare come effettivamente coincidente con la 


accelerazione di caduta di un grave e costante.) c Constatazioni sperimen 


tali (e teoriche, vedi n. 18) mostrano inoltre l'indipendenza di g dal 


; | PARITA 
corpo considerato) (già Galileo aveva osservato che tutti i corpi caden- 
at Sa 
do _posseggono la medesima accelerazione, diretta come la verticale discen 


dente). sa 
Da (4) segue m= p/g e l' e l'indipendenza di g dal corpo considera 


to e la constatazione sperimentale della validità della proprietà addi- 
tiva per il peso porta alla proprietà additiva della massa, già indica- 
ta al n. 1 del Cap. IX. 


OSSERVAZIONE - Se durante un' intervallo di tempo, 1, la_ F si mantie- 
ne nulla, da (2) si deduce a =0. in quell'intervallo, Ne segue la end 
stanza del vettore velocità durante l'intervallo di tempo 7. In tal sen 
so si suol dire che dalla legge fondamentale di Newton, espressa da (2), 


si deduce come caso particolare il principio d'inerzia. , 


ner echi 


5 sare, o 
6 — LEGGE DEL MOTO INCIPIENTE 
Un punto P soggetto alla forza F abbia in un certo istante, to, 


velocità nulla. 


Detta ag l'accelerazione di P in questo istante, si ha, in ba- 
se a_(2), 


(5) 20° 7 o,=t a i 


ove con F, 7 O si indica la determinazione di F nell'istante to. 
E D° ‘espressione [II, n. 10]dello spostamento effettivo _subito 


da un punto nel tempuscolo dt a partire da uno istante di di velocità. nu 
(la, da (5) si i deduce | 


Lo 
(6) (AP) o = Fri (40)? , 


ove 1' indice o serve a marcare che la. (6) è valida per wé = ; Bigol 


Supposto che to sia l'istante iniziale la (6) traduce la legge 


del moto incipente: la direzione. eil verso. del moto iniziale di un pu 


to ca parte _dalla wi IMRE. con quello della forza. agente. 
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Tale legge permette di dedurr ‘orientamento di una forza ad un 
dato istante t;} esso coincide con quello dello spostamento infinite- 


simo subito in un tempuscolo a partire dall'istante da un punto in 


quiete in quell'istante su cui si faccia agire la forza. \Del resto,che 


la traiettoria abbia inizio con tangente parallela alla forza - se lave 
—o--—_—_-r-rrrror————__mr——t—t—m——l1Àz4_Éx—1k14xÀ41À1Àk1k1k1À2À_mmm——————r—r——r_r_———_——.—. rr — 


locità iniziale è nulla - si deduce dal fatto che l'accelerazione ini- 
___—_r»—Y1rTt__rrr—————————______———=_—=2Ò2111212z2z2z——+;__11—m141__1__rrrrrr__=—=—A«A€=_n 


State 1. eniclra. 


ziale è puramente tangenziale \(II, 28). 


SI 
(DL PRINCIPIO DI AZIONE E REAZIONE 

Il principio di azione e reazione enunciato come terza legge di 
laccata Newton si può esprimere nella 
forma seguente: le forze che 


vicendevolmente si espli 


due punti materi 
scono una _co 


Esse cioè, sono parallele 


alla retta passante per le po- 
sizioni P, P' dei due punti, 
discordi e di uguale grandezzà 
d1s cora 
(Fig. 1). 

Il principio si suole enun- 
ciare anche affermando che di 
ogni azione corrisponde una re 


Es- 


Fig. 1 


lazione uguale e contraria 


so, come si vedrà ostituisce un _ elem 


zione nello sviluppo della Meccanica dei sistemi.| Inoltre, tenuto con- 


to del principio di proporzionalità tra forza e accel i indica u 
di P e P' (ora si denotano con_P e P' i due punti materiali, ol- 
tre che le loro posizioni), F ed F' le forze che vicendevolmente es 


si si esplicano ed a, a' le loro accelerazioni, nell'ipotesi che i 


due elementi siano isolati si ha, in base a (2), 
(7) F=ma, F'=um'a'. 


Dalle (7), tenuto presente che F ed F' formano una coppia di 


braccio nullo, si deduce 


(8) ma + m'a' = O, 


da cui segue 
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Da (9) si vede. che il rapporto delle masse dei due elementi isola- 


ti uguaglia l'inverso di quello dei moduli. delle loro accelerazioni. {se 
CEI EI 


si assume come unitaria la massa _fm'\ di P', la (9) fornisce, nell' uni 


tà di misura stabilita quella di P.\ 
e tn i mie e E mer Soa 
Comunque, la (8), opportunamente letta, rappresenta una espressione 


del principio di azione e reazione in cui si _prescinde ‘completamente dai 


concetti di forza e di massa. \Da essa si deduce, cioè: Ze accelerazioni 


di due punti materiali isolati sono parallele alla retta che passa per 


le loro posizioni, discordi e il rapporto delle loro grandezze è una co 
i e sir LS 


stante dipendente. solo. dalla natura dei due puntt. | 


SI 


| 
+ 


/ 


8 — PRINCIPIO DEL PARALLELOGRAMMA DELLE FORZE 


Galileo studiando il moto non. verticale dei ii osserva il fatto 
renne] 


idue forze agiscono simultaneamente su un punto. materiale l'accelerazio 
ne prodotta è è il ‘risultante delle due accelerazioni prodotte singolar- 


| SAI RNA EM I ARA Actor 


| —__— ss 


Cr dalle due forze, pensate agenti una per v volta. 


ta in altri termini, dette Fiy EF» due forze e a, a2 le accelera- 
zioni che esse sono capaci di produrre su un punto materiale di massa m 
agendo singolarmente, l'accelerazione prodotta dalle due forze, quando 
agiscono simultaneamente, è Di Ti (On pa 


(10) a nr + gg Dil è Mal 


riale si può sostituire la forza pei il principio si 
smi ——_ —— ui 


terminazione del moto di un i: natentale sognato ad un numero pre 


Lunque di forze queste sono sostituibili con la forza risultante) Ne 


segue che il moto di un punto. materiale soggetto a più forze si studia 


ancora con l'equazione (2), pur di identificare F con uo risultante 
q p Ls 


di tutte le forze applicate. |\ 


L' assenza di ogni reciproca influenza delle circostanze che deter 


minano il moto, riconosciuta La Meccanica in base al _principio del pa- 


rallelogramma, porta in Fisica all'idea di scindere un fenomeno compo- 


sto, generalmente molto complesso, nei fenomeni. componenti € e quindi al 
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metodo fecondissimo di composizione di un fenomeno mediante fenomeni in 


dipendenti parziali. 
In Meccanica il principio del VETERE. delle forze ha una 


ateriale-in i Lie E dai ai a to 


\zi. 


Sn 


pa 
(ai 


iL 


\3- PRINCIPIO DI RELATIVITA’ GALILEIANO 


Dai principi sino ad ora enunciati risulta chiaro che in essi le 
forze. agenti. sono messe in relazione con le accelerazioni RESSE» Sue 


= TT 


feriménto) mentre per le accelerazioni ciò accade | quando & e_solo ia 
si passa da un sistema di riferimento a un altro mobile di moto trasla- 


torio uniforme rispetto ad esso) Si deduce che i principi enunciati e 


‘ogni legge da essi dedotta si mantengono validi non solo rispetto a una 


terna assoluta ma anche rispetto ad ognuna che rispetto ad essa si muo- 
re SE n AZZ ro sn 


ve di moto traslatorio uniforme. Identificando lo spazio assoluto con 
nn 


quello delle ere fisse ec chiamando inerziale o galileiana ogni terna 
Lite rec 


che rispetto : ad ‘esso si muove di moto traslatorio uniforme, si può, per 


tanto, enunciare il seguente principio, detto, in “omaggio ‘a una celebre 


pagina galileiana ove esso è sostanzialmente contenuto, principio di 26 


latività quasternazi le segg della Meccanica si Reraesgda “a 


10 — POSTULATO DELLE REAZIONI VINCOLARI \/ iù 
E' stato osservato (Cap. VIII, n. 2) che un vincolo permette ad un 


sistema_ ©: $in particolare ad un punto materiale solo una parte dei movi- 


menti di cui esso è susc ;cettibile in assenza del vincolo. Dato che le va 
riazioni di velocità (accelerazioni) sono prodotte dalla presenza di for 


ze, è pertanto spontaneo ritenere che un vincolo, impedendo lo) modifican 


do il movimento che determinate forze ‘produrrebbero su un sistema liber 
“Sia - Cai 

ro o, comunque, non soggetto ad esso, esplica a sua volta delle forze) 
Rane 


Tn il PESTE parere siede reazioni vin 


colari: 


parrot 


Te è rappresentabile_ con_ una. ada Detta prc si chiama - reazione vin 


vete a ai vincoli. 


SII 
Se F è la forza attiva. agente su un punto materiale vincolato e 


$ quella dovuta al vincolo, la forza totale è F + da 
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Pertanto l'equazione fondamentale (2), 1 in base al p: principio del pa 


rallelogramma delle: forze, va sostituita con l'altra __ 
piega Lenna 3 


(MI ÎE+$ = i] ma .| î 


Î 


Volendo si può dare alla (11) la forma (2), pur d'intendere con E 


la forza totale / risultante di quella attiva e della vincolare\ 
rare ss are 
Analogamente nello studio del moto di un sistema bisogna aggiungà 


re alle forze attive le reazioni vincolari.) Si badi bene che queste ul 


time sono incognite e spesso la loro determinazione offre il massimo in 


drtimn) crime. dice elimina i 


teresse. In ‘molte questioni. è noto il moto del Bistema ct (o) addirittura è: es 
so è in quiete in una posizione conosciuta. ed ha grande importanza de- 
—_—e—__—_——vYTTY o Ye e e e 


isp pene PIO TACE 
terminare le reazioni vincolari onde assicurarsi che i dispositivi che \ 


— .— — ti 


ealizzano i vincoli, i quali. in virtà del principio di azione e reaziol 


ne subiscono le forze opposte alle reazioni che esplicano, ‘sono capaci| 


di resistere o per dimensionarli in modo da non rompersi.l 


st loiuk 


ve ELLA MECCANICA RI 
LEIANA | 


L'equazione fondamentale (2) - come si è già detto - e valida so- 


lo rispetto a terne inerziali o in particolare solidali alle stelle fis 


se (ormai supporremo. assoluto. ‘un tale sistema di riferimento). capita, 


to ad una terna. di riferimento mobile di moto qualsiasi rispetto adu una 


terna solidale alle stelle fisse.| Ciò accade, ad esempio, se si vuole. 


riferire il moto alla Terra) 
Occorre pertanto procurarsi un'equazione che fornisca l'accelera- 


zione rispetto ad un qualunque prefissato sistema di riferimento, in so 


stituzione della a 


Denotiamo con vo ed (a, la velocità e l'accelerazione rispetto al 


la terna prescelta di un punto materiale J P | soggetto alla forza tota 


le F e con. w,; la velocità angolare della terna di riferimento ri- 


spetto a quella assoluta (od E 


terna assoluta e come moto relativo © quello lepatio al pre si- 


stema di riferimento e detta |a} PE SES SETTA. di trascinamento di 


PI il teorema di Coriolis RA 9) da 


(12) a_c-afF#a, + Zur AV 


ove evidentemente aa denota l'accelerazione (assoluta) di P rispet 
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to alla terna assoluta (o inerziale). Tenendo presente che a__ corri- 


sponde al vettore a che compare nella (2). ,da (2). _(12)._siî ricava 
ZZZ : 


À: "A SP = vi Vf he i} 
SA REA _. TNELI pr tato 
(13) e, x SEI 
È” mici 
che esprime la legge fondamentale della Meccanica,rispetto ad iste 


E, 
[ma non inerziale.]I vettori fe se È 1 7 2Mw, A v , che hanno dimensioni 
ee een _— —_______. 

di forze si chiamano[forze da) apparenti del "moto. > relativole di essi pia pri 


mo | forza di trascinamento) il secondo forza centrifuga composta o di 


rr 


riale rispetto ad una terna qualunque il priest delia massa per L'ae 


celerazione è uguale alla forza totale applicata accresciuta delle for 


ze apparenti del moto relativo. 


Ciò significa che durante il moto l'accelerazione soddisfa ad una 


equazione del tipo (2) ove F denota, però, il risultante delle forze 


effettive. (attive. È vincolari) e di quelle. (fittizie) apparenti del mo 


to sola iea] Naboslaente se la terna di riferimento è inerziale si an 


nullano a, e wr e si ricade Ivedi (13)] nella (2). Tale circostan- 


za si traduce nel principio o di relatività galileiano (n. 9). 


Si badi che quanto sopra è valido solo se la forza F non dipende 
dall'atto di moto di P ma solo - eventualmente - dalla sua posizio- 
ne. In caso contrario, nel trasformare la (2) occorre usare speciali 
cautele, come capita, ad es., quando si voglia tener conto di una resi 


stenza di mezzo (XX, n. 9). 


12 — SISTEMA ASSOLUTO DI MISURA — SISTEMA TECNICO 

Da quanto si è detto risulta che i concetti fondamentali su cui si 
fonda la Meccanica razionale sono quelli di spazio, tempo, massa, forza 
e di altri, come velocità, accelerazione ed altri ancora di cui si par- 
lerà in seguito, che possono considerarsi come derivati da quelli fonda 
mentali. E' opportuno accennare alle unità di misura adoperate per la 
misura degli enti fondamentali. Uno dei sistemi di misura spesso usato 
è quello detto assoluto o anche sistema C.G.S. In esso si assume come 


unità di lunghezza il ‘centimetro) cioè la centesima parte della lunghez 


za (metro) del regolo campione conservato negli archivi di Sèvres, con 
trollata mediante il confronto con la lunghezza d'onda di determinate 
radiazioni che si ha ragione di ritenere assolutamente costanti nel vuo 
to. Come unità di tempo del sistema assoluto si sceglie il secondo so0- 
--. di giorno solare medio, ossia ad 
di giorno sidereo che rappresenta la durata di un giro della 


lare medio, corrispondente ad 
1 
86164,09 
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Terra intorno al proprio asse. su tale assunzione si fonda la costruzio 
ne dei vari tipi di orologio) L'unità di misura delle ‘masse è il gram- 
|mo-massa)e corrisponde alla millesima parte della massa (chilogrammo- 


massa) del campione di platino-iridio conservato a fitrpem. tate unità 
di massa equivale presso a poco alla massa di un centimetro cubo di ac 
qua distillata alla temperatura di\4° centigradi. '. 

Dalle unità stabilite per la misura delle lunghezze e dei tempi si 
deducono subito quelle relative alla velocità e all'accelerazione. Ba- 
sta pensare che la velocità figura in base alla sua definizione come u 
na lunghezza divisa per un tempo (di grandezze infinitesime se il moto 
non è uniforme). Ne segue, nel sistema C.G.S., che velocità unitaria è 
quella di un punto che, muovendosi di moto uniforme, in un secondo per 


corre lo spazio di un centimetro. ‘Analogamente si riconosce che nello 


è 


stesso sistema di misura accelerazione unitaria è quella di un punto mo 
bile di moto uniformemente accelerato e la cui velocità cresce di una 
unità ad ogni secondo. Anche l'unità di forza si può considerare come 
derivata, in base a (3) . Da (2) si ha F= 1 per m= 1, a = 1. Si de- 
duce che nel sistema assoluto forza unitaria è quella che agendo su un 
punto. materiale avente la massa di un grammo produce l'accelerazione u 
nitaria. Tale unità di forza si chiama jdine. | Y HAL > 

In base alla (4) si determina subito a quante dine corrisponde il 
peso di un grammo. Determinazioni sperimentali danno per l'accelerazio 
ne di gravità, g , il valore 980,62 nel sistema C.G.S., al livello del 
mare e a 45° di latitudine. 

Si deduce che il peso di un grammo è uguale, al livello del mare 
e a 459 di latitudine, a 980,62 dine.| 

Nel sistema C.G.S. l'unità di lavoro è l'erg e rappresenta il la- 
voro compiuto dalla forza di una dine quando il suo punto di applica- 
zione si sposta di un centimetro nella direzione e verso della forza. 


Spesso si adopera, però, come unità di lavoro il joule pari a 107 erg. 


Non sempre il sistema assoluto di misura è il più adatto. 
In molte questioni, per evitare di incorrere in numeri poco adat- 


ti al calcolo conviene ricorrere ad altri sistemi di misura. Ci limite 


bara ‘AVS, IZ ; 5 
remo solo ad indicare il iststema cca; detto, \, anche, sistema degli 


fa, sie 


|tngengeri civili. In esso si assumono come unità fondamentali quelle di 


lunghezza,. tempo e forza, (anzichè massa come nel sistema C.G.S.). L'uni 


ta di lunghezza è il metro) ueLia n ice nani SSUONso mentre per unità 
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di forza si assume il|chilogrammo-peso, 1) cioè il peso del campione di 
cen ——— —____ 


platino-iridio ‘conservato a Sévres o ‘quello equivalente ai un dm? di 


acqua distillata, a quattro gradi centigradi e.a.760. mm di pressione 


het 


atmosferica.\ 


Le unità di velocità si derivano analogamente a quanto si fece 


nel sistema C.G.S. L'accelerazione di gravità nel ststema tecnico ha 
il valore 9,8062, al livello del mare e a 459 di latitudine. Ne segue, 


in base a (4), che nel sistema tecnico massa unitaria è quella il cui 
peso è uguale a Kg. 9,8062. 

Nel sistema tecnico l'unità di lavoro è il\chilogrammetro\e cor- 
risponde al lavoro di una forza di un chilogrammo quando il suo punto 
di applicazione si sposta di un metro nella direzione e verso della 
forza. Un kgmetro corrisponde evidentemente a 9,8 - 107 erg. L'unità 
di potenza è invece il cavallo vapore che si indica con HP e corrispon 
de al lavoro di 75 kgmetri al secondo. Gli elettrotecnici adoperano il 
batt pari al lavoro di un joule al secondo e il kilowatt uguale a 103 


iwatti 


SE 
‘13)- DIMENSIONI DELLE GRANDEZZE MECCANICHE 
Mi La misura delle grandezze che intervengono in Meccanica dipende 
sostanzialmente da quelle di lunghezza, tempo e massa. Generalmente av 
viene che se si cambia l'unità di misura di ognuna delle grandezze fon 
damentali, sostituendo alle unità di lunghezza, tempo e massa altre u- 
nità contenute A, wu, v volte rispettivamente nelle primitive, la misu 
ra di una grandezza meccanica diviene uguale a quella primitiva molti- 
plicata per xPluN2v23, essendo Nn}, N29, N3 tre numeri eventualmente 
(qualcuno o tutti, nulli. Tale circostanza si suole accennare dicendo 
che la grandezza misurata che indicheremo con 0 ha dimensioni n) ri 
spetto alle lunghezze, ng rispetto ai tempi e n} rispetto alle mas- 


se e scrivendo ‘ ii equazione dimensionale ] 


(14) o= [eP1+22m3] . 


Se qualcuno degli esponenti dimensionali è nullo si può nella (14) 
sopprimere il fattore corrispondente. La (14) si suole anche leggere di 
cendo che la grandezza 0 ha dimensioni di una lunghezza elevata a_n}, 
un tempo a n), una massa a na.Già l'esame della formula che esprime 
Q in funzinne degli elementi da cui la grandezza dipende in un qualun 
que caso particolare, mostra quali sono i valori di n;, n>, n3. Ad es., 


il fatto che l'area di un quadrato si trova eseguendo il quadrato del- 
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. 
la lunghezza del lato, mostra che l'area A di una qualunque superfi- 


cie ha l'equazione dimensionale 
(15) ka 2] 


Così, risultando la grandezza della velocità in un moto uniforme 
Ceci it ii HO CO DAL LOL 


misurata dallo s spazio percorso diviso per il tempo, l'equazione dimen- 


sionale della velocità è 


(16) 


_—__—"" 


vi= peri). 


csi pena 1 


rag 


Analogamente, quelle di accelerazione, forza, quantità di moto,mo 


mento della quantità di moto, forza viva e lavoro sono. 


» 
Il 


[RE] |, F= [tm], Q= [ttmIm] , 
(17) 


[22t72m] , L [22t72m] 


Vai 
Il 


[a2t71m] , vj 


Si vede da (14), (15) che nell'equazione dimensionale di un'area 


gli esponenti n2, Da, di tempo e massa sono nulli. 


Per mettere in evidenza tale circostanza si suol dire che un' ‘area 


e accelerazione hanno dimensioni nulle rispetto. alla massa) Un image 


ha dimensioni nulle rispetto. ad ‘ognuna delle tre grandezze fondamenta- 


Ti, Quando si presenta una tale circostanza si dice che la grandezza è 


un numero puro. Per trovare le dimensioni di una velocità angolare ba- 


sta pensare ad un moto rotatorio uni forme. In tal caso la velocità an- 


golare è uguale al rapporto | tra DI angolo descritto dal sistema e il tem 


po impiegato a descriverlo. Ne segue l'uguaglianza dimensionale. 
(18) ua [ET]. « 


Le equazioni dimensionali mostrano quali sono gli esponenti _nj, 
3 ni 


no n AN 
n2, Nn3 e determinano pertanto il fattore aa 2v 3 } per cui bisogna 


moltiplicare la misura effettuata in certe unità di lunghezza, tempo e 


massa quando da queste si passa ad altre unità contenute rispettivamen 


te X, U, v, volte nelle prime (naturalmente qualcuno © tutti i nume 
ri X, %, v possono essere minori di 1). Per indicare quali sono le 
unità fondamentali a cui si riferisce la misura si suole associare al 
numero che esprime una determinata grandezza il gruppo dei simboli e- 
sprimenti le unità fondamentali elevati ai rispettivi esponenti dimen- 
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sionali. Si scrive, ad es., 
sa RAZOR pieni] 


è 


(19) g = 980,62 cm sec aL. 


Se come unità fondamentali si assumono quelle di lunghezza, tempo, 


! forza, alla (14) bisogna sostituire la 


(20) Q= [eP1+P2p93] 


e procedere in parallelo per ogni grandezza meccanica. 


L'equazione dimensionale della massa è, in tal caso, 


LR 


(21) m= [27 112F] } 


Quelle delle quantità di moto e del momento delle quantità di mo- 


to sono invece 


(22) io = [EF], K= IF]. 


Si badi bene che in ogni uguaglianza tutti i termini devono avere 


le medesime dimensioniì. Altrimenti c'è un errore) Infatti affinchè La 


VE 


guaglianza si mantenga valida cambiando le unità di misura (come deve 


Si + La 
essere) occorre che il fattore ly uPzy® 3° per cui occorre moltiplica- 
re ogni termine sia lo stesso per tutti e ciò avviene quando e soltan- 
to quando le dimensioni di tutti i termini sono le stesse.) 


ET 


| Mostreremo in seguito come con semplici considerazioni a partire 
dalle leggi di Keplero si arrivi a stabilire la forza con cui due pun- 
ti materiali si . attraggono) Per ora ci limiteremo ad enunciare Za leg- 
ge di _gravitazione universale, dovuta a Newton: due punti materiali si 


attraggono con una forza proporzionale alle loro masse ed inversamente 
TRES 
proporzionale al quadrato della loro distanza. In altri termini, detti 


P e P' i due punti, m, m' le loro masse, r la loro distanza ed u 
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il versore PP', il punto P' esplica su P. la forza) 
(23) 
mentre P esplica su P' la forza opposta, h è una costante universa 


le indipendente dai corpi considerati e dal mezzo in cui essi si trova 
TETTE Vee | eteeeetmt Am --t——t————t—t—t—t@—@—@—t—tl1—t1tm_—@—@—@l@t——t—@t———@—@t—@—@—l‘’ 
no, detta costante di attrazione universale)o anche costante di Gauss. 


Essa evidentemente si può interpretare come grandezza della forza con 


cui si attraggono due masse unitarie [m = m' = 1] poste a distanza u- 


nitaria [r_= 1], ma non ha dimensioni di una forzali 
Da (23) si ottiene infatti, tenendo conto della (17, 2), l' equa- 


zione dimensionale _ 


(24) @)= 1 23t72m3] 


Il valore di h ,misurato in un primo tempo con la bilancia di tor 
stone di Cavendish e in seguito con metodi più precisi, risulta espres- 


so da 


_——«__ = 


(25) h =/6,7 ° 10-8 lunita C.G.S. 
corrispondente \a_67 bilionesimi di dine] 


La sua estrema piccolezza rende lecito trascurare la forza di gra- 


vitazione universale in molte questioni | . a meno che essa abbia un ruolo 
PE E _ 


predominante, come capita nella determinazione del peso di un corpo o 


nello studio del moto dei pianeti intorno al Sole; 


Ad es., tenuto conto che un elettrone ha la sua massa uguale a Gir 
aa E I) 


_—— 


ca i - 10728 | grammi. e porta una carica elettrica negativa pari a 4,77 - 


10-10 unità elettrostatiche C.G.S., si constata che due elettroni posti 


nel vuoto alla distanza di un centimetro, | si attraggono, in virtà del- 


la gravitazione universale, con la forza di 5,4 * 10782 dine circa e si 
respingono, a causa del loro stato elettrico, con la forza di 2,3 - 10-19 
dine circa (la costante dielettrica è, nel vuoto, ci a SI Questo e 


za di sttrinione universale di fronte . a | quella di attrazione . (e) i sspulaia 


ne. elettrostatica. 


RES 
fa» Al 
INFLUENZA DI UN SISTEMA MATERIALE SUL MOTO DI UN PUNTO MATERIALE 


I principi della Meccanica già enunciati riguardano. nella loro e- 


spressione un solo punto. materiale ° elemento di materia o al l'agha due 
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(principio di azione e reazione) .| Direttamente essi non dicono nulla 


circa 1! influenza che un sistema usteriale| iptribleenare o continuo)| 
ha s sul moto di un “punto materiale.\Tuttavia essi permettono di indivi 
duare l'accelerazione del punto, tenuto conto dell'affermazione gali- 
leiana che le circostanze determinatrici del movimento producono acce 
lerazione. 

Sia in effetti P un punto materiale in presenza di un sistema 
materiale cJ Basta applicare il principio del parallelogramma delle 
forze (n. 8) per dedurre che nel caso che C_ sia particellare l'acce 


lerazione, a , di P coincide con il risultante delle accelerazioni 


[eran nr 


Ia, 22, ev an) prodotte in P dalle n forze esercitate su _P_da 


gli n punti Pj di C. Si ha, cioè \ 


n ) 
(26) a = agife 
Denotando con m la massa di P e con f; , (i = 1, 2, ..., N), 


la forza esplicata da P;j su P , la (26) si può sostituire, in base 


a (2), con 


n ti 
(27) ma= I fi- 


Nell'ipotesi che (C) sia continuo, introducendo un vettore, fun- 


zione dei punti di TEA tale che ufdCl esprima la forza esplicata su P 


dall'elemento. dc di Ci la (27) va, ovviamente, sostituita con) 


(28) ma = È ufdc . 
G 


de _con quella causata dal risultante. delle forze che “sull' demente e- 


splicano i singoli punti o elementi del sistema. E' da tener pi presente 


che in base è al principio di azione e reazione (n. 7) le forze f; che 
nn s 


compaiono. percre (27) hanno la direzione dei vettori  PPj , mentre la 


f. della (28) è diretta come la congiungente P. con il punto di Ce che 


la esplica. 


Si” 


Nel caso di un sistema particellare, se le forze che C esplica 
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su_P_ sono quelle di gravitazione universale la (26) si riduce, in ba 
se a (23), a. 
se a (23), 


(29) @- n ui, 


ove mj è la massa di P 
re di PPj . 
__—_—— 6 


Invece nel caso che Cl sia continuo si ha evidentemente) 


jr Yi la sua distanza da P e u;j il verso 


(30) fanta, 
r2 
essendo r la distanza di P_ dal geperico punto _P'_ del campo-dlin- 


tegrazione eu il versore di PP'| 
Ne segue, tenuto conto di (28) x 


(31) a=h i * udc . 
Cr? 
SI lesi \) 
\L 3 
16 — RIDUCIBILITA’ A ZERO DELLE FORZE INTERNE \N 


Sia C) un qualunque sistema materiale particellare o continuo e 


P_un qualsiasi suo punto o elemento di materia.\ Tra le forze che agi- 


scono su P si dicono înterne quelle dovute esclusivamente agli altri 


= 
elementi di Cc mentre le altre si chiamano esterne.| 
i _rrrr—__—__—_—— nn  n©"@m=M EE} = 


In altri termini sono forze interne per C. quelle forze che espli 


nana lar Ri 


cano su ogni suo elemento alii altri. elementi del Sistema, esterne le ai 


interne ad una | proprietà di grande semplificazione per gli sviluppi del 


ue an i 
la Meccanica (Cap. XIV, n. 1). Per esso, infatti, considerato oltre __P 


un altro elemento P' di C , le due forze (interne) che vicendevolmen 
SS i aeneon cani dci 
te si esplicano P e P' costituiscono una co 


vede, cioè, che l'insieme di tutte 1 
= —_rYroYW Yo e 

steme di coppie di braccio nullo ed è quindi equilibrato. 

steme Qt _< oe guinar equrrronave 


Detti, pertanto,\ Rf ed | M - DI: risultante ed il momento risul 


Moio 
e forze interne equivale ad un in- 
Bi Seta ICI 


tante rispetto ad un Sa [3oIò T delle forze interne di _un qua- 


lunque sistema materiale, risulta \ 


(32) Da, #8 sò, è 
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dI LAVORO DELLE FORZE INTERNE NEL CASO DI UN SISTEMA PARTICELLARE — SISTEMI 
INTRINSECAMENTE CONSERVATIVI 


Una notevole conseguenza del principio di azione e reazione. è la 


possibilità di esprimere in modo molto semplice il lavoro delle forze 


rr, 
interne di un sistema particellare.Sia C il sistema e Pri Ps due 


qualunque suoi punti.| Le due forze (interne) che vicendevolmente si e 


splicano i due punti costituiscono, in base al principio di azione e 
reazione una coppia di braccio nullo. Di conseguenza, se urg è il ver 


sore di P,Py , si può rappresentare con Hrglza | la forza subita da P_ 


da la parte di Ps _e con - drgUrs quella che P, esplica su Ps. édrs 


è positiva o negativa a seconda che le due forze siano. attrattive o re 


pulsive e il suo modulo misura la grandezza di ognuna di esse. Se lc su 


bisce un qualunque spostamento infinitesimo, il lavoro Eb, effettua 


to dalle due forze considerate è éspresso,, in base a (XII, 410), da 


al 
(33) gno = drsUrs w (A 3 Pc) 
Detta cia la variazione della distanza, \prg. i di P_ 6 Pg Si 
ha, in base a (II, _130)|, i sn == ua 
© $ 
tei (rg 
‘ ner" B 
= = dor r 
ia es Bra * Ple hd a 5 dilfrs 


= re 

Da (33) segue, a causa di (34), Y 

R e 

(35) n cala. N =; 
rs ; Î È 


Il lavoro di tutte le forze interne è, pertanto, 


ci) SR, 
(36) 9L = £ dra Prg 
2 
Di \ da n 
ove la sommatoria £ s'intende estesa a tutte le Co) combinazioni 


2 
semplici degli n punti di C a due a due. 


Sulla (36) si ritrova la proprietà già segnalata dell' '‘annullarsi 


del lavoro delle forze o interne. per dpi spostamento rigido (per il qua 


A è (CS o per ogni È ed DA 


la terna di riferimento (poichè da prec non dipendono | 


e \ \3Prs da 


to il loro significato). 


Se le forze interne sono quelle di gravitazione universale si ha 
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m_My 
= h 
(*rs si £ 
rs 


(37) 


ove m_ , Mm sono le masse di P, , P. e la (36) diviene 


n m,m 
i x°8 
(an65, = - x Sha * 


bai 2. Prs 


Formule dello stesso tipo delle (37), (38), si ottengono evidente 
mente nel caso delle forze elettrostatiche) . Se invece le forze interne 


hanno modulo proporzionale a quello delle differenze tra la_ distanze at 


tuali” Prg tra P, e e Ps e quelle, ?rg, corrispondenti ad uno specia- 


le s stato del sistema con forze. interne nulle e sono attrattive o repul- 


Î 
sive a seconda che _rs| Sia maggiore o minore di |frgl , si può porre 


(39) 


con |Crs i costanti positive. La (39) fornisce una rappresentazione del 


Te cosidette te forze elas ciche agenti tra i vari punti di un sistema. Non 
TE 2 


lè escluso che tutte le costanti elastiche C,g abbiano un comune valo 


‘re c> 0. .i In base a° (39) si ricava [vedi _(36)] \ 


: n 
(40) an) = x crs (Prs © *rs)?Prs 
2 


Il caso rappresentato da (39), (40) si presenta, ad es., se i pun- 
ti del sistema sono a due a due collegati da molle elastiche che risul- 


tano. nè tese. nè compresse quanto le distanze tra i loro estremi sono u- 


Se le forze dipendono solo dalle mutue distanze, Prg . tra gli ele 


menti P Psr l'insieme delle forze interne è conservativo. Infatti in 


dali 
tal caso si ha, in base a (36) 


(41) i ar 4) = au li) i 


non appena si assuma 


; n 
(42) oi la Mica è 
2 
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prende il nome di potenziale delle forze interne ed il siste 


ma si dice intrinsecamente conservativo Sono tali, ad es., i corpi e- 


laticî. 
Nel caso della gravitazione universale il potenziale delle forze 


interne è espresso, in base a (37), (42), da 


n mms 
=hSI —8. 
2 Prs 


(43) gli) 


Invece nel caso di forze interne di tipo elastico si ha [vedi (39), (42)] 


(44) adria ii 
gi rs ‘’rs rs ' 
- 2 


a meno di un'inessenziale costante additiva. 
Invece l'energia potenziale delle forze interne (detta anche ener 


gia interna) è espressa da 


(45) ni) - (a dprs , 


e diviene, in particolare, 


a n m_My 
(46) pi ca 
a. Pe 


nel caso della gravitazione universale e 


"7 © ISIE, Mi 
= = 2 
(47) I =3 3 CrslPrs dead” » 
2 
nel caso delle forze elastiche. 
SÌ i 
{18)- MECCANICA TERRESTRE — PESO us pera Are. Sa d 


Applicheremo quanto è detto nel n. 11 per stabilire l'equazione 


fondamentale della Meccanica rispetto ad un sistema di riferimento soli 


dale alla Terra) A tal fine occorre e basta tener conto del movimento 
della Terra rispetto ad una terna solidale alle stelle fisse. 
Si devono quindi tener presenti: a) il moto di rivoluzione intorno)| 


cime 


al Sole; b) quello d'insieme dell'intero sistema solare verso la costel 


lazione di EEkcole; c) quello di precessione regolare.Ì Di tali movimenti 
Aia A SSEOHE Lego È 2 
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il primo, per intervalli di tempo non troppo grandi rispetto alla dura 


ta dell'anno, si può ritenere SBUSA DI Ente, traslatorio uniforme e. co7 


e i n 
rotazione diurna (vedi #6, TEIL, Ma 11). 


Ne segue che ogni terna solidale alla Terra sensibi! 


io uniforme rispetto ad una terna assolu 


Tara uguale a quella della rotazione diurna 


tenersi mobile di mc moto rot 


ta, con velocità angola Te, 
lea NE E SSIS i 


della Terra. L' accelerazione ‘di trascinamento è pertanto espressa (TE 
49) da 


° I e à IDOL A, avec f x 
(48) @) ='- s: OB >; ( 


se con Q si denota la proiezione di P sull'asse terrestre. 


Assimilando la Terra ad una sfera con densità dipendente solo dal 


la distanza dal Suo centro, la 


rina 


forza di gravitazione universa 
ISO Re 


le da determinarsi in base a 


(31) riesce, per ragioni di sim 


(metria, diretta verso il centro, 
—— ——_—caeae_ t___———_——————————————— mòÒmt 


O, della Terra.\Essa si può quin 


di rappresentare con (mA, essen 


do A un vettore con l'orienta 


mento di PO ; esprimente l'ato 
trazione terrestre sull' unità 
di massa (Fig. 2). 


L'equazione fondamentale del 


la Meccanica terrestre è, per- 


tanto, in base a (13), (48), 


(49) (ma)= F + mA + mw? QP - 2mw, AV è 


ove LE esprime de ‘eventuale forza distinta da ‘quella di gravitazione uni 


versale, agente su P. Nel caso di un punto non soggetto a forze diver- 
se da quella dell'attrazione terrestre nè a vincoli} F è nulla e da 


(49) si deduce es 


A R w > 
(50) a= At uî OP - 20 AV. 


Se il punto è in quiete rispetto alla Terra si annullano v ed a. 


La forza totale esplicata dalla Terra sul punto in quiete è, pertanto, 
(51) p = m(A + wî QP) 
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e si chiama peso. 
; rece 


Poichè [ri QP| prende il nome di) forza centrifuga |(essendo paral- 
lela al raggio ma diretta verso l'esterno della circonferenza descrit- 


ta da P), si può enunciare: 7! peso è il risultante _dell'attrazione ter 


restre e della forza centrifuga a dovuta alla rotazione della Terra. 
e —_—__° da: + 


In corrispondenza si vede, in base a (4), che pene = di 


gravità, g , è espressa da \ 


_ 


è pe 
(52) 9=(®A +2 od . 


Si vede subito che essa non coincide con l'effettiva accelerazio- 
ne d: di caduta di un grave e libero, espressa da (50) -\ 


Da (51), (52) risulta che il peso e 1! accelerazione di gravità va 


riano con l' altezza e con la latitudine. Precisamente, tenuto conto che 


il termine centrifugo essendo diretto verso l'esterno della Terra ha ef 
fetto di alleggerimento (vedi Fig. 2) si deduce che peso e accelerazio- 


ne diminuiscono con l'altezza in quanto se il punto va più in alto A 


diminuisce e |QP| cresce, e invece aumentano con la latitudine per il 
fatto che spostandosi dall'Equatore ai Poli A rimane sensibilmente co 


stante (rigorosamente nell'ipotesi della Terra a strati sferici concen- 


trici omogenei) mentre |QP| diminuisce dal valore del raggio terre- 
stre [all'Equatore] a zero [ai Poli]. Si constata infatti che g varia 
da 978 cm sec”? all'Equatore a 983 cm sec”? ai Poli, circa. 

La retta di applicazione del vettore  (P, A) passa sempre per il 
centro della Terra mentre quella di (P, QP) vi passa solo all'Equato 
re. Ne segue che la verticale per definizione coincidente con la retta 
di applicazione del peso [e di (P, g}] non passa, in base a (51), per 
il centro della Terra, ad eccezione cne all'Equatore e ai Poli (ove QP 
si annulla). In base a (51), (52), l'equazione fondamentale (49) si può 


scrivere nella forma 


(53) ma = F + mg - 2Mw, AV . 


Volendo valutare la grandezza delle accelerazioni di trascinamento 
e di Coriolis in unità C.G.S. occorre ricordare (n. 12) che la veloci 


tà angolare della rotazione diurna è espressa da 


Bo 27 -l 
(54) w= ERI, 8e° 
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mentre |oP| è legato alla latitudine e dalla relazione 
(55) |QP| = R cose 


se con R si denota il raggio della Terra. 
Assumendo per R il suo valore medio pari a km. 6371, la (48) dà, 
a 45° di latitudine, 


(56) ha 2,4 cem sec? . 


Per valutare 2|w, A vl si assuma per 41 gara una dicainiaizdi non 


superiore a 150 km/ora. Segue 


PT __— 


(57) ‘| 2|]wr A v| € 0,61 cem sec? . 


Sulle (56), (57) si riconosce la lieve influenza del termine 
to relativo di fronte a quella dell'attrazione terrestre nella formazio 
ne del valore dell'accelerazione di gravità che risulta compreso tra 978 


e 983 cm sec 2. Per tale. motivo, come si è osservato al n. %, nei pro- 


blemi della Tecnica si pae trascurare le forze appaseni del moto 


osservare, se si tiene conto del peso, che in effetti non si | tensoura 


neppure la forza di trascinamento ma solo quella complementare, di più 


.| Ne segue che ros moto di un grave libero n nel vuoto si può 


ritenere. come _un moto ad accelerazione costante, obbediente, cioè, al- 


lieve entità. 


l'equazione (ET. 33) ottenuta da (53) trascurando dl termine centrifu- 


go composto e ponendo F = 0. 


Però se si vuole spiegare qualche speciale effetto, come quello 
della deviazione dalla verticale dei gravi nel moto di caduta o.si ha 


a che fare. con i velocità alquanto elevate. come quelle degli aerei e dei 
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CAPITOLO XIV XVeTTOo i 


RA \ dad 
INTRODUZIONE ALLA DINAMICA DEI SISTEMI 


(1) EQUAZIONI CARDINALI DELLA DINAMICA 

Si denotino con Go; Vs ed as rispettivamente, la massa, la 
velocità e l'accelerazione, del generico punto Ps di un qualunque si 
stema particellare e siano es ed iy le forze esterna ed_ interna a- 
genti su P., [Cap. XIII, n. 16]. 

L'equazione fondamentale della Meccanica (XIII, 2) applicata a P, 


si scrive 
(1) mgag, = eg +i<k is 1a 2a casg Di a» 


E' bene tener presente che se la terna di riferimento non è gali- 


leiana il vettore 128 | denota : il risultante delle forze esterne effet- 


tive e di quelle apparenti del moto relativo agenti. su ia | [XIII, n.11]. 


Nel seguito parlando di forze esterne intenderemo sottinteso che in es 


se sono conglobate quelle apparenti del moto relativo, “quando la terna 


di riferimento non è inerziale. 


Sommando le (1) rispetto all'indice s si ottiene » 
n \ x A he) 
(2) s fasagj = 89° fa rl) ; (Prg 
s=1 | nn Pasi 
ove si è indicato con x 


(3) 


| Te) 

il Losi 
USI 
Il 

v 
Imp 
U 
(0) 


ed rl) il risultante delle forze esterne e quello delle forze inter 


Ò 


Tenendo presente la (XIII, 32, 1) la (2) si semplifica in 


Detto T un qualunque polo. dello spazio, moltiplicando vettorial 


mente a sinistra per _TPs ambo i membri dei La e sommando rispetto ad 


Ss , si ottiene 
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È (e) (i) 
(5) RA TP3 A mag = Mg + Mr ; 
ove 
[ n 
(6) mM » x MAS, 
Ss=1 


e ae" rappresentano i momenti risultanti rispetto a T delle forze 
esterne e di quelle interne, applicate nei punti Py. 
In base a (XIII, 32, 2), la (5) si semplifica in 


(7) i x TR A may = Mr x hO 


Le equazioni (4), (7), tenuto conto di (3), (6), prendono il nome 


di equazioni cardinali della Dinamica dei sistemi particellari. 


Equazioni analoghe alle (4), (7) si possono stabilire nel=caso dei 


ze. L'analisi dei casi concreti che si presentano alla nostra osserva- 


zione mostra che le forze sono di due tipi: forze a distanza e forze di 


contatto. Le prime agiscono anche tra elementi comunque lontani, come, 


ad es., avviene per la forza di gravitazione universale, per quelle e- 
ag CeSeu avviene per La Lo È GERViI Lezione, UNIVErsa ey Pet Guerle e 
lettriche e magnetiche, ecc..Per ogni elemento infinitesimo, dl , di un 


qualunque sistema continuo, Cl, le forze a distanza si presentano come 


proporzionali al volume dell'elemento o - se si vuole - alla sua massa” 


al. 
Così i vettori 


ugaC , hu È udc, k*u È udc, 
= g2 o. 
(8) 
- waxdl , - 2uwx A WdC , 


rappresentano rispettivamente, con riferimento alla massa udC , il pe 
so, l'attrazione subita a causa della massa m concentrata a distanza 
r , la forza elettrica subita per effetto della carica e posta a distan 
za r (k*u denota l'inverso della costante dielettrica moltiplicata 
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io la densità Ritiene la forza di Feascinanento e Sa di cca 


mento o è =“ dunque, nella forma uFdC _, ove F è un op- 
n Sa_——_—_—_——- 2 - = 


portuno vettore, detto forza di massa specifica, ,) avente le dimensioni 


uguali a quelle di una forza divisa per una massa. Si ha, cioè, 
(9) Pe RE] 


Le forze di contatto sono invece forze di natura molecolare (di a 


desione, coesione, ecc. ,) e agiscono tra elementi. vicinissimi (si pen- 


si che l'ordine di grandezza del raggio. di azione molecolare è di 107° 


cm). Esse si ESSERLO solo a causa del contatto tra 1 corpi o tra gli 


elementi di ‘Uno stesso ‘corpo € e si esplicano attraverso gli èlementi su- 


perficiali che li delimitano. Tali possono considerarsi in genere le rea 
zioni vincolari. L'e esame de dei casi concreti mostra che su ogni elemento 


infinitesimo dS della superficie : che delimita un dato sistema con 


tinuo o una sua parte si esplica una forza di contatto proporzionale al 
d£ stesso e quindi rappresentabile nella forma fdr , se con f si de 
nota un opportuno vettore - forza superficiale (0 di contatto) specifi 
ca - avente le dimensioni uguali a quelle di una forza divisa per una 
superficie. 

Se Z. è la superficie che delimita C, fd rappresenta, pertan- 
to, la forza esterna di contatto agente sull'elemento superficiale dr 
di €. 

Da quanto si è detto si conclude che nel caso di un sistema conti 
nuo € delimitato dalla superficie 3) il risultante delle forze e- 


sterne si esprime nella forma 


(10) r°l°) — ISEE feta . 
c E 


ove p‘©) e £l®) indicano le forze specifiche esterne di massa e su 
perficiale mentre il loro momento risultante rispetto ad un qualunque 


polo T è espresso da 


(11) Mie — | TP_Auelac + | TP Afar 
(0, z 


Tenuto conto delle espressioni (XI, 26, 29) del risultante e del mo 


mento risultante delle forze d'inerzia, si deduce che le equazioni car- 
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dinali nel caso di un sistema continuo assumono l'aspetto 


| ” i » A 
(12) / uadc = RI) , | 

i G | ) 

I Il È 
(13) | TP A uadC = mi i 

i JE 
con rle e) Ù m(®) espresse da (10), (11). 


Le (12), (13), tenuto conto di (10), (11) sono le corrispondenti 
nel caso continuo delle (4), (7) e si chiamano equazioni cardinali del 


4 


+: La Dinamica dei sistemi continui. \ 


tile diri A N An ice ini ii e 


Alle equazioni cardianli (4), (12) e alle (7), (13) si possono da 


re espressioni comuni richiamando il concetto di forza d'inerzia. Loaps 
XI, n. 5). In base alle (25), (26), (28), (29) del Cap. i le @, (12) 


e le (7), (13) si traducono, qualunque sia il sistema (particellare o 


continuo), nelle equazioni ] 
ISZA0 & «Br ta DI 


Trai ER er o 
(14) (ama R°° = 0, i Fl ala 
Tsi 
(15) ( No, ?i+ ml) o, Ur Pu 
Maui 
|MENZIO 


che prendono il nome difequazioni cardinali della Dinamicaz(o anche del 
DAN E 


la Meccanica). Di esse la prima (prima equazione cardinale o anche equa 


zione dei risultanti) si legge: durante 11 moto di un qualunque sistema 


materiale è nullo ad ogni istante i1 risultante delle _forze d'inerzia e 


di quelle esterne. La seconda invece (seconda equazione cardinale o an 


che equazione dei momenti) mostra che è nullo il momento risultante del 


le forze d'inerzia e di quelle esterne. :\ / 


A id A % + | 
\ Nel loro insieme le due equazioni cardinali indicano che l'insteme , 


\ 


a 3 A È n | 
delle forze d'inerzia e delle forze esterne costituiscono un sistema e- | 


\ 


t P x; e sir TTT 
| quilibrato. n essi 

iti rio ue 

MI 


IF 


A X 


{ 2- TEOREMA DELLA QUANTITA’ DI MOTO 


La prima equazione cardinale si suole presentare spesso in una for 


ma (seconda forma) in cui interviene la quantità di moto del sistema 
TINA 
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(Cap. XI, n. 3). Basta ricordare la (XI, 27) per dedurre da (14) 


E gia \& n EU y 
(16) Q 39) n j 9% da DA 


ma diversa e costituisce il teorema della quantità di moto}e si leggete 


durante il moto di un qualunque sistema materiale il derivato rispetto 


s 


al tempo della quantità di moto è uguale. ad ogni istante al risultante 
a SCIE, RITO ZE 


delle forze esterne. 


O Tomes 


42 


(3) TEOREMA DELIMOMENTO DELLE QUANTITA: DI MOTO \ 
Anche la (15) si suole trasformare facendo intervenire il momento 
della quantità di moto (Cap. XI, n. 4). In base a (XI, 31) da (15) si 


deduce a esa | 0 Ali DI 
Kr Th \ULVO, ] Sail a ] 
pih: pei (e) ‘ 
1498, " Br 4 UpA Wo + Ur ‘| 


x wi 
3 A Ual - ì uu DI 
VARE, x 


\ 


che costituisce una seconda Torna della seconda equazione cardinale. 


Se il polo T è fisso vr = 0] lo) coincide Con il BEELOBBETE di 
eu Va SE 3 ERE si —Geipimsioa- ino = TR a 
capa "Casei 
da anse | 


che rappresenta il teorema del momento delle quantità di moto e si leg 
ge: durante il moto. di un qualunque sistema materiale il derivato ri- 


spetto al tempo del momento delle quantità di moto rispetto ad un polo 
SA AE EE N AI, nn AT 
fisso o coincidente con il baricentro. uguaglia il. momento risultante 


delle forze esterne identita allo stesso polo., 


e 
(4) reorema DE DEL BARICENTRO 
Alla prima equazione cardinalè si crardinalè si può dare. una. forma molto to espres- 


siva approfittando della relazione che i che intercorre tra dl risultante ‘sultante del 


le forze d'inerzia e l' accelerazione del baricentro dRi sistema (I, 27). 


e OT 


Infatti da (XI, 27) e (14) si deduce immediatamente 


ne (wi = 
di SreA ERRO se = la i U i 
se Ina = 09 | x se Ue 
ISSE 


Esso si enuncia: 71 


che costituisce il inno del moto del baricentro. 


baricentnedi un qualunque sistema materiale st muove come un punto ma- 
beriale dotato della massa dell'intero sistema e sollecitato dal risul- 
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tante delle forze esterne. 


muove dil moto rettilineo ea arte Ciò accade presso a poco - come 
è stato gia osservato (Cap. XIII, n. 18) per pia sistema solare) L'in 


getto alle forze ail attrazione che mutuamente | essi si | esplicano e che 


hanno il ‘carattere di forze interne e alle forze, esterne, di attrazio 


ne da parte delle stelle, Ma tali forze esterne, data l' enerme distan- 


za dei corpi del sistema planetario dalle stelle ‘riescono trascurabili 


di fronte alle prime. Ne segue che il sistema solare. si può considera- 


ne. Il suo baricentro (che coincide 


re come non soggetti o a forze ester 


sto di: fronte a quella di ‘tutti gli altri corpi riuniti del sistema pla 
netario) s si muove pertanto di moto rettilineo uniforme. Ciò risponde al 
risultato delle osservazioni astronomiche che rivelano un tale movimen- 
to verso la costellazione d' ‘Ercole.\ Il teorema del moto del baricentro 
mostra che con sole azioni interne non si può modificare il moto del 
baricentro stesso. Ciò naturalmente non esclude il movimento di un vei 
colo dotato di motore, nel qual caso intervengono in modo essenziale 
le reazioni (esterne) del suolo, nè il volo, in cui ha giuoco fonda- 


mentale la resistenza di mezzo... 


Il teorema del moto del baricentro, rivelando per ogni corpo l'e- 


sistema punto. materiale come il più semplice schema di un corpo natura 
Mefo 

In particolare, nel moto di un grave pesante nel vuoto il baricen 
tro si muove con accelerazione costante descrivendo una parabola (o,in 
particolare, una retta), come si è constatato nel n. 11 del Cap. II nel 


caso di un punto materiale. 


5-\TEOREMA DELLE FORZE VIVE) 

I Con riferimento ad un qualunque sistema particellare e con le nota 
zioni del n. 1 si moltiplichino scalarmente ambo i membri della (1) per 
lo spostamento effettivo 4OPs subito nel tempuscolo Mic _aal generico 


punto Pgl e ai _5sommino "rispetto : all' lindice sì si ottiene 


n n 
(20) L mgag * dPy Ss Ea AP, + Is x dPy + 
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Si riconosce subito che 
sis Ss at \2 


(21) m x Va 3 L (3 msVs * vs) di MsVs 


Pertanto, ricordando che dP, si confonde con lo spostamento ele 


mentare {vs dt di Bi (tr, n DI è indicando, come nel Cap. Zi, fi 8, 
con 
c 2 
(22) T=5 E mes 
s=1 


la forza viva del sistema, il primo I membro di (20) coincide con il dif- 


ferenziale, d7 P della forza viva. Di conseguenza, tenuto conto della 


prede 


definizione di lavoro effettivo (o elementare) (XII, 43), la (20) si può 


scrivere | PAGA 
i i Teguo ICUSA \bl 
(23) ar = ant + al) 
ove con 
(24) Gift = $ gu» dj, È i <e 
s=1 s=1 


si indicano i lavori eseguiti dalle forze esterne e da quelle interne 
nel tempuscolo dt. 

i Anche nel caso di un sistema continuo vale una relazione del tipo, 
(23). Per giungervi si _consideri un qualunque elemento infinitesimo e 
di € e se il suo contorno o. ha punti comuni con quello di wr sia 
co, la parte di 6 comune alla superficie che delimita Cc... L' equazio 
ne fondamentale della Meccanica, in corrispondenza BL ‘elemento. GC, Si 


scrive 


(25) uac = url 0 + 1g + rl 
ove il significato di F°°, r‘° a il solito In. 11 e Rî° denota il 
risultante delle forze interne di € agenti sull'elemento considerato. 
Moltiplicando la (25) per vdt e tenendo presente che in base a 
egg Nigra È 
(IX, 7) è Te, 
At 
(26) va x vate = d (uc) 


TT: 
pTE 
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si ottiene { 


"a ql for dato i 
(27) au 5 c)= el » vato + gle ) x vatos E x vdt . 


Sommando rispetto a tutti gli elementi e facendone tendere a zero 
la loro massima dimensione, l'ultimo termine dà evidentemente il lavo- 
ro delle forze. interne e, in base alla (XI, 55), si deduce proprio la 


(23), con 


(28) art) = at f url? x vac + at f £°° x var . 
«de x 


* 
Un! opportuna espressione del lavoro delle. forze. interne di contat 


to, o, corrispo ondente all'ultimo. termine di (27.)., sarà data più avanti 
(SXITE, na la 
La (23) vale dunque per ogni sistema materiale e costituisce il 


teorema delle forze. vive _per i st Lstemi. Esso, osservando che d7 si 


‘confonde con "Ta variazione subita da 7 nel tempuscolo dt , si enun- 


cia: durante il moto di un qualunque sistema materiale la variazione 


subita în ogni tempuscolo della forza viva uguaglia il lavoro effettua. 


to i RIA _tempuscolo. da_tutte le forze, esterne_ed interne. 


Se si segue la distinzione delle forze esterne in attine e vinco- 


lari (Cap. XIII, n. 10), il termine ar le) della (23) consta dei due, 


gr fee, ar»), corrispondenti ai lavori elementari delle forze ester 


ne attive e vincolari e la (23) si traduce. in 


ala 


(29) Pr gr = aper 4 ante aan 0 
ai / (are 


ze] 


OSSERVAZIONE I - In NE LI identità (a meno di infinitesimi di ordi- 


ne superiore al Jat]) | del lavoro elementare « e di quello effettivo cor 
SIOE 


rispondenti al tempuscolo dt il téorema Esvrema delle forze vive si può enun 
ciare: durante il moto di un qualunque sistema materiale ad ogni istan 


te il differenziale della Forza viva è uguale al lavoro elementare di 


A 


tutte le forze agenti. 


Si geo osservare però che in ogni istante in cui sono nulle le ve 
sd REESE SSD i SER TIn 


= —_———- 
ciato perde significato 


E “i fatto che zisultano nulli sia il diffe- 
- —— —_—_ 


—_ =" —rii 
renziale della forza vivai [vedi (21), (26)) = sia 2 | 1avori elementari 


(XII, 43, 44).}I1 teorema delle forze vive, però, nell ‘ipotesi che non 


ng 
tutte le accelerazioni siano nulle,; mantiene sempre un. significato. ‘cOn. 


creto purchè si tenga. conto di termini dell'ordine di |dt|? . 
re = 
——_  —_ _—_—r— 
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Ci limiteremo a giustificarlo nel caso di un sistema particella- 
re. Dallo o sviluppo di Taylor della forza viva 


© lo) es 
dette v_ e 8s ; velocità e dcoelercs lane. di Ps |, nell'istante to 


‘tor to + dt, 


(31) 


ove (3) 


Da (31), detta dT ar ig" variazione T - To subita da 7 nel tem- 


puscolo dt a ire da_t da si ricava, trascurando termini di ordi 


ne superiore I al (dt)? e supponendo che t sia un_istante 


(o) 
d'arresto 4 & ) 


i ____—— 


x m_a? (dt)? 


(32) ar = ss 


= 


ove si è tornato ad indicare con a 3° acceletazione di Py anche nel 
nh ccm©@m—t— a pi ee e e 


l'stante _to4 A 


Da (20), tenendo conto che in ogni istante d'arresto lo spostamen 


—_—_ 
to subito dal generico..punto__Pgs._si può ritenere espresso. [11, n. n. 10] 


da a (at) 7} , si ricava in base a (XII, 47, 1), la (23) pur di pensare 


Nere] 


è 2 
Gn a ani) - (GOL 


In particolare, nel moto incipiente, di un sistema. che parte dalla 


——eeni 
quiete, LE: teorema delle forze vive si deve pensare espresso in base a 
(23), (32), (33). 


OSSERVAZIONE II - E' abituale definire motrice o resistente una forza 
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a tica spa essa formi Ho acuto du ottuso. con il vettore velati 


“ 


favorisce LL moto, "Si pena lo prc ciò. è iatabtivo e, del: re- 


sto, riesce evidente in base a (21): il prodotto ay * vg ha lo stes- 


so segno di Fg x v, , dato il parallelismo di a e Fg. Ne segue che 


=s Ss 
il modulo di v, è crescente o dezrencsule a seconda che l'angolo tra 


ù # 


LORA e Vs è acuto od ottuso. 


"Qualche volta conviene ‘distinguere le forze agenti su un sistema 
materiale in attive e vincolari anzichè estere ed interne. In tal ca- 


E TI ATE SITE) mie UTI “nie di, VI° 


ic ara 
so il teorema delle forze vive indicando con il lavoro 


nel tempuscolo dt delle forze attive e di quelle vincolari, è espres 


so da 
(34) dT = dL 


anzichè da (23). 


6 + INTEGRALE DELLE FORZE VIVE —- PRINCIPIO DI CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA 
(e,a) (e.v) 7, (i) 
tot * “kot * tot 
ze esterne, attive e vincolari)_ e da quelle in cerne, nell'intervallo 


sella 2 BERE. 


Indicandò con L i lavori effettuati dalle for 


— eee re ie i TTCse RZ RI RETE SA 


COMpreso tra un istante to 


valori della forza vivp negli. istanti fee “al la (29), integrata da 


e quello generico t,,je con Io è £ + 


) j i SE 
to e t, da dF { Pit î 1) 
idf = AL -JaL ii 
j SA — = ] 
> Si da > hem 0) SRL LI 
a e e,a v i 
(35) T To Ly t + Deo i + Lit 


ed esprime la variazione di forza viva nell'intervallo di tempo da to 


a Ce Se le forze esterne attive I quelle interne e” OE 


rosata con ila 


potenziale. la 35), denotando con Us e UO o valori 


di ul) e "0 ugitaà posizione occupata dal sistema all'istante to 


S| 


diviene (Cap. XILp Ma 9) 


vasi Pr - ul - 8 ro - vlO - gl) - gle) 


Il semplice confronto di (XIII, 17, 5) e (XIII, 17, 6) _mostra che 


la forza viva cha Te dimensioni di un 'energia. Per tale motivo essa si 


suole "chiamare energia cinetica. 


EE e ir cpr D 


“In ‘effetti la forza viva denota l'attitudine di un corpo a cenpia 


re lavoro in o virtù. dello stato di movimento di cui è dotata la. ‘sua mas 
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sa. 
Indicando con n °°) i n li) le energie potenziali delle forze e- 
sterne attive e di quelle interne e con 1 , ur i loro valori 
nell'istante to, le quantità 
S (e) (i) 
(37) Bg PI +e ca 
(38) E e P+i® gpl) 


denotano — l'energia totale meccanica del sistema nell'istante t e 


tritati artt Mln 


quella nell'istante t. La (36), tenuto conto che il potenziale diffe. 
risce dall'energia potenziale solo per il segno, si può scrivere, in 
base a (37), (38), nella forma‘ 


(39) E - Eo= L 


La (39) mostra che durante il moto di un qualunque sistema sogget 
to ad una sollecitazione esterna attiva conservativa e a forze interne 
pure conservative la variazione dell'energia totale uguaglia il lavoro 
delle reazioni, vincolari. Se in particolare i vincoli presentano un com 
portamento tale che si possa ritenere (Capitolo successivo, n. 10) nul 
lo il lavoro elementare delle reazioni vincolari, le (36), (39) si tra 
ducono nelle equazioni 


(40) 12 2 ( z (e) (3 LBIMUTOI Gu 


r 
\ 


(41) E = Eo + 


e vive. La (41) quello 


(equivalente) dell'energia o, come si suol dire, il principio di conser 


vazione dell'energia! (An quanto afferma l'invariabilità dell' energia—to- 


RO TP TPEPTA 


tale ‘in ogni fenomeno di tipo meccanico di un qualunque sistema materia 


le soggetto a vincoli le cui reazioni fanno lavoro elementare nullo e a 


forze attive esterne e interne conservative. | 
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CAPITOLO XV 
} È 3 - RENE e 
Î CONCETTI E TEOREMI FONDAMENTALI DELLA STATICA 


1- INTRODUZIONE 
Uno dei problemi fondamentali della Meccanica razionale è.quello.. 
aria area 00 


E TTT no ere rene 


Setta studio o dell'eguilibrio dei corpi, cioè della ricerca delle con- 


dizioni a cui devono soddisf o soddisfare la posizione di un dato sistema e le 


forze applicate. affinchè esso possa. rimanere in quiete rispetto ad un 
-—_————r—— > 


prefissato sistema’ di riferimento, ‘quando l'atto di moto iniziale sia 


nullo. 


t 


Tale problema, insieme a quello della determinazione delle forze. 


| ee 


interne e delle reazioni _vincolari. di un sistema in Pasi liazio, - costi 


tuisce 1 argomento fondamentale della Statica. 


Si è già avvertito che la Statica è una scienza molto antica, ri- 
salendo le sue origini all'epoca di Aristotele ed Archimede. Tuttavia 
noi rinunzieremo a darne uno sviluppo autonomo ma con punto di vista 
moderno mostreremo come le basi su cui si fonda si ottengono _particola 
rizzando le equazioni fondamentali della Dinamica, , \salvo qualche nuova 


| considerazione [concernente,| soprattutto, il comportamento delle reazio 


«ni vincolari e che del resto interessa molto da vicino la stessa Dina- 
para ; S LEM cebes 


imica! 
Si realizza così un'economia di pensiero e si riducono al minimo 


i postulati fondamentali su cui poggia l'intera Meccanica. 


f 


(2, — CONDIZIONI DI EQUILIBRIO DI UN PUNTO MATERIALE 


la 


Se un punto materiale, Pi eventualmente soggetto ad, un vincolo,si. 


trova in quiet iete rispetto ad un ‘riferimento assoluto in una determinata 
posizione, i; P#; la sua accelerazione è nulla. Di conseguenza l'equazio- 
ne fondamentale (XIII, 11) diviene 
Chl " spes ia aus n 
1 A ala Tourtiatanit tivi il VA RARA 
Mete ks UH d F+4$6=0 , Ù } ca 


La (1) si presenta, cioè, come condizione necessaria perchè P 
ia ve pe gr 


possa stare in quiete nella posizione 7 rispetto ad un riferimento 


assoluto. Si può pertanto affermare che se P* si trova in quiete in 


“ 


pì la (1) è certamente verificata, il che vuol dire che il vincolo ha 


la capacità di esplicare (ed esplica effettivamente) la reazione 


(2) $=-E, 
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direttamente opposta alla forza attiva; 


Se P. non è soggetto a vincolo (punto libero), la (1) si riduce 


N a 
(3) ‘E = 


Le forze]attive)che considereremo dipendono generalmente dalla po 


sizione ed eventualmente dalla velocità. Si ha, cioè, 


(4) E = EF (P, v) . 


Se la dipendenza di (F} da (v. è effettiva, helle: {0 » (20, (8), 
Le. E é è da considerare | per valore nullo di v , data la presupposta 
‘quiete di Pl 
si Ogni posizione, P*, in cui il vincolo (se c'è) è capace di espli 
care una reazione direttamente opposta alla forza attiva valutata per 
valore nullo della velocità o in cui è soddisfatta la (3), se vincolo 
non c'è, sî dice posizione di equilibrio. 


Le Lig sui si possono BS dicendo che condizione necessaria 


di saiitieta, 
| __e_—_—_———-—-- 


Tric zone 


La proprietà è invertibile nel senso che si può affermare che se 


un punto P. sit irova-ad-undato -+stante -in-una-posizione di equili- 


brio con velocità nulla. esso rimane in quella posizione indefinitamen 
te. Tuttavia tale proprietà va attentamente chiarita ad evitare equi- 
voci. Consideriamo, ad es., un punto libero da vincoli soggetto ad una 
forza posizionale | F(P) e supponiamo che in una determinata posizione, 


p*, risulti 
(5) IF(P* = 0. 


Supponiamo, cioè, che P* sia posizione di equilibrio ma ammet- 
tiamo che in ogni posizione di un intorno, e , convenientemente scel- 
to, di P* la forza agente non sia nulla. \ 

L'accelerazione di P nell'istante t, in cui P è in P* ri 
sulta nulla in base all'equazione fondamentale (XIII, 11) ma se si ri 
nuncia ad esaminare le conseguenze analitiche di quella equazione non 
risulta evidente che il punto, pur avendo velocità ed accelerazione 
nulle nell'istante to non possa mettersi in movimento, anzi, in ca- 
si speciali, la (XIII, 11) porta a conclusioni contrastanti. 


La esistenza della quiete di P in P* durante un intervallo di 
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tempo dl Aiplica S'emmullargi della sus sucelersalone dorme ht ma 


non è immediatamente evidente che le condizioni di P coincidente con 


P* e velocità nulla nell'istante t, abbiano come conseguenza l' annul 
IO pay 


In generale, uno dei compiti della lee del . punto rr n a 


PIA 


vincoli e ad una forza attiva osizionale =" 6 eventualmente dipendente 


— AREA A ARL TI I i 


— LL’ FOTO 
| dalla velocità -, è quello di dimostrare che un punto rimane in quiete 


e i SE 
indefinitamente in una posizione, P*, allora e soltanto allora che la 


“ 


sua velocità iniziale è nulla e P* è posizione di equilibrio. 
Una tale dimostrazione può darsi, ma non in tutta generalità, me- 


diante lo studio analitico delle soluzioni dell'equazione fondamentale 


è VEIIT,. 11) ma noi rinunziamo qui a farlo, avvertendo che, in assenza di 


vincoli, dimostreremo la proprietà sopra enim sta per tipi abbastanza 
generali di forze che si presentino nel Cap. In presenza di vinco 


li essa rientra invece come caso particolare, e una analoga riguardan 


te l' ‘equilibrio dei sistemi Si di essa in condizioni abbastanza [ma non 


del 4 tutto] generali e di notevole interesse daremo un cenno al n.6 del 


Cap. XXII . Avvertiamo che per evitare inutili complicazioni analitiche 


supporremo, nel seguito, sempre indipendenti dal tempo le forze agenti 


nei problemi di Statica considerati, dato che l'altra eventualità - me 


no concreta ai fini applicativi - non interessa a le questioni trattate. 
TT n nsà 


Si è sopra accennato che l'esame del _comportamento di un punto P 


che nell' istante iniziale si trova con velocità nulla in una posizione 


di equilibrio, f fatto in | base. all' ‘equazione. fondamentale CELLL, 11), può 


dare adito a dubbi. E' bene chiarire tale affermazione con un ‘esempio. 


Si supponga che P , di massa m , sia vincolato a stare sull'as- 


{se delle x e che il vincolo abbia la capacità di esplicare solo rea- 


zioni normali a tale asse coordinato [vincolo liscio, n. 10]. La forza 


agente, _posizionale, abbia la sua componente rispetto. ad _x espressa 


di ge i de Dn TE nei i 
Gi 
(6) reali. Fe 


con a costante. E' evidente che l'origine degli assi è posizione di 


equilibrio in quanto il vincolo può esplicare certamente una reazione 


opposta alla forza attiva la quale per x = 0_r ta nulla ortogo 
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nale all'asse delle x. 
L'equazione fondamentale (XIII, 11) proiettata sull'asse delle x 


diviene 
(7) mi=aftx , yY 


ed ammette evidentemente la soluzione 


1] 
(©) 


(8) x 


che corrisponde alla quiete di P nella sua posizione di equilibrio. 


Mai è evidente che la (2) ammette altresì la soluzione 


Ide LoL si 


pure soddisfacente, come la (8), alle condizioni iniziali che per t= 
= 0 P si trovi nell'origine degli assi con velocità nulla. a 

Ambo le soluzioni (8), (9) sono compatibili con i principi fonda- 
mentali della Meccanica e in particolare con l'equazione fondamentale 
(XIII, 11) ma mentre la prima afferma la quiete di P la seconda ne in 
dica il movimento. ciò contrasta con il significato determinista che si 


dà _alla Meccanica Classica. in base. al quale. la “conoscenza. ‘delle forze 


e delle | condizioni iniziali, posizione e velocità, determina univocamen 


te il ‘comportamento del punto materiale. 

Tale prerogativa . determinista è pienamente soddisfatta se la forza 
ha natura tale che dal punto di vista analitico risulti unica la solu- 
zione che la (XIII, 11) ammette sotto prefissate condizioni iniziali.In 
tal caso è evidente che quella equazione implica la quiete, per veloci- 
tà nulla, in ogni posizione di equilibrio di P. Nel caso in cui manca 


l'unicità della soluzione nulla di simile si può affermare dal punto di 


E 
vista analitico. Tuttavia l'esperienza. ha sempre confermato e mai con- 


traddetto che se un punto materiale soggetto a una forza postzionale. 


tesa 
trovasi ad un dato istante con velocità nulla in una posizione di equi. 


S_—————— ev: I - 
librio vi rimane e noi lo ammetteremo senza eccezioni. 


ee CniE LETO 


3 — DINAMOMETRO 

E' un apparecchio semplicissimo adoperato per la misura delle for 
ze. Schematicamente si può rappresentare come una molla elicoidale di 
estremi A, B della quale si fissa l'asse del cilindro, Cl, a cui ap- 


partiene l'elica direttrice parallelamente alla forza F da misurare. 
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Fissato l'estremo A si applica la F. in BÌ , Si realizza allora uno 
nà stato d di perterrery in cui la molla 
risulta tesa o compressa, a seconda 

A del verso della Fi Lo spostamento 

dell'estremo B pais ianentà al- 
l'asse del cilindro C si legge su 

una graduazione sulla quale scorre 

ai B un indice connesso a B. 


| Basta applicare allo stato di e- 


quilibrio della particella. ».: pensa 


ta soggetta alla Fi e alla reazione 


d che gli proviene dalla molla, la 


In 


(1) per dedurre che la F coincide 


con l'opposto della j|g. | se allora si 


ammette - com'è intuitivo, data la 


natura del materiale e i limiti en- 


alias tro cui si mantengono i meduli dale 


le forze in gioco - che ad ogni posizione di B corrisponde una deter 


minata di per potere usare l'apparecchio basta graduarlo determinando 


preventivamente le varie posizioni di B in corrispondenza a forze note. 


4} EQUILIBRIO RELATIVO DI UN PUNTO MATERIALE 
ce PO a SR e e ES ene I i n sà 


Tutto ciò che si è detto nel n. 2 rispetto ad un riferimento as- 
soluto si estende immediatamente al caso di un sistema di riferimento 
mobile di moto qualsiasi rispetto ad un riferimento assoluto. Basta,in 
base a (XIII, 13) sostituire alla forza attiva il risultante della for 


za attiva e di quelle apparenti del moto relativo. Anzi, poichè le for 
nt arena —rr=_—_———m 


ze vanno valutate per valori nulli della velocità .\ la forza complemen- 


[tare risulta nulla Si conclude che posizione di equilibrio relativo è 
ogni posizione nella qile_il-nincolo è capace di._.esplicgre una una reazio- 
ne direttamente opposta al risultante della forza attiva, valutata per 


valore nullo della velocità, e di quella di trascinamento o, se vinco- 


lo non c'è, in cui si annulla il risultante della forza attiva e di 
SA e IO, 


quella di trascinamento. In ogni posizione di equilibrio. si ha, cioè, 


n ala ici A 


(10) Eat 4=0 


Inoltre segue: condizione necessaria e sufficiente per la quiete 
_ P—_——— _ rt et pieni O 


di un punto materiale rispetto a ad_ un n_qualunque sistema di riferimento 


è che esso si trovi in' posizione di equilibrio relativo rispetto a quel 
—_—______—_—_—_——_——_—_—____t__——_—_‘@@0me—e TY TTYT TOTI 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


248 


sistema e con velocità (relativa) nulla) Nel seguito enuncieremo la 


condizione di equilibrio nei termini usati nel numero 2, pensando con- 


globate nelle forze effettive quelle di trascinamento, se trattasi di 


e 


equilibrio relativo. Nel caso della Meccanica terrestre basta include- 


re tra le forze attive anche il peso [KIII, n. 18]. 
SANA » PS AIM__ 


(SA 
GL SULL’EQUILIBRIO DEI SISTEMI MATERIALI 
Un sistema materiale si dice in quiete rispetto ad un prefissato 
; Mi i e 


sistema di riferimento quando ogni suo punto materiale (se il sistema 


è particellare) od ogni suo elemento di materia (se il sistema è con- 
ee i e A 


Re einen 


tinuo) è > in quiete rispetto ad a esso) Naturalmente quando si parla di 
quiete da un sistema materiale si prescinde dall'incessante moto di a 
gitazione termica a cui sono soggette le molecole che lo costituisco- 
no. In altri termini se lo schema particellare vuole rappresentare pro 
prio lo stato molecolare dei corpi non ha senso parlare di quiete. Noi 
parlando di un sistema particellare intenderemo invece riferirci sempre 
ad un insieme di punti materiali, Pj dei quali ognuno schematizza una 
parte del corpo naturale sufficientemente estesa in modo da comprende- 
re un numero tanto elevato di molecole da dar luogo ad una distribuzio 
ne simmetrica rispetto ad un certo P;i 

Per ragioni di simmetria appare allora lecito ritenere che il mo- 
to di agitazione termica del gruppo di molecole considerate non influi- 
sce sulla posizione di P;j (che può essere il loro baricentro). Ciò 


premesso, generalizzando quanto è detto al n. 2 sti definisce posizione 


di eguilibnia per.un qualunque. sistema materiale ogni posizione in cui 


RD UIACOLA, hanno la capacità di esplicare almeno un insieme di reazioni 


\tali che i risultanti “delle forze c attive. e vincolari agenti sui singo- 


\li punti o elementi del sistema siano sube nulli. \ 

In altri termini è posizione di equilibrio per un sistema materia 
le ogni posizione per cui ogni suo punto o elemento si trova in posi- 
zione di equilibrio nel senso detto al n. 2. Ne segue che condizione 


necessaria e sufficiente affinchè un sistema rimanga in quiete in una 
tr—————————_—————————————— tnncreim motstut Tecn ri ReTI mita Pre 


determinata posizione, pù di che essa sia posizione di squilibora e ba 


mne em 


FI as 
nizialmente al sistema vi si trovi con velocità di tutti i suoi punti 


nulle [cioè, con forza viva nulla]. 

La dimostrazione di tale enunciato è molto semplice per quanto ri 
guarda la necessità, risultando allora nulle le accelerazioni di tutti 
i punti, per ipotesi, e quindi le forze totali agenti su di essi, ma 
molto complessa per quanto riguarda la sufficienza e noi rinunzieremo 


a darla in generale rimandando - come si è avvertito al n. 2 - al Capi 
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tolo XXIII ove ne daremo una valida in un caso di notevole interesse 


concreto, tuttavia avvertiamo che - concordemente a quanto è stato det 


to nel caso di un unico punto - la proprietà deve ritenersi valida in 


generale a causa delle numerose conferme sperimentali ricevute e per- 


chè mai contraddetta dalla esperienza .} 


Compito più accessibile sarà invece quello di riconoscere se e 


quando i vari tipi di sistemi materiali che considereremo sono in posi 
zione di equilibrio e noi ce lo porremo. Assodato che una posizione è 


tale noi ammetteremo che ilsistema rimane in guiete in essa se inizial 


mente ha forza viva nulla le soltanto allora]. 


jd quiete. in una determi- 


nata posizione, P.*, [che stnerteatlazaste è posizione di equilibrio], an 
nullandosi le forze d'inerzia, le (XIV, 14, 15) divengono 


ei 2 scossi 


(11) 


E' bene tener presente che, trattandosi di un sistema in quiete, 
le forze che intervengono nella formazione dei primi membri delle (11) 
si devono valutare per valori nulli delle velocità. 

Tenendo presente la distinzione delle forze esterne in attive e 


vincolari, le (11) si esplicitano in 


9) $ VA 
(12) R + R/V) o Ve 05 Ta Mad 
i Di 
| | SA * elioc « 10 
(13) | pilSr8) 4 yfev) =0, 


con il solito significato dei simboli. 
Le (12), (13) o le (11) costituiscono le equazioni cardinali della 


Statica. 
Nel caso di un sistema libero (non soggetto a vincoli) le (12),(13) 


si semplificano in 


(14) pap, ara 


E' facile riconoscere che le equazioni cardinali della Statica rap- 


Si anche leoni siano nulle tutte de velocita indadali, condi 
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TERAGO punto) perché una posizione sia di equilibrio, dato che es esse non 
implicano affatto “che risulti nulla la forza totale agente su ogni pun 


to o elemento del sistema. 


Basta, ad es., applicare in due DEGEL distinti di un cn defor- 


mabile in quiete (ad es., agli. estremi di una molla ad asse rettilineo) 


due f‘ forze. ‘costituenti una coppia di braccio nullo per constatare che, 


malgrado il verificarsi delle (11), esso si ‘mette in moto. 


| Vedremo invece che Ze (12), (13) o Ze (14) - debitamente. intero 
‘|pretate - sono anche sufficienti nel caso di siotemi rigidi perchè _una 


ideterminata posizione sia posizione. di equilibrio. À 
Nel caso di un unico punto materiale la (13) è, in base al teorema 
di Varignon (I, n. 15), una diretta conseguenza della (12) [e la (14,2) 
della (14,1)] e si ricade nella (1) [e nella (3)]. 


Naturalmente deve ritenersi implicito in quanto si è detto che - 


se il sistema di riferimento non è inerziale - tra le forze attive van 


no conglobate” quelle di trascinamento. ‘In ‘particolare, rispetto ad un 
24 


riferimento terrestre occorre e basta tener conto del peso. 


A a ) 


Vv 


7 7 LA BILANCIA 
a Le equazioni cardinali della Statica permettono di spiegare il fun 
zionamento della bilancia per il confronto dei pesi o - se si vuole,in 
base a (XIII, 4) - delle masse. Si tratta, nel suo schema più semplice, 
come indica la Fig. 2, di un'asta rigida ad asse rettilineo (giogo) che 
poggia mediante un coltello si un piano orizzontale fisso e porta alle 
sue estremità,poggiati su due coltelli solidali all'asta, due dispositi 
vi, che sostengono mediante opportuni tiranti, due piatti orizzontali. 
Noi penseremo la bilancia costruita in maniera ideale. Supporremo 
cioè: a) il piano verticale, mt , passante per il taglio del coltello 
mediante il quale l'asta poggia sul piano orizzontale fisso è piano di 
simmetria geometrica e materiale per l'asta e per l'insieme dei dispo- 
sitivi di sostegno dei piatti e dei piatti stessi quando la bilancia è 
in quiete, scarica; b) i tre spigoli rettilinei dei coltelli, che indi 
cheremo con s, Ss}, S2(vedi figura), appartengono a piani verticali pa 


ralleli. Per una bilancia così perfetta non c'è bisogno di ricorrere 
al metodo delle doppie pesate o ad altri accorgimenti usati in Fisica 


per correggere gli errori dovuti ad imperfezioni costruttive della bi- 
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lancia. 

Detta £ la distanza tra i piani verticali condotti per i coltel 
li Ss, Ss}, denotiamo con m la massa dell'insieme di uno dei disposi- 
tivi che sostengono i piatti e di uno dei piatti e con X l'incognita 


massa di un oggetto posto in uno dei piatti. 


All'atto della pesata viene posto sull'altro piatto un corpo di 
massa nota, Q, tale da realizzare uno stato di quiete con giogo oriz- 
zontale. 

Applichiamo allo stato di equilibrio raggiunto dal sistema costi 
tuito dal giogo, dai dispositivi sostegno, dai piatti e dagli oggetti 
da esso sostenuti, l'equazione che si ottiene proiettando la (13) sulla 
retta s. Osserviamo innanzi tutto che al fine del calcolo del momento 
risultante rispetto ad un polo o ad una retta, all'insieme dei pesi dei 
singoli elementi di un corpo si può sostituire il peso totale applica- 
to nel baricentro, dato che si tratta di forze applicate parallele di 
cui il baricentro è il centro. Si deduce che non occorre tener conto 
del momento rispetto ad s del peso del giogo e di un eventuale indi- 
ce indicativo solidale al giogo, dato che nello stato di quiete raggiun 
to tale peso applicato nel baricentro del sistema giogo-indice è inci- 
dente ad s. Inoltre le uniche reazioni vincolari esterne risentite dal 


sistema considerato sono applicate nei punti di s e non occorre quin- 
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di tenerne conto. 

Indicando con £}, £z le distanze da t dei baricentri G), Gy 
degli insiemi dispositivo sostegno-piatto-oggetto, da un lato e dall'al 
tro, da (13), proiettando su s e sopprimendo il fattore g comune a 


tutti i termini, si ottiene 
CIS) (m + Q)£2 - (m+X)2} = O. 


Se invece si considera l'equilibrio di ognuno dei due sistemi di- 
spositivo sostegno-piatto-oggetto e si proietta la (13) sulla retta con 
cui si confonde lo spigolo su cui il sistema poggia, si deduce che G} 
e 6, appartengono rispettivamente ai piani verticali per sj, s) .Ne 


segue 
(16) %21= 223 £ 
e la (15) porta a 

(17) Xe O + 


Si deduce che lo stato di equilibrio raggiunto implica la ugua- 


glianza delle masse (e quindi dei pesi) dei due oggetti. 


E' rimarchevole il fatto che la misura delle masse con il metodo 
della bilancia (come pure con qualunque altro metodo statico) porta al 
lo stesso risultato che il confronto delle masse effettuato con possi- 
bili esperienze fondate sulla (XIII, 9). Tale coincidenza non è affat- 
to banale e rappresenta una conferma a posteriori dei principi posti, 
in particolare dell'identificazione della massa gravitazionale con quel 


la inerziale. 


ile 
8 — ATTRITO RADENTE 
x Osservando le (1), (12), (13) si constata che nelle espressioni a 
nalitiche delle condizioni di equilibrio di un punto materiale o di un 
sistema intervengono le reazioni vincolari che rappresentano altrettan 
te incognite, i 

Occorre pertanto esaminare il comportamento dei vincoli in modo da 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


253 


avere delle indicazioni sulle reazioni che essi sono capaci di esplica 
re onde ridurre al minimo il numero delle incognite. La via più sempli 
ce, per cominciare, è quella di considerare il caso di un punto mate- 
riale vincolato, in quiete in una determinata posizione.; 


In tale ipotesi la reazione del vincolo risulta nota in base a (2). 
Si consideri un punto materiale P, (schematizzante, ad es., un cu 
betto materiale) appoggiato 
su un piano (fisso ri- 
spetto alla Terra) e incli- 
nato dell'angolo i rispet 
to al piano orizzontale (Fig. 
3) 

L'esperienza mostra che 
P - se la sua velocità ini- 
ziale è nulla - rimane in 
quiete su © sino a che i 
non supera un certo angolo 
dg < + a cui si dà il nome 
di angolo di attrito stati- 


co. Supposto dunque 


(18) is és 


e tenuto conto che P è in quiete rispetto alla Terra, la (2) [o, più 


precisamente la (10)] dà, come reazione vincolare, 


(19) è = -— mq 


se con mg si indica, al solito, il peso di ‘Pi unica forza attiva pre, 
STI ei = 


sente, Denotando con dn la componente della reazione secondo la nor- 
male & 1) orientata verso la parte consentita dal vincolo e con A la 
grandezza della componente di $ secondo t, da (19), insieme a 

(20) dn = mg cosi, A = mg seni, 

si deduce 


(21) A=(pntgi . 


La (21), tenuto conto di (18) e posto 
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(22) fs = t9 ès 7, 
diviene 
(23) A < fs dn - 


La (23) si ritiene valida anche nel caso di un punto in quiete li 
beramente appoggiato su una superficie qualsiasi, GA dotata nel punto 
di appoggio di piano tangente, qualunque sia la forza attiva agente.In 
fatti la reazione vincolare è in effetti una forza di contatto che si 
esplica solo attraverso l' areola di contatto comune alla superficie e 
al piano tangente in P e si riconosce subito che con una valutazione 
opportuna dell'angolo i le (18), (21) si mantengono valide anche nel 
caso dell'appoggio su superficie curve. Naturalmente, nel caso generi- 
co, denotando con n la normale alla superficie orientata verso la par 
te consentita dal vincolo, la quiete di P richiede come condizione ne 


cessaria anche 
(24) dn> 0 . 


L'uguaglianza a zero di $ n indicherebbe che il vincolo non è es- 
\ senziale.! 
Si è così portati ad ammettere la legge di Coulomb che si enuncia: 
in condizioni di quiete la reazione esplicata dal vincolo di appoggio 
è orientata verso La parte-consentita dal.vinceolo e la grandezza del 


suo componente tangenziale è una-frazione-propria.di. quella del compo- 


nente normale. Tale fatto è espresso dalla (23): A si chiama attrito 


o anche aberiso radente, fs coefficiente di attrito statico e non rag 


giunge in nessun caso l'unità. Esso dipende dalla natura dei materiali, 


dallo stato di levigatezza della superficie a contatto e dall'eventua- 


le presenza di lubrificanti. \ Il cono a due falde di asse n (Fig. 4) 


e semiapertura dg si chiama |cono di ‘attrito-stattoo) Chiamando falda 


esterna del cono di attrito. statico quella contenuta nella regione dal 


iii falda interna l'altra, le (22), PER (24) mostrano che iL 


alla falda esterna del cono di attrito statico. È 


Per tale motivo la condizione di equilibrio di un punto appoggia- 
to ad una superficie si può enunciare: una posizione è di equilibrio 
se in corrispondenza ad essa la forza attiva, valutata per valore nul- 
lo della velocità, è non esterna qlla falda interna del cono di attri- 


to statico. 
SPESIETOO: 
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Se il vincolo a cui è soggetto P è bilaterale, come, ad es.,quel 
lo di appartenenza ad una 


data superficie, c, la (23) 
si mantiene immutata, pur 

d'intendere per )$, il mo 
dulo della componente nor- 
male di e mentre la (24) 
perde significato, potendo 
il vincolo reagire in un 

senso o nell'altro. In ef- 
fetti tale vincolo si può 

pensare realizzato costrin 
gendo il punto a non usci- 


re dall'intercapedine tra 


| due superfici vicinissime 
| i delle quali reagisce l'una 


Fig. 4 
o l'altra a seconda dell'o 


rientamento della forza attiva. Anche la condizione di equilibrio va e- 


nunciata dicendo semplicemente, in tal caso, che la forza attiva deve 
essere non esterna al cono 


di attrito statico, 


Nel caso di un punto vin 


colato a stare su una cur- 
RI aa 


va prefissata (vincolo che 
si può realizzare costrin- 
gendo il punto a stare den 
tro un sottilissimo tubo) 


in condizioni di quiete la 


reazione è non interna al 


‘cono avente per asse la tan 


gente alla curva e per_se- 


miapertura 3 - ès (Fig. 


5). Perchè il punto stia in 


I; i So 


, da posizione di equilibrio oc 


Fig. 5 i 


corre dunque che anche la 


i ‘ . + 
forza attiva sia non interna a tale cono) 
Si tenga ben presente che in queste ultime considerazioni e nel se 


guito è ammesso un principio di indipendenza delle condizioni di equili 


brio dal modo in cui sono realizzati i vincoli. \ 


E' interessante notare come la condizione di equilibrio di un pun- 


to soggetto al vincolo di appoggio su una superficie o trattenuto da es 
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sa o vincolato a stare su una curva si sia airsaencaani in seguito ad una 


indagine sul comportamento dei vincoli ) ad una ‘condizione che riguarda 


soltanto le forze attive,\ cioè la uniche forze che possono ritenersi as 


segnate.) In generale ,è bene avvertire, una condizione di equilibrio - 
da non confondersi con le equazioni di equilibrio - perchè sia veramen 


te espressiva non può fare intervenire nel suo enunciato le reazioni 


vincolari, che sono delle incognite, ma può solo presupporre una preli- 


minare accurata analisi del comportamento dei vincoli, fatta in base al 


la conoscenza delle modalità con cui essi sono realizzati. 


OSSERVAZIONE - La forza fsgòn si chiama trazione limite, o anche attri 
to di primo distacco, dato che essa rappresenta evidentemente quella 
forza tangenziale che occorre e basta superare affinchè P si metta in 


moto, come osservò sperimentalmente Coulomb. 


( 7 ATTRITO DINAMICO 
Supponiamo P in movimento su una superficie fissa su cui esso è 
appoggiato e indichiamo con A ‘il componente tangenziale della reazio 
\ ne vincolare. A si chiama 
attrito dinamico. Le espe- 
rienze di Coulomb e di Morin 
mostrano che E è paralle- 


lo ma di verso opposto alla 


velocità di PB (Fig. 6) e 


soddisfa alla reazione 


(25) > faòn 


ove dn ha il medesimo si- 


gnificato ‘del numero prece- 
dente e fa rappresenta il 


Fig. ‘6 


coefficiente di attrito dina 
mico , sempre inferiore a 
quello di attrito statico e come. quello dipendente sensibilmente solo 


dalla natura dei corpi a contatto, _dallo stato delle superfici a con- 


tatto e dall'eventuale presenza di lubrificanti. Posto 


(26) da = arct fa 7 


angolo di attrito dinamico, si può dire che în condizioni di moto la 
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reazione appartiene alla falda esterna del cono di attrito dinamico,in 
tendendo come tale LI cono di asse n _ (vedi. numero precedente) e semi- 


apertura éègq-| 

Nel caso di vincoli bilaterali le cose vanno in modo analogo sal- 
vo che la reazione può appartenere ad una qualunque delle due falde del 
cono di attrito dinamico. Così nel caso di un punto mobile su una curva 
prestabilita la reazione appartiene alla superficie del cono avente co- 
me asse” la tangente alla curva e come semiapertura 3 - da- 

Le proprietà dell'attrito dinamico sopra indicate hanno come con- 
seguenza che il lavoro ‘0 effettivo \[e, quindi, quello elementare (XII, n. 


2)] della reazione vincolare nel caso di un punto soggetto a vincoli in 


dipendenti. dal tempo non è mai positivo. \ Si ha, infatti, 


(27) ani) = $ x ap= A x ap= - A [ap] so, 


nen TTT 
dato chej\ A A e dP sono sppesti 
Anche per un qualunque sistema soggetto a vincoli indipendenti dal 


tempo si deve ritenere non positivo il lavoro elementare delle reazioni 


vincolari, come si riconosce applicando quanto sopra ai vari punti Gi a 


reole attraverso cui le reazioni si esplicano. 


LI 


(DR ere ee E 
Dalle considerazioni dei due numeri precedenti risulta che quando 


due corpi sono a contatto le reazioni che vicendevolmente si esplicano 


attraverso le areole di contatto non sono, generalmente, ad esse orto- 
gonali. L'esperienza mostra tuttavia che le reazioni tendono a diveni- 
re normali tanto più quanto maggiore è lo stato di levigatezza della su 
perficie a_ contatto, specialmente in presenza di lubrificanti. A tutti 
è dato di constatare come stando su di un piede (o anche su tutti e due) 
si scivoli facilmente,. in virtù di un impulso iniziale, su un suolo o- 
rizzontale coperto di uno strato (anche sottilissimo) di ghiaccio men- 
tre è difficile che ciò avvenga in assenza di ghiaccio. 

Questo fatto indica che solo nel primo caso l'attrito di primo di 
stacco e quello dinamico sono molto piccoli, ovverossia le reazioni del 
suolo pressochè verticali. Si | è quindi portati ad ammettere che in di- 
pendenza. della natura dei materiali, dello stato di levigatezza delle 


superficie a contatto e dell'eventuale presenza di lubrificanti l'at- 


trito radente e. quello dinamico possono riuscire molto piccoli. A rigo 


re non si può ammettere che essi siano nulli ma praticamente si può 


ritenere effettiva 13 ssistenza di vincoli con reazioni solo normali, 
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data la piccolezza del valore di A quando si usino particolari accor 
gimenti nella costruzione dei dispositivi vincolari. Si giunge così ad 
ammettere - per naturale estrapolazione - l'esistenza di vincoli lisci 
o privi di attrito, esplicanti, cioè, solo reazioni normali. 

Un gran numero di problemi si trattano (come vedremo) con facili- 
tà ammettendo che i vincoli siano lisci e i risultati a cui si giunge 
sono accettabili sia perchè l'attrito è praticamente nullo, sia perchè 
in problemi di equilibrio trascurando l'attrito si agisce in favore del 
la sicurezza); come è evidente, dato che l'attrito ostacola il movimen- 
to dei corpi. 

Si tenga ben presente, tuttavia, che qualche volta l'attrito è es 
senziale perchè un dato fenomeno possa verificarsi. Ad es., una perso- 
na ferma in un dato istante su di un suolo orizzontale non può porsi in 
cammino se il suolo non offre attrito. Per convincersene basta riflette 
re che in assenza di attrito la reazione vincolare è verticale e tale è 
quindi il risultante delle forze esterne (peso e reazione). Di conse- 
guenza l'accelerazione del baricentro, G, della persona è per il teore 
ma del moto del baricentro (XIV, n. 4) o nulla o verticale e quindi G 
non può acquistare una velocità con componente orizzontale diversa da 
zero, se inizialmente è in quiete. Avviene, cioè, che se una parte del 
la persona si sposta in avanti un'altra parte si sposta all'indietro, 
in modo che G non subisca spostamenti orizzontali. Se invece l'attri 
to del suolo non è nullo, la persona, con opportuni movimenti provoca 
una reazione non verticale che ha per effetto una componente orizzonta 
le dell'accelerazione che permette lo spostamento della persona stessa. 

Vederemo nel seguito (XVIII, n. 7) che il problema della scala non 
ammette soluzione se il suolo non offre attrito. 

In corrispondenza ad ogni vincolo privo di attrito si hanno evi- 


dentemente le uguaglianze 
(28) A = fs= ès= fa= sa= 0, 


e i coni d'attrito statico e dinamico si chiudono sopra il loro asse. 


Alla disuguaglianza (27) va ora sostituita l'uguaglianza 


a Ps ai \ 


Pa 
2 ( è O ea "5 a, / 
(29) Van 9) = = o | K Viu #5 e 


che si deve ritenere valida per ogni \vincolo Liscio indipendente dal \ 
tempo. La (29) vale anche per il lavoro elementare delle reazioni vin 
colari nel caso di un sistema comunque complesso soggetto a vincoli li 


sci e_ indipendenti d dal-tempo. in virtù del fatto che le reazioni vinco- 
ro CS A 
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lari sono in ultima analisi forze di contatto che si esplicano attra 


verso certe areole ad ognuna è delle quali si può applicare quanto è pre 


cedentemente esposto. } 
ti E' solo da aggiungere che la (29), che in base alle considerazio- 
ni precedenti è stata dedotta solo nell'ipotesi implicita di vincoli bi 


laterali o - se unilaterali - di moti di confine, cioè con P occupan- 
ene Eee; 


tel sempre D posizioni di confine (VIII, n. AV 7 vale: anche pel passaggio 


del sistema da una posizione di confine ad una ordinaria rispetto a qual 


che vincolo (distacco dal vincolo). Ciò in virtù di un principio di_ con 


tinuità delle reazioni. vincolari che si destano durante il moto del si- 


stema in base al quale essendo nulla la reazione esplicata da un dato 


vincolo subito dopo Lal: distacco (perchè il vincolo non agisce. più), es es- 


sa deve ritenersi nulla anche all' istante in cui il distacco avviene. 


OSSERVAZIONE - Tale principio di continuità (salvo casi eccezionali, co 
me avviene, ad es., nel caso di un punto. materiale pesante mobile su un 
tavolo orizzontale e che ad un dato istante si distacca perchè giunto 
sul bordo) è universalmente ammesso e si presenta come del tutto natu- 
rale quando le circostanze concomitanti al moto presentano evidenti 


Ci sembra, però, che qualche volta o per effetto di qualche discon 


caratteri di continuità. 


tinuità nella forza attiva lo) anche. solo per particolari condizioni amr 
messe in un ragionamento per assurdo la sua ammissione, almeno se si vuo 
le evitare una minuziosa e difficile analisi di ciò che avviene durante 


un brevissimo intervallo eccezionale, riesca meno naturale dell' ammis- 


sione di un principio di continuità del lavoro effettivo della reazio- 


ne vincolare in base al quale, detto t* l'istante del distacco dal vin 
colo e t un qualunque istante vicino successivo, essendo nullo il la- 
voro della reazione in ogni intervallo compreso tra t* + e e t , co- 


munque piccolo sia e > 0, esso si deve ritenere nullo anche per e = 0. 


E' opportuno richiamare l'attenzione sul fatto che nel caso di vin 
coli lisci e indipendenti dal tempo, il teorema delle forze vive, espres 


so da (XIV, n SEA in base a (29); 


(30) = n A 


er -- PSI ETA PAGE 


se con at, 6) si indica il lavoro di tutte le forze attive (esterne ed 
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interne). In concomitanza valgono l'integrale delle forze vive ed il 


principio di conservazione dell'energia, espressi da (XIV, 40, 471). 


i 


= _ 


N, 
Il + PRINCIPIO DELLE REAZIONI VINCOLARI__- — i 
la > cre cene 


= 
Il comportamento dei vincoli lisci |si può riassumere in un princi 


pio di grande generalità fafipendente È dal modo di realizzare i vincoli. 
Esso costituisce quanto di più desiderabile si possa avere perchè 
permette di sviluppare la Statica e la Dinamica dei sistemi a vincoli 
lisci seguendo un indirizzo unico. 
Il principio, che denomineremo principio delle reazioni vincolari, 
si può enunciare nei termini seguenti: i vincoli lisci possono esplica) 


s 


re tutte e sole quelle reazioni vincolari il cui lavoro è posttivo. o | 


nullo per ogni spostamento virtuale del sistema. 

Il principio delle reazioni vincolari si trova verificato in ognu 
no dei casi concreti che capita di considerare e per tale motivo si è 
portati a ritenerlo valido in generale. Esso costituisce un vero e pro 


prio principio di Meccanica in aggiunta a quelli di Newton. Indicando 


con en) il lavoro virtuale delle reazioni vincolari, si ha, pertan- 
Er / \ 

Meyeo fo za 'DKO | 
(31) sd <.g | buwle 


per ogni spostamento virtuale. Ammessa la (31), si deduce che îl Lavoro 


virtuale delle reazioni vincolari è nullo per ogni spostamento virtuale 
reversibile (VIII, n. 7), nel caso di vincoli lisci. J 

Per convincersene basta pensare alle espressioni (XII , 48) del la 
voro virtuale. Se per un dato spostamento virtuale reversibile sn) po 


tesse essere positivo, per lo spostamento opposto - pure virtuale, da 


r (V) 


ta la reversibilità dello spostamento considerato - il 6$L risulte- 


rebbe negativo, in contraddizione con la (31). 
Il principio delle reazioni vincolari si può, pertanto, rendere più 


esplicito nella forma: i vincoli lisci possono esplicare tutte e sole 


quelle reazioni al cui Lavoro è nullo per ogni spostamento virtuale re- 


versibile, hi POSLESDO o_ nullo per ogni spostamento piriuale irreversibile. 


Si ha, c cioè, \ 


i E | 
L'aiee i 
ini satvi =D [ronda LL 


La (32) vale, in particolare, per ogni spostamento virtuale consen 


per ogni spostamento virtuale reversibile. 
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tito da vincoli bilaterali lisci. 
[reo de. NIEDSOCI, Dia 


OSSERVAZIONE - Per la maggiore chiarezza del significato delle relazio- 
ni caratteristiche (31), (32), conviene fare qualche considerazione nel 


caso di vincoli interni. In tal caso si presenta la circostanza che, as 


sociando gli elementi del corpo in coppie di punti Pi, D'|r l'insieme del 
le reazioni vincolari può ripartirsi in un insieme di coppie di forze. 
Sia Xi l'insieme delle reazioni che P è capace di esplicare su P' e 


SL «a delle reazioni che P' può esplicare su P: è evidente che 


associando ogni forza di Al con ogni forza di UG non si ha un insie- 


me di coppie di braccio nullo [si pensi, ad es., al caso semplicissimo 


di un sistema costituito da due elementi che premono l'uno sull' altro]. 
Tuttavia la necessità di non contraddire a fatti 6sservabili ‘induce a 
ritenere accettabile l'ammissione che în ogni sistuazione fisicamente 

reale il sistema delle reazioni dovute a un vincolo interno soddisfa al 


principio di azione e reazione.| 


Sulla base di tale ammissione si può ritenere che le (31), (32) sia 
no caratteristiche anche in presenza di vincoli interni lisci. 
Vale la pena,inoltre, di osservare che_le (31), (32) nel caso di 


| vincoli scabri vanno ritenute condizioni [solo] sufficienti perchè un 


iran di forze sia accettabile come sistema di ‘reazioni _esplicabili 


dai vincoli lesterni lo) interni]. 


A titolo di giustificazione del L principio delle reazioni. vincolari 


mostreremo come in vari casi concreti la (31) lo) la (32) è soddisfatta 


dalle . reazioni di cui i vincoli lisci sono capaci) 


a); Punto vincolato a non attraversare una data superficie - La 


reazione vincolare è evidentemente nulla se lo spostamento ha luogo a 


partire da una posizione|ordinaria} | In tal caso risulta verificata la 
Se do spostamento virtuale ha invece luogo a partire. da _una posi 
=_=" 


zione di confine esso forma angolo. retto [°) speuto, con la reazione vinco 


lare che (se non è nulla) è astognnate alla superficie e orientata ver 


so la parte consentita dal vincolo. Nel p primo. caso _ lo _spostamento 


virtuale è reversibile e Frs lavoro, espresso, in base è a Sa RI: _dal 
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[risuita nullo. 


Nel secondo invece lo spostamento virtuale è irreversibile e la 


(33) porta alla (31) (ove vale il segno = solo se ò = O). 


{ b);Punto vincolato a stare su una curval- La reazione è normale 


LR: RA 
alla curva mentre ogni spostamento virtuale (che è reversibile) è tan 


(33) porta di conseguenza alla (32) È 


"x 


{ c)) Vincolo di rigidità - Le reazioni dovute a un tale vincolo han 
| Se ence co Cb DugLaetA. da, 


no il carattere di forze interne e per l'Osservazione fatta prima fan- 


no lavoro nullo per ogni spostamento infinitesimo|\e, pertanto, anche 


to non si terrà conto del lavoro delle reazioni dovute al vincoli di 
rigidità. 

a) Sistema rigido con un punto fisso - Tale sistema si può pensa 
re come lo schema di un solido, SS, di cui una parte sferica è vinco- 
lata a rimanere dentro una sfera pressochè concentrica e di raggio leg 

germente più grande (Fig. 
7). Pensando le due sfere 
come rigorosamente rigide 
il contatto avviene in un 
punto € ove si esplica 
una reazione che può avere, 


compatibilmente con la re- 


d sistenza del vincolo, qua- 
C lunque grandezza ma che in 
assenza di attrito passa 
per il centro ® (punto 
Figa 4 fisso di S). La reazione 


vincolare ha pertanto mo- 
mento nullo rispetto ad 2. 


Si ha, cioè, in assenza di attrito, 
(34) mi) da 


Il più generale spostamento virtuale di S (che è reversibile) è 
una rotazione infinitesima intorno ad una qualunque retta passante per 


Q. In base a (XII, 60) si ha quindi [vedi anche Osservazione successi- 


va] 
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con B vettore arbitrario infinitesimo. 
La (35) porta, in base a (34), a (32). 
— nese di SS gi e Re 


_e)! Sistema rigido con asse fisso - E' lo schema di un solido, $, 
di cui una parte cilindrica è vincolata a stare dentro un cilindro 
fisso di raggio leggermente più grande e pressochè coassiale, in pre 
senza di qualche dispositivo che impedisce lo scorrimento dell'asse. 
Si può ritenere rappresentato in sezione dalla Fig. 7. Le reazioni di 


appoggio dei due cilindri sono, in assenza di attrito, vincolati solo 


dall'essere incidenti al loro asse geometrico, CI (luogo dei punti Ni 


Fig. 7), quelle dovute ai dispositivi che impediscono lo scorrimento 
Lig Tri 


parallele ad_a (se non nulle). Il loro momento risultante, 


spetto ad a (asse fisso) risulta pertanto nullo. 3 1RÀ ha, cioè, 


[atua 
(36) i ml o . 


Il più generale spostamento virtuale (reversibile) di Ss è una 
rotazione infinitesima intorno ad a. Il lavoro virtuale delle reazio 
ni vincolari è pertanto rappresentato da (35) pur di ritenere B pa- 


rallelo ad a. Segue quindi 


(37) 


che, in base a (36), porta a (32). 


salvo cha mancono i dispositivi che impediscono lo scorrimento lungo 
a. Il più generale spostamento virtuale (che è reversibile) risulta com 
posto da una traslazione infinitesima parallela all'asse e di una rota 
zione infinitesima intorno ad esso. Il lavoro virtuale delle reazioni 


vincolari è quindi rappresentato (XII, 60) da 


(38) sn) = gp) Lon +Ba wo, 


pur di pensare 692 e B paralleli ad a. 
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Da (38) segue 
(39) LV) = RIV) |sa] + BM 
a a 


ove Vi denota la componente di riv) secondo 62. 
rl) è ortogonale ad a (dato. che le reazioni 


Tenuto conto che 


sono C dovute € esclusivamente al contatto tra si due cilindri di cui si fa 


vr 


cenno nel caso precedente) e della (36), la (39) -porta a (32). 

‘g) Solido appoggiato ad un piano - Le reazioni che esplica ogni a 
reola di appoggio se non sono nulle sono, in assenza di attrito, sola- 
mente soggette alla condizione di essere ortogonali al piano di appog- 
gio, T, e orientate verso la regione consentita dal vincolo. Poichè il 
più generale spostamento virtuale è uno spostamento rigido infinitesi- 
mo, soggetto all'unica condizione di non portare alcuna parte del soli 
do, S, nella regione non consentita dal vincolo, ogni punto di contat 
to di S con t subisce uno spostamento parallelo a 7 o formante 
angolo acuto con la normale a n orientata verso la regione consenti- 
ta dal vincolo. In ogni caso gli spostamenti dei punti di contatto di 
S. con T formano quindi angoli non ottusi con le reazioni vincolari, 
e sussiste, pertanto, la (31), dato che, indicando con 6$Pj gli spo- 


stamenti virtuali dei punti di appoggio, si ha 


ì H n 
(40) 619) =! x è; « 6P} 


Si può osservare che però vale certamente la (32) se lo spostamen 
to virtuale di S è parallelo a t, essendo in tal caso tutti i 6P;j 
ortogonali alle dè; . 


) 
ti 


12 - PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI\ libici; io 
Il principio delle reazioni vincolari permette di stabilire una no 


tevole proprietà caratteristica delle posizioni di equilibrio dei siste 


mi a vincoli lisci: 77 principio dei lavori virtuali] a 


Esso si può enunciare: condizione necessaria e sufficiente affin- 


chè una posizione, P* sia per un sistema a vincoli lisci posizione di 
U 


e I 
| equilibrio è che il lavoro delle pol attive risulti non Sa a 
——____—_ o 
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4 cioè, caratteristica delle PARISE. sa equilibrio di un qualun 


ue "RS 


Ì 
(41) | SL S 
MD mite 


(a) ciali ; ; Cap» 


si indica il lavoro virtuale delle forze attive [esterne 


se con. 6L 
ed interne], da intendersi valida per ogni spostamento virtuale a parti 
re dalla posizione considerata. 
Sia €' quella parte (se esiste) del sistema materiale € ove 

non sono presenti vincoli, C" l'altra. La necessità della condizione di 
equilibrio enunciata segue immediatamente dalla constatazione che se P* 
è per ipotesi condizione di equilibrio, in ogni punto di C' risulta 
verificata la (3), in ognuno di Cc" la (2). Di conseguenza, qualunque 


sia lo spostamento virtuale di C a partire da P*, si ha 


(42) " Fal len® + s12 fl. tà 

10, agito richiamare la (31) per dedurre la (41). 

Per dimostrare la sufficienza della condizione espressa da (41),si 
denoti con_ lla classe Dr gli spostamenti virtuali di C che 
lasciano fermi i punti di .c". ] Evidentemente, per_ognuno di tali sposta 
menti virtuali si ha sLl9 = E, x 6Pj, ove la sommatoria è estesa a 
tutti i punti di C'. È 

Supposta verificata la (41) per ipotesi, la completa arbitrarietà 
dei vettori Gi) corrispondenti ai punti Pi di €. (che non sono sog 
getti a vincoli) implica di conseguenza l'annullarsi dei vettori F; , 


ognuno dei quali rappresenta la forza attiva globale applicata a un pun 


to P;j di c'. Pertanto, l' espressione del lavoro virtuale delle forze 


attive diviene: al = r** Fi * SP; , ove la sommatoria è estesa a tut 


ti i punti di ci) Per 1aÌ (41), si ha, quindi, 


(43) 


Si consideri, ora, l'insieme dei vettori Tg; BS Fj ! applicati nei 
punti Pj di \C", In corrispondenza a ogni spostsreso di © a parti- 


re da P* si ha, per (43) 


(44) Z d; x SP} = - IMF; * 6Pj >O . 


La (44) mostra che l'insieme dei vettori applicati (Pj, $j) sod- 
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disfa alla condizione (31) che caratterizza l'insieme delle possibili 
reazioni vincolari esplicabili dai vincoli lisci. Si deduce, quindi,che 
se la (41) è soddisfatta per ogni spostamento virtuale di C a partire 
da una posizione ?P*, in questa posizione la forza globale agente su o- 
gni punto ove non agisce un vincolo è nulla mentre ove sono presenti vin 
coli essi hanno la capacità di esplicare, punto per punto, le reazioni 
opposte alle forze attive ivi agenti globalmente. La condizione (41),te 
nuto conto della definizione data al n. 2, è, pertanto, sufficiente ad 


assicurare che P* è posizione di equilibrio. 


OSSERVAZIONE - La dimostrazione or ora esposta si fonda sull'ammissione 
che la classe V non si riduca allo spostamento virtuale nullo; ciò e- 
quivale ad ammettere che un sistema materiale soggetto a vincoli solo su 
una sua parte - come capita nella maggior parte dei casi concreti - am- 
mette spostamenti virtuali che abbiano nulli tutti i vettori S$Pj corri 
spondenti ai punti Pi ove sono presenti i vincoli (il che riteniamo 

del tutto evidente). E' altresì chiaro che la dimostrazione data si man 
tiene valida nel caso che C' si identifichi con l'intero € (assenza 
di vincoli) o addiruttura che con esso si identifichi, invece, C" (vin 


coli presenti in ogni punto). 


E' bene avvertire che in base al principio. delle reazioni vincola 


x Da 


CI espresso in forma esplicita [vedi numero precedente] da (41) segue 


(45) s1l®) 


= 0, 
per ogni spostamento virtuale reversibile. 

Il principio dei lavori virtuali si può, cioè, enunciare, più e- 
splicitamente: condizione necessaria e sufficiente affinchè una posizio 


ne, P*, sia per un sistema a vincoli Lisci posizione di ‘equilibrio è 


lche_ il lavoro delle forze attive risulti nullo per ogni spostamento vir 


lio reversibile a partire da da: negativo o nullo per ogni spostamen 


Pe virtuale irreversibile.) 
i Al teorema dimostrato si dà il nome di principio per la grande im 
portanza che esso ha nello sviluppo-della Meccanica,) permettendo l'eli- 


minazione delle incognite reazioni vincolari: nella Statica fornisce un 


metodo comodo e sicuro per la determinazione delle posizioni di equili- 
brio e anche - con particolari accorgimenti più avanti accennati - di 


quella delle reazioni vincolari di un dato vincolo; nella Dinamica - 
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combinato, come si vedrà, con il principio d'Alembert - costituisce un 
potente strumento che porta rapidamente alle equazioni del moto di un 
sistema a vincoli lisci e forma la base dei principi variazionali del- 
la Meccanica. 

Nella sua forma definitiva il principio dei lavori virtuali è do-. 
vuto al Lagrange. i i 


Quanto si è detto precedentemente si fonda sull'ipotesi di vinco- 
li lisci. Ma riflettendo sul fatto che l'attrito non favorisce il movi 


_mento ma _lo ostacola, si è portati a ritenere che se una certa posizio 


ne P* è posizione di equilibrio per un dato sistema a. vincoli lisci, 


a _maggior ragione essa è tale quando i vincoli pur rimanendo immutati 


nelle loro modalità _presentino attrito. ,\Si deve pertanto ritenere che 


la condizione contenuta nel principio dei lavori virtuali è sufficien- 


te (ma non necessaria). ‘anche per l'equilibrio di un sistema a. vincoli 


capri. 
Del resto, per convincersene basta semplicemente osservare che se 


i vincoli sono scabri si allarga l'insieme dei sistemi di reazioni. vino 


n 


colari di cui i vincoli_ sono capaci) Ne segue, che il sistema di rea- 
A ASI 


zioni equilibranti le forze attive che in assenza di attrito può esse- 
re esplicato dai vincòli in virtù di (44) può venire esplicato anche in 
presenza di attrito e pertanto ogni posizione per cui sussiste la (41) 
è posizione di equilibrio. Si può pertanto enunciare: condizione suffi 


ciente affinchè una posizione sia per un sistema materiale posizione 


di equilibrio è che il lavoro delle forze attive sia _non..D98 440 p_per 


ogni spostamento virtuale del sistema @ partire dal. quella. ‘posizione. 


OSSERVAZIONE II - Il principio dei lavori virtuali dà una condizione 
necessaria e sufficiente (o soltanto sufficiente) affinchè una posizio 


ne sia posizione di equilibrio, ma neppure sfiora la questione se un 


sistema materiale posto in una _tale posizione con atto di moto. nullo Ci 


mane indefinitamente in quiete in quella posizione., In effetti, sulla 


base dei principi fondamentali della Meccanica è possibile soltanto sta 


bilire in quali posizioni un sistema materiale può rimanere in quiete, 


se posto in essa con atto di moto nullo. condi dimostrazione che un si- 


cente alla (41) rimane definitivamente in quiste in quella posizione è 


del tutto illusoria: equivale ad ammettere the,in generale, se una fun- 
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zione £(t) è per t= t, nulla insieme con le sue derivate sino a 


quella di un certo ordine n > 2 essa è identicamente nulla, il- ‘che. è 
manifestamente: errato.) Lo studio dell'effettiva quiete di un sistema 
materiale non può essere dissociato da quello delle questioni di unici 
tà connesse al sistema differenziale della Dinamica. Di ciò si dari 
qualche cenno al n. 2 del Cap. XX e al n. 6 del Cap. XXII . 

Si ha, del resto, una conferma di quanto sopra semplicemente ri- 
chiamando l'esempiodi un punto soggetto alla forza espressa da (6): nel 


l'origine si ha una posizione di equilibrio e ivi risulta #r,59) = 


= avx6x= 0 ; la (41) [o, meglio, la (45)] è soddisfatta ma, come si 
visto, può avere luogo un moto del punto anche se inizialmente è 


è 
zu 0, =) 


| 13+ APPLICAZIONE DEL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI AL CASO DEI SISTEMI INTRINSECA- 
MENTE CONSERVATI DE IRVINE AI 


Di estremo interesse è l'applicazione del principio dei lavori vir 
tuali per stabilire le condizioni di equilibrio di sistemi soggetti a 


_forze interne derivanti da potenziale. Innumerevoli problemi della teo 


ria dell'Elasticità e della Scienza delle Costruzioni (travi, piastre, 


volte, ecc.) si lasciano impostare e spesso anche trattare nei loro svi 


luppio analitici in base al principio dei lavori virtuali. 


Osserviamo che per i tipi di vincoli più frequenti (che comunemen 


te si riducono ad un certo numero di _ appoggi e incastri) si può senz'al 


tro ritenere verificata/la (31) )(tralasciamo di considerare appoggi. ‘ce 


devoli, ecc. ai guali si può sempre, però, & adattare | il prieipro dei _la 


vori virtuali). ST 


Sia dunque C un sistema materiale soggetto a vincoli esterni. li- 


sci [per i quali, cioè, risulta verificata la (31)] , a forze. attive in- 


terne derivanti” da un potenziale TUit e a forze attive esterne. 


In base al principio "dei lavori virtuali le posizioni di equili- 


e en 


brio, P*, del sistema “sono caratterizzate dalla _diseguazione 


cicline di co mm 


(46) su4)+ srt°#2\ 0 ] 


ove SU; denota la variazione di . U; in corrispondenza ad un qualun- 
or virtuale di C a partire da P*- e st ©18) ii {avo- 


ro ‘virtuale delle forze attive esterne. Da_(46), detta I; l'energia 


potenziale delle forze interne, sk, deduce 


(47) ip'r8l L sine, 
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Da (47) si vede che sono posizioni di equilibrio tutte e sole quel 


—_& 


le per le li risulta non positiva la differenza tra il lavoro "delle 


ore esterne attive e la variazione dell'energia potenziale. interna 
col cnergro. 


tire dalla a considerata. — 


Se anche le forze esterne derivano da un potenziale | Uol, detta IL 


la corrispondente energia potenziale, l la (47) si traduce in 
dI SETA 


(48) Se + SI; > 0) 
fd e a 

o anche 

(49) \61> 0 


se con I si denota l'energia potenziale totale, Ig + Ni , Gel sistema. 


Poichè I A una funzione della ‘configurazione del sistema 6I si 
confonde (VIII, 1 nni di EI! ‘con il differenziale totale di Il fiatto_ri=. 
spetto ai parametri determinativi della posizione del sistema (che pos 
sono essere in numero infinito o rappresentati da funzioni delle coor- 
dinate). 

Particolare interesse per le applicazioni concrete presentano le 


condizioni di equilibrio sopra trovate nel caso di vincoli Sera li 


er 


In tal caso le (47), (49) si scrivono 


(50) sa STe ing - 0 | (er = 0% 


e di Lin la pra si reggre [ua un sistema otonomo soggetto a vinco 


laterne attive e la variazione e dell'energia. Dusiaia > inverna cn corri 


se 


re E 
spondenza ad un qualunque spostamento virtuale del stetema a partire 
alla posizione considerata.) © ii li aan 


La seconda delle (50) afferma invece che nel caso di un sistema o 


lonomo a vincoli bilaterali e privi di attrito soggetto a forze attive 


interne ed esterne conservative le posizioni di equilibrio sono ‘carat- 
_— ————————_______————T_1_———_—_—__——_—_—_—_————___- =" 


terizzate dalla stazionarietà dell'energia totale. 
_ e NICO, 


L'energia paia T. è da pensarsi come funzione di un certo 


numero di parametri \El, CES a Em] caratterizzanti la conf igurazio- 


ne del sistema. Conseguentemente La, _(50, 2), per un noto teorema di A- 
ad ee, " Si e oa ii i ta 
nalisi matematica, dà luogo alle equazioni 
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dI OI dI 
51 — = == iva ne Bg 
(51) ve ga we» 


nell caso o di vincoli olonomi. bilaterali e | forze tutte conservative le 


configurazioni di equilibrio sono tutte e solo quelle. caratterizzate da 


m-uple Ele IE cs, Em che sono soluzioni delle (51). 


SI 
{14 > STABILITA’ DELL'EQUILIBRIO 

Nelle applicazioni ha spesso interesse non solo la ricerca delle 
posizioni di equilibrio ma anche lo studio della natura dell'equilibrio 
in riguardo alla stabilità; Viene spontaneo chiamare stabile una posi- 
zione di equilibrio, P* se spostando comunque il sistema sufficientemen 


te poco da P* le forze attive tendono a riportarlo in P*. Tale ten 


denza. si deve iudicare nell senso. che le forze attive fanno lavoro ef- 


= rr 


Tutto ciò ha il massimo interesse nel caso che la sollecitazione 


attiva sia conservativa) In tal caso con riferimento ad un sistema olo 
o e e 


nomo a vincoli lisci e indipendenti dal tempo, ogni posizione di equi- 


mio inci iii 


librio;, P* è caratterizzata_ dalla stazionarietà dell' energia potenzia 


le totale. e, dato che il lavoro corrisponde all'opposto della variazio 
ne dell' energia potenziale, si riconosce subito che il sopra menziona- 


to criterio di stabilità equivale /all' ‘all'esistenza di un minimo effettivo 


in Midi _dell' ‘energia. potenziale totale.| 


Si ha, cioè: ogni postetone tn cui it l'energia potenziale ha un mi-! 


nimo effettivo è |(per un n sistema del tipo considerato) postzione di e-! 
quilibrio stabile liti 


Se invece l'energia potenziale è _massima in una data posizione, E) 


questa è, in base a (50, 2), posizione di equilibrio ma con carattere 
Si 


opposto a quello di prima. Si ha in effetti, equilibrio instabile 
A ____===> 
dice tale una posizione di equilibrio se le forze attive non sempre ten 


dono a riportare in P' il sistema quando esso viene abbandonato sen- 


za velocità iniziale in una posizione vicinissima. Ciò nel senso che co 
munque poco si sposti il sistema dalla posizione di equilibrio, ?', es- 
so può raggiungere sempre qualche posizione tale che il lavoro effetti- 
vo fatto dalle forze attive nel ritorno da quella posizione a quella di 
equilibrio è non positivo. E. 

Nel caso poi che il lavoro effettuato dalla sollecitazione attiva 


sia nullo per lo spostamento che porta il sistema nella posizione di e- 
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quilibrio a partire da una qualurgue posizione vicinissima, l'equili- 


brio si dice îndîi erente. 


La nozione di stabilità di una posizione. di equilibrio P*, rie- 


sce più espressiva se la si collega al moto del sistema a partire da 


una posizione vicinissima con forza viva sufficientemente piccola. 


In tal senso, una posizione di equilibrio P* ; ist dice stabile 
quando abbandonando il sistema in vna posizione sufficientemente vici- 
na a RS con forza viva sufficientemente piccola esso si muove rima- 
nendo indefinitamente nelle vicinanze di P* _ con forza viva piccola 
(nel senso più avanti precisato). 


Se invece comunque vicina a P* si scelga una posizione, Po del 


sistema e comunque piccolo il valore iniziale della forza viva in Po; 


può avere inizio un moto del sistema che lo allontani alquanto da Po 


o in cui la forza viva superi un certo valore positivo, la configura- 
hi età si a x 


zione P* si dice di equilibrio instabile. 


Questa seconda definizione di stabilità è sostanzialmente equiva- 


lente. alla prima ‘ma più espressiva per il fatto che risulta più chiara. 


mente la tendenza del sistema a non allontanarsi dalla posizione di e- 


quilibrio, se essa è stabile. x 


Supposto LI sistema ‘dlonomo e a vincoli fissi conviene precisare 


la nozione di stabilità in senso dinamico, prima” data. 


A tal fine supponiamo il sistema olonomo ad |N _[comunque grande] 
gradi di libertà e riferiamolo ad N | coordinate lagrangiane ir A2, 


DER G - Siano \qi, di . - qui valori assunti. dalle An. nella posi 


Cis 
zione. di equilibrio, | :P*. Chiameremo intorno di configurazioni di rag- 


gio tane o l'insieme di tr tutte le configurazioni del sistema corrispon 


Sei 


denti a valori delle dis dar +. 1 soddisfacenti alla relazione 


è x 


(52) 


fog — Sp avi 
h=1 


e intenderemo per frontiera di tale intorno l'insieme di quelle confi- 


_gurazioni per cui da (52) è verificata. come uguaglianza. 


In uno spazio euclideo ad N dimensioni, interpretando le dir - 
EC | come coordinate cartesiane ortogonali, ogni configurazione del 
l'intorno di raggio n è individuata da un punto P. non esterno alla 


regione racchiusa dall'ipersfera rappresentata dalla (52) considerata 
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come uguaglianza. 


Ciò premesso, la nozione dinamica di stabilità si può precisare 


È Ia a SLI SOI ERRORI ppc aaa da 
È 
| 


nel modo seguente: una posizione, PF) di coordinate qj, q}, ... gi si 


dice di equilibrio stabile se comunque si scelgano. due numeri positi- 


lui n', e', ad essi possono associarsi due altri numeri positivi mn, 


| e" dr modo che supponendo inizialmente il sistema in una qualunque con 


riore a e", ha inizio un movimento in cui il sistema assume soltanto 


‘configurazioni non esterne all' intorno I, di raggio n', con forza 


viva non superiore ad e'. 


i figurazione dell'intorno Lo di raggio n" con forza viva non supe- 


Supposto il sistema olonomo a vincoli lisci e indipendenti dal tem 
po e soggetto ad una sollecitazione conservativa, sussiste il teorema 
di Diriohtet:) è stabile ogni posizione in cui l'energia potenziale t0- 
tale, I, ha un minimo effettivo. \ N 

L'enunciato del teorema di Dirichlet è - come si vede - equivalen 
te a quello già dato al principio di questo numero ma si riferisce al 
concetto dinamico di stabilità. Ne risulta la equivalenza dei due cri- 
teri di stabilità. 
ui Noi supporremo che (salvo casi N gici per noi privi di interes- 
se) l'esistenza di un minimo effettivo, m*\, di {Il n P* si traduca 

completamente nella esistenza di un numero positivo n per il quale 
sono soddisfatte le due condizioni: 


a) non esistono configurazioni del sistema appartenenti all'intor 


da 


no di configurazioni [I 18 raggio: n diverse da LE ove I risul- 


Ei stazionaria;. 


‘b) in ogni configurazione di E» risulta 

(53) bb T* = Oy 
: n P* 

l'uguaglianza valendo solo in P*. re 

La continuità (che noi ammetteremo in tutta I,) della I rispet 
to alle Ip implica l'esistenza di un minimo positivo [ent sulla fron 
Pera i Li ADeE. n! < n) della differenza I - I* td Dendtando con 

A cs ele 

Mt9') il valore d di pesare di In! a si ha, pertanto, 
(54) TEN!) - 1* >» Eq! 
con Ep! > (21° 

Detto e* il più piccolo dei numeri e', En [vedi (54)], si fis 


si un numero positivo n" certamente éistente e tale che in ogni con- 


figurazione dell'insieme I," risulti 
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(55) EMI Is a 


ove si è indicato con Il(n") l'energia potenziale nella generica con- 


figurazione di I,un., frontiera inclusa.\ 
Si consideri ora il moto del sistema a partire da una qualunque 


n è È î Nar Y n ESE 
configurazione di I," con forza viva iniziale inferiore a 3- Si sup 


ponga, cioè, che i valori iniziali, Toto di 7 e 7 verifichino le 


[ limitazioni 
il e* da e* 
(56) Io = I* /< ca è To. € 3: 


L'integrale dell'energia applicato al moto del sistema che così ha 


inizio si scrive 


(57) r+ £=)lo + To). 
da cui segue 
(58) neri El 
Da (56), (58) segue 
(59) hnepP effe 
Si riconosce subito che I - I* non può divenire negativa. Infat 


ti perchè ciò possa avvenire occorre che il sistema assuma configura- 


zioni esterne 20 I, [vedi condizione b)] il che non può accadere, per 


motivi di continuità, senza che il sistema assuma configurazioni apparte 


nenti alla frontiera, on! , di In: . Ma è evidente che ciò è impossi- 


bile quando si osservi che in tali configurazioni vale la (54) mentre, 


essendo 


TP 0 ed e* & En! , da (59) segue. 


(60) T= I < pi è 
Da (59) [dato che I - I* non può divenire negativa] si deduce 
(61) Te Ta e, Da | 


Tenuto presente che è e* < e' , si conclude che se il sistema si 


trova inizialmente in una configurazione di | In" | con forza viva infe- 
* L AIR — ia 
riore ad e" = "a ,; esso non solo non può assumere configurazioni ester 
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ne ad IN! ma la sua forza viva si mantiene inferiore ad e', c.d.d. 


Se i vincoli non sono lisci la (57), in base a (XIV, 36) e all'os 
servazione già fatta (vedi n. 9 in fine) che il lavoro effettivo delle 


reazioni vincolari deve ritenersi (per vincoli fissi) non positivo, va 


sostituita con la disuguaglianza 


(62) LoaTta Tot Io 


A maggior ragione si giunge quindi alla stessa conclusione del teo 


rema di Dirichlet. La stessa condizione di minimo dell'energia potenzia 


le assicura pertanto la stabilità dell'equilibrio anche nel caso di vin 


coli scabri,\in accordo con l'intuizione che trascurando l'attrito si a 


gisce in favore della sicurezza. 


4 
[AE 
18 — DETERMINAZIONE DELLE REAZIONI VINCOLARI 

Mostreremo come il principio dei lavori virtuali può a volte pre- 
starsi al calcolo della reazione vincolare esplicata da un dato vinco- 
lo liscio. 

Riferiamoci ad un sistema olonomo, C , soggetto a vincoli fissi e 
lisci. Supponiamo che esso si trovi in quiete in una determinata, nota 
posizione di equilibrio, P*, e sia ss) il lavoro delle forze atti- 
ve corrispondenti ad un qualunque spostamento virtuale del sistema. Sia 
Pun punto del sistema ove agisce un vincolo e è l'incognita reazio- 
ne vincolare. 

tn ag 
tire da P* ma generalmente è diverso da zero per ogni spostamento non 


è nullo per ogni spostamento virtuale reversibile a par 


virtuale. Esso è, ad es., generalmente non nullo per ogni spostamento 
virtuale del sistema, C' , che si ottiene da € sopprimendo il vincolo 
agente in P. 

In base al postulato delle reazioni vincolari (XIII, n. 10) nello 
studio dell'equilibrio si può sostituire al vincolo presente in P la 
forza (reazione vincolare) che esso esplica sul sistema. Vale a dire 
che le posizioni di equilibrio di € coincidono con quelle di Cl' pur 
di aggiungere alle forze attive l'incognita reazione éè esplicata su 
P. 

In base al principio dei lavori virtuali risulta, pertanto, nullo 
il lavoro della sollecitazione attiva totale (cioè di quella attiva e 
della é@) per ogni spostamento virtuale reversibile di C'. Si ha,cioè, 


(a) 


(63) SL + è x 6P= 0, 
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per ognuno di quegli spostamenti virtuali. 

Nella (63) l'unica incognita è è . Secondo che essa costituisca 
una,due o tre incognite scalari effettive basta applicare la (63) in 
corrispondenza ad uno, due o tre spostamenti virtuali reversibili in- 
dipendenti e incompatibili con il vincolo in P, in modo da avere un 
sistema di equazioni in numero sufficienti per la determinazione del- 


le componenti di è . 


Chiariremo il metodo esposto icon un esempio! Sia ABC un arco a 


tre cerniere, C , (Fig. 8), cioè una struttura formata da due aste ri- 


gide AB , BC collegate in B da una cerniera. Il sistema è fissato 


in A e c con cerniere fisse e soggetto alla forza F agente nel pun 


to di mezzo \M\ di BC con direzione ortogonale alla congiungente A, 


con | c.) Supponiamo uguale ad £ la lunghezza comune delle due asteifLe 


reazioni, data la natura dell vincolo | (per cui A e C_ si comportano co 


me due punti fissi) i) possono avere qualunque direzione nel piano ABC, 


Il sistema è "ia in posizione di equilibrio e le reazioni si de- 


terminano facilmente per via grafica, come si può riconoscere. Ci pro- 
poniamo di determinarne una, ad es., quella che si esplica in C, me- 
diante il procedimento sopra esposto. 


Pensiamo, pertanto, come inesistente il vincolo in —C ie alla for 


za attiva {E} aggiungiamo la reazione K79 che si ‘esplica in C\ Sia a 


l'angolo 3" Riferiamo il sistema agli assi, Xr Y, come in figura e 


ad un asse z tale da completare la solita terna trirettangola. levogi- 


ra. Il sistema C' di cui _sopra_ è ciò ‘che si ottiene dall' arco a tre 
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cerniere sopprimendo il vincolo in c. E' spostamento virtuale di o") 


incompatibile con il vincolo in C di € una qualunque rotazione in- 


finitesima di ampiezza 68 intorno a z (il cui versore al solito in 


ti virtuali (VIII, 47),!6M, 6c | le cui espressioni si ottengono dalla 
e Sa n ne 


r———————_" ce ie 
(VIII, 47) \semplicemente identificando. B__con _$0c3,.Q..con_ A, P con 


M o con C e ponendo Csa = 0. Si ha, Così, 


(64) SM = 60c3 A AM, SC = 8603 A_AC . 

Pertanto la (63) si riduce a 
(65) 68 [c3 A AM x F + c3 /A_ AC x $] = 0. 

Se invece si fa subire all'asta BC una rotazione di ampiezza in 
finitesima 6% intorno alla parallela a z per B si ha un altro 
spostamento virtuale di C€' incompatibile con il vincolo in C di GC. 
In corrispondenza M e C subiscono gli spostamenti 
(66) SM = 69Cc3 A BM, SC = $yc3 A_ BC, 

e la (63) diviene 
(67) 8y [c3 A BM x F + c3 A BC x $] = 0. 
Tenendo presente che è 


£ sena, 0} , BC = (4 così, 0, 0) , 


(68) 


" 


BM =(3 £ cosa, -j sen, o) 7 BC = (£cosa, - 2 sena, 0) , 


da (65), (67) si ricava (supposto F discorde da y), data la arbitra 


rietà degli infinitesimi Is6//6v] 


3 = 
dii LI 


(69) 


EOS pi cosagy + senaòy = O , 


2 


da cui si deduce 
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F 3 
(70) dy 3 — cotgo * Fr i Fato 
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CAPITOLO XVI 


APPLICAZIONE DEL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI 


Come prima applicazione del principtò’ dei lavori virtuali mostre- 


remo come si deducono le condizioni di equilibrio nel caso di un siste 


ma olonomo (particellare (o) den; a vincoli fissi e lisci, ad N gra 
STELE TI “i ice e n 
di di libertà, riferito ad N parametri lagrangiani Qls 92, cc°, 
(VIII, n. 3). 


Non escludiamo, come caso dil interesse concreto, l' ‘esistenza. di 


qualche vincolo unilaterale|[ | supponiamo, però, che la scelta dei para- 


metri lagrangiani sia fatta in modo tale che la traduzione analitica 


dei vincoli unilaterali consista in disuguaglianze a cui sono soggette 


direttamente cune Welle | CHE COL PA fp 2 In altri termini, S upponia 


mo che i vincoli unilaterali si traducano nelle disuguaglianze 


(1) i > (o) CRIARI DO 3 susr q > Ò , 
essendo 


(2) Te N' «NU 


ri 
Naturalmente, in assenza di vincoli unilaterali le (1), (2) non 
vanno prese in considerazione e _le qg), 92, ... rimangono abitrarie. 


rivi piccini nn i 


Con le notazioni del n. 7 del CAR | XII il lavoro virtuale è espres 


so da rt, Bd), PET 51 


In base al principio dei lavori virtuali deve risultare in ogni po 


ro Il} TE 
N = 
(3) S= O, San n aC) 
XI ,54 h=1 dà È 


per ogni spostamento virtuale a partire dalla posizione ?P*. 


Be _P* é posizione. ordinaria. i vincoli unilaterali non impongono 


"NEI ! 
restrizioni agli spostamenti virtuali (VII, na 7) e le Tian | sono tutte 


arbitrarie (come avviene nel caso di soli vincoli bilatérali)! 


l Da (3) segue allora) 
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[ 
} 


() CRNCRCIZZZCLIE 


Infatti, se una delle 2h fosse diversa da zero, \la_ (3) non _sareb. 
be soddisfatta ‘da ùn 


da # O, basta assumere nulle tutte le \6qn) tranne la sq _ perchè la 


"qualunque ‘spostamento virtuale; se; ad es; è 


(3) non sia verificata (come uguaglianza, come in questo caso deve es- 


nima ei mor. 


ie rp 
sere). e I 


Se invece r4| è posizione di confine alcune o tutte le (1) TER 


tano verificate come uquaglianza e le corrispondenti variazioni sqn 

—_T___TTTT—€©?>>}>>>|tÙpy;Ò|È TT. = 

non possono essere arbitrarie. Pertanto, si supponga che per un opportu 
LTT LL 


no ordinamento delle Gs... 6 Im _e per un intero. men si abbia 


(5) \ A Ge] = 30 | 


A causa di (1) dovrà essere 


(6) | 6qn > 04 (60,3 > 0, -..} 64 >0, 
____T Ì 
con 
(7) CE LALE 
: \ 
Le quantità 6g], 6qQ2, ... 6Qqyu_j \ Pene invece arbitrarie] In 
tal caso la (3) equivale. FIl'INeISNE d: i i \ 


8) [01 = 02 =s00= Quiaj FO} Qu SO, Gus COL GS F. 


\ 


Infatti, si supponga che per un certo h= h < N") sia __Qn # 0. 


Assumendo nulle tutte le $qn ad eccezione della© 5gp , la (3) diviene 
ER: ERICE SÙ 


% 5% $ fe non può essere soddisfatta per qualunque scelta. di _S9R. 


2% RC: del tutto arbitraria. Pertanto le dg. con_h < N" devono essere. 


un certo h= h'> N" sia 
di > 0 È basta scegliere sulle tutte le 69 ad eccezione della \6GL} 
che dovrà risultare positiva\(non essendo nulla) a causa della (6), per 


chè il primo membro di (3)\ divenga 9 169n1 > O, in contrasto con la 


_(3) medesima. Devono, pertanto, sussistere le (8). Esse rappresentano 


la condizione necessaria e sufficiente per L'e utlibrio del sistema in 
ficiente per l'equilibrio del s AZIO 


una posizione di confine. \ 
SII Ri 


In base a (XII, 50, 53) si ha, esplicitamente,|; 


dx, CANA A CAR 
(xo ++ 2} hm ta Ba canr WD 3 
ue" Igp L/ 39, \I Ign 
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nel caso di un siutema particellare_e 


e a 3 
E dx dy dz 
1 = X —— +YX — _+Z —_— |dC, h= ll, 2, ew) , 
doi. .| wa cp) 


nel caso di un sistema contimo, 
E' chiaro il significato dei simboli nelle (9), (10), quando si 
tenga conto anche di (VIII, 10). \3< 


Se la sollecitazione è conservativa 1e Q, sono legate al poten- 


tn mite 


ziale U dalla (XII, 64) & Ie (4) si traducono nelle 


9U) 
(11) 5 tirata Dia ie 1, Zarsar N 


Si ritrova così, nel caso di vincoli bilaterali, la condizione di 
Ni eni 


stazionarietà del potenziale come condizione caratteristica delle le posi 


zioni di equilibrio sal de n. 13). [SR 
; pena 


|> PRINCIPIO DI TORRICELLI 
Sia € un qualunque sistema a vincoli lisci e soggetto alle uni- 


che forze attive costituite dai pesi dei singoli suoi punti o COS. 


Supposto l'asse delle z ‘orientato « come la verticale_ discendente, sia 
(ze) pe coordinata {z| del baricentro 


«sane COnaze Li bi 5 _LJIR 
da ;onergia potenziale di “GEEL,; ,_12) E 


Ue-Ua 3 


(12) PAT n= - mgzt cost. , : 
se con m si denota la massa totale. | PA Ve 
Basta applicare la (XV, 49) (ove I" si identifica con Ie , es- 


sendo ll; = 0) per dedurre, in base a (12), come condizione caratteri- 
stica delle posizioni di equilibrio di un sistema pesante 


(13) PR : i $Zg £ o. 


La (13), dato l'orientamento dell'asse delle z, mostra che il ba 


ricentro di un sistema pesante a vincoli invariabili e lisci non può 


subire abbassamento per effetto di un qualunque spostamento virtuale 


a partire dalla posizione di equilibrio. 


Si ha così il principio di Torricelli: le posizioni di equilibrio 


di un sistema pesante s09gg \inegii-lisci sono caratterizzate dal 
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) 


N 
faito che il baricentro non è suscettibile di abbassamento per effetto 
forli illeso FIESS: NSIZIAZI 
di un qualunque spostamento virtuale apartirze da. esse. 
—T————_—rrrrr——————_————6€€———————————__—_————r_——_———_————mnT 
Ad es., nel caso di un punto materiale pesante vincolato a stare 


nella regione interna ad una sfera fissa e priva di attrito o al più 


sulla faccia interna della superficie sferica, l'unica posizione di e- 


e Rea 
quilibrio è la più bassa. tra quelle consentite dal vincolo. Se il pun- 


to è invece vincolato a non n penetrare nella regione. interna, unica po- 


force 


ciba 
Se invece il punto è vincolato a stare sulla superficie sferica 
(vincolo bilaterale), tutte e due le : posizioni di cui sopra sono posi- 


zioni di equilibrio ma quella più alta è di equilibrio instabile, LE al 


tra stabile. Infatti in ognuna delle due posizioni si ha la staziona- 


rietà dell'energia potenziale di gravità mal I ha un massimo effetti- 
vo in alto, un minimo effettivo in basso. 

Nel caso di un corpo rigido pesante con un punto fisso, O, distin 
to dal baricentro, dal principio di Torricelli segue subito che sono po 


sizioni di equilibrio unicamente le posizioni tali che il baricentro 
d_nt n ci ) rene — sella covesa ara SR 


appartenga alla verticale condotta per 04 
Invece se il Corpo è fissato lungo un asse le posizioni di equili 


brio sono tutte e sole quelle per cui il baricentro appartiene al pia- 


no verticale condotto per l'asse. 


Tutto ciò corrisponde all'intuizione più immediata. 
Nel caso di un Continuo deformabile pesante il principio di Torri 
celli sussiste quando e solo quando la natura fisica del Continuo sia 


ETTI Ta 
tale che le forze interne ‘compiano lavoro virtuale nullo per ogni sua 


CECOEMaELona, come accade, a es., nel caso di un | liquido perfetto (Cap. 


XXIII). 


| N, ) 
3 —- SISTEMI A LEGAMI COMPLETI 
Di particolare semplicità si presenta l'applicazione del principio 
dei lavori virtuali al problema dell'equilibrio dei sistemi a legami 
completi (VIII, n. 3) con vincoli lisci. Supponiamo che un sistema a le 
gami completi sia soggetto a n forze F,), F2, -... F, , applicate nei 
punti P), P2, ..., Pn- 
Il principio dei lavori virtuali :porta all'equazione caratteristi 


ca delle posizioni di equilibrio 
n 
(14) : FSB = 0 , 
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ove gli spostamenti virtuali 6P], 6P2, ... SE possono esprimersi pro 
porzionalmente alla variazione infinitesima arbitraria di un unico para 
metro. Dalla (14),sopprimendo tale fattore infinitesimo comune a tutti 
i termini,si ricava l'equazione che determina le posizioni di equili- 
brio. 

Particolarmente importante si presenta il caso che le forze che in 
teressa considerare siano solo due [n= 2], come avviene di solito per 
le macchine semplici (leva, vite, ecc.). 

In tale eventualità, dette é6£), 6, le componenti di 6P;, S$P; 


secondo F), F,, da (14) si ricava 
(15) F3652} + Fo 62 = 0. 
Da (15) si deduce 


F3 l822| 


dò Fao Gal: 


L'inversa proporzionalità dei moduli delle forze ai cammini per- 
corsi dai loro punti di applicazione per effetto di uno spostamento vir 
tuale del sistema a partire da una posizione di equilibrio si traduce 
nella cosiddetta regola d'oro: ciò che si guadagna in forza si perde in 


cammino. 


Applicheremo quanto sopra a vari tipi semplici di sistemi a lega- 
mi completi. 

a) Leva - Si tratta di un'asta rigida (che supporremo ad asse ret 
tilineo), girevole in un piano 
t senza attrito intorno ad un 
punto fisso O (fulcro) (Fig.1). 
Supponiamo per semplicità orto- 
gonali all'asse dell'asta, in q, 
Fj}, Fa, quantunque nessuna dif- 
ficoltà ci sia a trattare il ca 
so generale. Detti b;, b, le 
lunghezze dei segmenti OP), OP; 
(bracci della leva) la (16) si 


traduce, evidentemente, in 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


283 


Fi ba 
(17) —* E 


che esprime la condizione di equilibrio, insieme al fatto che FF], Fp7 
siano una levogira, l'altra destrogira rispetto alla normale per 0 a 
T , orientata in verso arbitrario. 

b) Torchio a vite - Si tratta di una vite inserita nella rispetti 
va madrevite. La vite porta, nell'e 
stremità, A, un braccio di lunghez- 
za b al quale, nell'estremo libe- 
ro, è applicata una potenza F}) (Fig. 
2). La resistenza è la forza, F,, e 
splicata da un corpo premuto, posto 
sotto la faccia terminale, B. Gli 
spostamenti virtuali dell'insieme 
vite-braccio sono spostamenti infi- 
nitesimi elicoidali il cui asse coin 
cide con l'asse del cilindro su cui 
sta la filettatura della vite. Se s 


e é&8u sono la traslazione e il vet 


tore rotazione del generico sposta- 


Fig. 2 mento elicoidale della vite, detto 
h il suo passo (distanza tra due successive intersezioni della filet- 
tatura con la MA generatrice del cilindro sostegno), si ha evi- 
dentemente 
Si) 
(18) 5" 


Supposto che F} sia ortogonale al piano degli assi della vite e 


del braccio, si ha 


(19) |6g;}] = b66 , |6r.| = s . 
In base a (18), (19), la (16) daiviene 
F} h 
(20) F) © 2ib 


da cui si ricava 


(21) F = = 
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che dà la forza totale esercitata dalla vite sull'oggetto premuto (rite 


nendo, naturalmente, trascurabile di fronte ad F, il peso della vite). 
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CAPITOLO XVII 


SULL’EQUILIBRIO DEL PUNTO VINCOLATO 


1 — EQUILIBRIO DI UN PUNTO TRATTENUTO DA UNA SUPERFICIE 
Sia P un punto soggetto alla forza attiva F di componenti X, 
Y, Z e vincolato a stare sulla superficie di equazione 
(1) Fe, Vr 2) =, 
P tut 


2], sono posizioni di equilibrio per 


Com'è ben noto [V, n. 
te e sole quelle in cui il vincolo può esplicare una reazione vincolare 


$, soddisfacente all'equazione 


(2) 
come supporremo,la è risulta ortogonale 
[ comun- 


è liscio, 
il versore della normale 


Se il vincolo è 
alla superficie vincolante. 
que orientata ] alla superficie, 


Detto n 
si ha, cioè 


(3) dn. 
E' ben noto che i coseni direttori di. n sono rispettivamente 
LE Ro cRa Le 
Vi Me Rag 1 Pr" Rigi e" g deo 
con 
2 2\2 2 
Di cet 
dx dy dz 
Posto 
(6) x=$, 
da (2), per proiezione sugli assi si ottiene, in base a (3), (4), (6), 
SE di — Sea 
(7) KkAgg=0, Y+ A “cr 0 è abi da 


Le (7) associate alla (1) costituiscono le espressioni che deter- 
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minano le coordinate delle eventuali posizioni di equilibrio e il valo 
re del moltiplicatore À . La conoscenza di A determina, in base a 
(5), (6), la reazione vincolare, ma ove questa non interessi, nelle (7) 


può effettuarsi l'eliminazione di A, ottenendosi, 


(8) axL-a Lao vÈ_.glilLeo 


dz dx E dz dy i 

Le (8) vanno associate alle (1). E' bene osservare che esse si so 
no ottenute per l'implicita ammissione che sia L # O. 

Pertanto, eventuali posizioni di equilibrio che annullano la = 


non rientrano in quelle fornite dalle (8). Esse sono invece fornite dal 


sistema 
z of ap 
(9) Z= 0, #39 eg Wi 


che, al solito, va associato alla (1), nè è da temersi che la (9, 2) 
perda di significato, dato che intendendo riferirsi a superficie dotate 
di un piano tangente, dovremo escludere l'annullarsi sumultaneo delle 


tre derivate parziali della f(x, y, z). 


2 — EQUILIBRIO DI UN PUNTO VINCOLATO A STARE SU UNA CURVA FISSA E LISCIA 


Siano 
(10) a (x, Yi z) = 0 è f2(x, Yi z) = 0 


le equazioni del vincolo (VIII, 2). 

Detta è la reazione del vincolo, valgono le (2), (3), pur d'in- 
tendere ora con n il versore di una qualunque direzione ortogonale al 
la curva în PD. 

I coseni direttori di n sono, com'è ben noto, combinazioni linea 
ri delle derivate parziali delle f(x; Yi; Z), f2(%X, yY, z). Lo stesso 
accadrà di conseguenza delle componenti della é$ , essendo la reazione 


vincolare ortogonale alla curva di equazioni (10). Si avrà, cioè, 
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dfi df2 

tac gg e? 
dfi df2 

CEI) dy = A1 mg +» 3y' 
of df2 

ta Sit gr + Gre 


ove i}, À2 sono degli incogniti moltiplicatori. 


Ne segue, per proiezione della (2) sugli assi, 


dfi df2 
Pes Fa e a 
df1 df2 
—— + — = 
(12) stu gia di 
OF df2 
di Ed e Aa 3z = 0! + 


Le (12) associate alle (10) costituiscono cinque equazioni atte a 
determinare le coordinate delle eventuali posizioni di equilibrio e i 
valori dei moltiplicatori ,, 2. Le (11) forniscono successivamente 
le componenti della reazione vincolare. 

Come nel caso precedente, nelle (12) può effettuarsi l'eliminazio 
ne dei moltiplicatori ma per brevità rinunciamo ad indicarne la via che 


del resto è evidente. 


3 — UN ESEMPIO DI EQUILIBRIO RELATIVO 
A titolo di applicazione di quanto si è detto nei nn. 4, 8 del Cap. 

XV consideriamo un punto pesante, P, liberamente poggiato su un piano 
orizzontale, n, girevole uni- 
formemente intorno ad un asse 
fisso verticale e proponiamoci 
la determinazione delle posizio 
ni su © in cui P può stare 
fermo rispetto ad assi solidali 
a t. Assunto l'asse di rotazio 
ne come asse delle z (orienta 

mg to verso l'alto) e n come pia 
no x, y, sia w la velocità 


Fig. 1 angolare di n. Ci riferiamo al 
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la Fig. 1. Nel problema posto la (XV, 10) si traduce in 

(13) mg + mw? OP + $=0. 
Proiettando sull'asse z la (13) si deduce 

(14) d, = mg > 0 


Inoltre, sulla (13) si constata che il componente tangenziale, A, 


(15) A = mw|oP| . 


In base a (XV, 23) si conclude - osservando che la (14) corrispon 


de alla (XV, 24) - che in condizioni di quiete deve essere [vedi (14), 
(15): ] 

16 OP| « IL, 

(16) lori # fa, 


w 


ove fg è il coefficiente di attrito statico. 

Sono, dunque, posizioni di equilibrio relativo tutte e solo quel- 
le appartenenti al cerchio di centro 0 e raggio uguale a fg PE ° 

Si riconosce che in assenza di attrito [fg = 0] l'unica sobizione 


di equilibrio è O. 


4 — UN SECONDO ESEMPIO DI EQUILIBRIO RELATIVO 

Termineremo questo capitolo con un semplicissimo esempio di proble 
ma di equilibrio relativo di tipo di 
verso dal precedente, in quanto può 
risolversi, a differenza di quello, 
mediante l'uso delle condizioni di sta 
zionarietà del potenziale espresse da 
(XVI, 11). Si consideri, precisamen- 
te, un punto materiale P di massa 
m vincolato a stare senza attrito su 
una retta, r, la quale ruota uniforme 
mente con velocità angolare w, at- 


torno alla verticale passante per un 


punto O di # (Fig. 2). Su P agi 


2 sce la forza elastica di centro 0 e 


Fig. 
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costante elastica c > 0. Si intende, cioè, che sia F = cPO. Il vin 
colo è liscio. Si vogliono determinare le eventuali posizioni di equi- 
librio. Basterà, a tal fine, supporre ferma la retta r e tener conto 
delle forze di trascinamento (XV, n. 4). Cominciamo con l'osservare che 
le forze attive (comprese in esse quelle di trascinamento) sono conser- 
vative. Si assuma la verticale discendente per 0 come asse delle z e 
come asse delle x l'orizzontale per O orientata in modo che il qua- 
drante dei semiassi positivi x,z contenga la semiretta r che trovasi 
al di sotto di O (che,naturalmente,si suppone non verticale e formante 
‘l'angolo 8 con il semiasse positivo delle z). Detta Q la proiezio 
ne di P su “, le forze attive sono mg e cPO mentre quella di tra 
scinamento è (III, 49) espressa da mwQP. Trattasi, pertanto, di forze 
conservative il cui potenziale U è globalmente espresso (a meno di una 


inessenziale costante) da 


[@et® 
2 


c 
(17) U = mgz + mwî 3 > |op|2 . 


Il punto P, vincolato a stare su r, costituisce, evidentemente, 
un sistema olonomo a un grado di libertà che si può rappresentare me- 
diante l'unica coordinata lagrangiana q = + |OP|, con q > 0 se P 
è al di sotto di 0, negativa nel caso opposto. Risultando z = q cos, 


QP = q sengc; , la (17) diviene 


Re, 
(18) U = mgq così + — q? sen?0 - 


nia 
Ne) 


In base a (XVI, 11), le eventuali posizioni di equilibrio di P 


sono caratterizzate dall'uguaglianza 


(19) — = mg cost + (mwî sen?0 - c)q= 0 . 


La (19) mostra che in generale (cioè per 6 generico) si ha una 


sola posizione di equilibrio espressa da 


(20) deg Best _ À 


c - mw? sen?9g 
© 
Tale posizione corrisponde a P al di sotto o al sopra di O a 


seconda che la quantità c - mw? sen?8 sia positiva o negativa. Se ec 


cezionalmente essa risultasse nulla, la (19) mostra che non esistono 
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posizione di equilibrio tranne che la retta r non sia orizzontale.In 
tal caso qualunque posizione è di equilibrio se risulta c - mwi= O 0, 
altrimenti, lo è solo il punto 0. 

Da (19) segue 


920 
(21) — = mw?sen?9 - cc. 


Supposto diverso da zero il secondo membro di (201), si riconosce 
che U in q* ha un minimo o un massimo a seconda che esso sia positi 
vo o negativo. In base al teorema di Dirichlet (Cap. XV, n. 14), si con 
clude che se la posizione di equilibrio è al di sotto di 0 essa è di 
equilibrio stabile, se al di sopra di equilibrio instabile. 

Nel caso, poi, che sia 86 = 3 © mw? - c = 0, qualunque posizio 
ne è di equilibrio, ma di equilibrio indifferente. 

Volendo determinare la reazione è del vincolo è sufficiente e- 
sprimere la condizione di equilibrio relativo (XV, 10). Si ha, precisa 


mente, 
(22) $ = cOP + mwîPQ - mg . 


La %@ è contenuta nel piano Oxz ed è ortogonale alla r . Pertan 
to il suo modulo si trova subito proiettando la (22) sulla normale alla 
rin tale piano. Rinunciamo, per brevità, a farlo. Se, invece, si impo 
ne l'annullamento della componente secondo la retta rr del secondo 
membro di (22), si ritrova, com'era da prevedersi, la condizione di e- 


quilibrio (20). 
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CAPITOLO XVIII tes 


STATICA DEI SISTEMI RIGIDI (ge 
po ì i r ù 
SUFFICIENZA DELLE EQUAZIONI CARDINALI ELLA stATICA PER L’ EQUILIBRIO DI UN 
SISTEMA RIGIDO 


viti ei ret reo 
e ENTE Se BIT RT II 


Nel n. 6 del Capitolo XV abbiamo osservato che le equazioni cardi 


nali della Statica 2A (12), (13) OPP. (14)] rappresentano condizioni 


Io ana I 


necessarie ma pini non sufficienti per l'equilibrio di un si- 
—  —————_—_—_—__—É_—___—__ € _<W:=: Quel co aceeiii 


stema materiale, LR IA ai 


pe 


Faremo ora vedere che esse, debitamente interpretate, rappresenta 


no condizioni anche sufficienti di equilibrio nel caso. di un sistema ri 


gido. 


Distingueremo a tal fine d due casi: 


a) sistema rigido [non soggetto a a _vincolij dimostreremo: condizio- 


ne necessaria e sufficiente affinchè una posizione, P*, sta di equili- 
o necessarze 


brio per un sistema rigido libero è che le forze esterne attive valu- 


- Leti 
tate per _patori nulli delle, velocità, se da queste dipendono, soddisfi 


dae 
D* alle equazioni 


bale e,a È #1 
m ace, 5a, di 
wez 
ess 18), mile: SI 1 rà ; 4 4 
ove R indicano evidentemente risultante e momento risul 


Mo 
AR Si Ana i 
tante Sega ad un polo _g9 _ delle forze esterne attive. 


La necessità della condizione (1) è già stata constatata nel n. 6 


del Capitolo XV. Per dimostrare la sufficienza indichiamo con 6592 e B 


rar RISO parsa . ri CI % 
la|trastazione\)e lafrotazione\nel generico spostamento virtuale del si 


stema € . 


palm, _segue subito 


a) L= x RD E a (0.0) “ P 
i Sela E illa E DE 1 
che dimostra l'annullarsi del CARENA virtuale delle forze esterne atti 


nu ra 


ve per ogni spostamento ‘virtuale a partire. da pu 


Ma tale lavoro si identifica con il lavoro virtuale della intera; 
Sira 


sollecitazione attiva dato che le forze interne SL lavoro nullo per; 
——_— — "_—1—rr_—e——ani a ie n — —___ 
A 


ogni spostamento rigido; Indicando, pertanto, con 


il lavoro vir 


tuale di tutte le forze attive (interne ed esterne), da (2) segue 


(3) lant® = 64 
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per ogni spostamento lea: Tenendo conto che il vincolo di rigidi- 


tà è un vincolo bilaterale e liscio [XV, n. 11, c)],., la (3) mostra che 
è soddisfatta la condizione. richiesta dal principio dei lavori virtua- 


dr (XV, 45) nel caso di spostamenti reversibili il che dimostra. dai suf 


ficienza. delle (1) per l'equilibrio di C.ì die 


b) sistema rigido soggetto a vincoli esterni lisci; dimostreremo: 


condizione necessaria e saf'Pielente affinchè una posizione, P*, sta di 


equilibrio per un sistema rigido soggetto a vincoli lisci è che la sol 
lecitazione esterna attiva, valutata per valori nulli delle velocità, 
abbia risultante e momento risultante opposti a quelli di almeno uno 


dei sistemi di reazioni vincolari di cui La vincoli sono capaci. 


In altri termini deve essere 


p(e:2) 


de Rent 


mie ra) 


+ mie di. 


qualcuno dei sistemi di reazioni vincolari /che i 
i quaccunce Ss a aztoni vino ene 


Da 


£ È ii_esplicare. 
Per dimostrare la sufficienza della condizione [per la necessità 


vedi (XV, n. 6)] supponiamo. lisci i vincoli e moltiplichiamo scalarmen 


te ia (4,1) per 6, la (4, 2) per B e sommiamo. Tenuto conto che, co 
me rel caso a), il lavoro della sollecitazione totale (interna ed e- 


sterna) si identifica con quello delle forze esterne, si ottiene, in ba 


(5) [ax RES ag al Fr 


SR e 


Da (5), tenuta presente la (XV, 31), si deduce 


(6) “legt® < 


per ogni spostamento virtuale di C a partire da P*. 
La (6) si identifica con la condizione richiesta dal principio dei 
lavori virtuali (XV, 41) e porta quindi alla sufficienza delle (4) per 


l'equilibrio di €, nel caso di vincoli lisci. 
OSSERVAZIONE I - La condizione di equilibrio del caso b), sintetizzata 


dalle (4), si ritiene sufficiente (oltrechè necessaria) anche nel caso 


di vincoli scabri. 
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OSSERVAZIONE II - E' evidente, in base alle condizioni di equilibrio a), 


b) e all'Osservazione I che se P* in corrispondenza ad una data sea 


citazione attiva, [] è posizione di equilibrio per c, ‘tale essa rima 


ne se si sostituisce o si aggiunge a :, un sistema di forze applica- 
te in punti di € con risultante e momento risultante nullo In parti 
colare sulle forze di “a si possono eseguire le operazioni elementa- 
ri e di trasporto senza che C cessi di essere posizione di equili- 


brio. 


OSSERVAZIONE III - In base a quanto è detto precedentemente, per assi- 
curarsi i se un s sistema. rigido, C, è in posizione di equilibrio sotto'una 
data sollecitazione attiva I, basta analizzare il comportamento dei 
vincoli e caratterizzare i sistemi di reazioni che essi sono capaci di 
esplicare. Si tratterà quindi di vedere se I, è riducibile all'oppo- 
sto di 1 uno dei sistemi di reazioni di cui i vincoli sono capaci. 

Per precisare in tal senso la condizione di equilibrio di un siste 
ma rigido vincolato, C, denotiamo con ira l'insieme di tutti i sistemi 


di reazioni vincolari di cui sono capaci i vincoli e con I* l'insie- 


me ( di tutti i sistemi di forze. applicate in punti di c e aventi come ri 


sultanti e momenti risultanti gli opposti dei risultanti e momenti ni 


sultanti dei vari sistemi di reazioni vincolari contenuti in L4 


Ta condizione di equilibrio si può enunciare nei termini seguenti: 
‘condizione necessaria e sufficiente perchè una data posizione sia per ) 
SR e SITAM SSA RI Si na 
i|C__posizione di equilibrio è che la sollecitazione esterna attiva ap- 


lpantenge all'insieme De 4 


È 
1 
2 — SISTEMA RIGIDO CON UN PUNTO FISSO 

Considereremo, in questo numero e nei quattro seguenti, casi sem- 
plici di corpi rigidi vincolati senza attrito e ne cercheremo le condi 
zioni di equilibrio. 

Esse possono ottenersi come immediata conseguenza della |dsservazio 
ne IIl|del numero precedente ma per i primi tre dei cinque casi che con 


sidereremo preferiamo ottenerle come diretta conseguenza del principio 


dei lavori virtuali, onde illustrare ancora il modo di applicare questo 


importante > principio.| 


Sia C_un solido rigido vincolato. senza attrito con un punto fis 


so, (A) soggetto ad una certa sollecitazione esterna attiva, ta a LI la 
voro virtuale di tale sollecitazione, essendo. Q fisso, è espresso 


(XII, 60) da 
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(7) sale fa gl U 


con B Settore infinitesimo arbitrario ed mie: i _ momento di La ri- 
(Ba a \ si identifica con sit ® 


spetto. ad }94 Data la rigidità dilc lor 


e il principio dei lavori virtuali espresso da (XV, 45) si traduce, da 


ta ]l E arbitrarietà di _B, nell' uguaglianza | 


\ (e,a) _ 
(8) | Mn talia i « 
La (8) si legge: condizione necessaria e sufficiente perchè un 


\ corpo rigido vincolato senza attrito con un punto fi8s80, 9a st trovi 


s 


iîn posizione di equilibrio è che. la sollecitazione esterna attiva. ab- 


‘bia momento. risultante mullo rispetto ad 9. N 


La (8) indica che la sollecitazione attiva equivale ad una forza 


‘unica È le n), applicata in 94 La (4, 1) fornisce il risultante del- 


le reazioni vincolari. 


Si riconosce subito, se la sollecitazione attiva esterna si ridu- 


ce. ai _pesi dei singoli elemen- 


ti, che la condizione (8) si 


traduce in quella di apparte- 


nenza del baricentro alla _ver- 
ticale passante per. 0) lin ac 
cordo con il principio di Tor- 
ricelli (XVI, n. 2)]. 

Se invece si considera il 
caso che Za consista in due 
forze F;, F. applicate nei 
punti PP), P) (vedi Fig. 1), 
la (8) diviene 


(9) ‘op, AF + OP) A_F7/= 0 


| £ ari 


La (9) equivale a: 199 le rette di applicazione delle due” forze. 


r1, 17, devono appartenere. ad un medesimo > piano, t, passante. per _Q; 


20) i versi di Fi, Fa devono essere uno ) levogiro, l' altro _destrogiro 
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rispetto alla normale per 9 a mt comunque orientata; 39) dette 61: 
è, le distanze di cr}, ro da ua deve essere _ _\ 
cilea ro p' 


In ciò, sostanzialmente, consiste il principio della leva (XVI, n. 


st A 
Pa P LL 
O SOLIDO CON UN ASSE FISSO h 
Sia C un solido vincolato senza attrito con un asse fisso, d, 
Mod Sii SA CRAL, Sele atri LS Col dll d2950 L95505, d 


(Fig. 2). 


Figa 2 


Il lavoro virtuale della sollecitazione esterna attiva _è espresso 


da_(7) ma Erg vettore infinitesimo B è parallelo all'asse __d.\ Si ha 


quindi, tenuto conto dell'identità di IO sr, 


(41) a a BMjl?®) 


ove Da n) densa. il momento risultante della sollecitazione esterna 


attiva rispetto : a \d.] Essendo B arbitrario, il principio dei lavori 


virtuali equivale pertanto, a 


(12) nie « g 


che si legge: condizione necessaria e sufficiente affinchè un corpo ri 


gido vincolato senza. attrito. .con.un_ asse fisso,.d,. si tnovi.-in-posizio 
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ne di equilibrio è che la sollecitazione esterna attiva abbia momento 
CRE, SE I A SNO 


risultante nullo Lo rispetto a d. 


La '(12)| mostra la riducibilità della sollecitazione attiva; Day a 
PM SA] 


due forze applicate in due punti, (ir, 97) dell' asse)” Infatti. i_gi- 
duce Za ad una forza applicata sn Qi ed una coppia, questa, doven- 


do avere per la (12) momento ortogonale & a {a} si si può realizzare con due 
Msg A nl Peg ss" # 
forze applicate una in Ig) e l'altra in un punto 9 dell' asse. |Basta 


ia i ti eri iti me ei 


allora comporre le due forze ottenute in _ 9j perchè 3%, risulti ridot 


ta a due sole forze applicate in 9}, 22 (vedi Fig. 2). 


Si riconosce subito che generalmente non è possibile determinare 


in modo completo le reazioni vincolari, semplicemente in base alle (4). 


Ad es., nel caso che l'asse sia fissato in duel punti 1,05, dette è] 

d2 le reazioni in }, 22, dlxr dly, +++, $2z le loro componenti, X, 
Y,Z2 e Mx My, Mz le componenti di Bra, gi, facendo coinci 
dere l'asse delle z. con do e 2 con Q) e con l'origine degli as- 


si, le (4), proiettate sugli assi di riferimento, danno 


dix + 92x 3 — Xy 
$ (13) by Fig © = 1, 
LA di 
DIRE x È dig dog = = & 7 
K 
s CS 
RIE, 
Pin - 
Z2 d2y = Mx r 
(14) z2 d2x = —Myr 


O = Mz . 


Nelle (14) ‘22. indica la coordinata z. di__ 9. 
La (14, 3) esprime la condizione di equilibrio (12), dato che evi 


i ma si vede subito che in ba 


dentemente *’, si identifica con 
se a (13), (14, 1), (14, 2) sono determinate dix, $2xr, d1vr, d2y, men- 
tre delle éè1z, $2z è determinata solo la somma. Si può affermare dun 
que, nel caso in esame, che la sollecitazione vincolare è determinata a 
meno di una coppia di braccio nullo costituita da due forze direttamen 
te opposte ma arbitrarie, applicate in 09), Q2. 

Ada un maggior grado di indeterminazione si giunge evidentemente se 
d è fissato in più di due punti, dato che in tal caso nelle corrispon- 
ti delle (13), .(14, 1), (14, 2) le incognite sono in numero ancora più 


elevato. 
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Per tale motivo il problema si dice staticamente indeterminato vo 


lendo con tale denominazione mettere in evidenza l'impossibilità di de 


terminare le reazioni vincolari in base alle ‘sole _equazioni cardinali 
Gella Statica. 
della statlca. 


\ 
In contrapposto si dice staticamente determinato. ogni problema per 


il quale le equazioni. cardinali della Statica ri riescono sufficienti. per 


la determinazione delle reazioni vincolari. .\Tale è il problema conside 


rato se si immagina realizzato il vincolo con un punto fisso in 9,,ma 


con l'asse solo postata a rimanere entro un manicotto cilindrico fis 


so (con vincolo liscio) di raggio. leggermente più grande in Q2. | 
In tal caso il vincolo in 9, non può che esercitare reazioni or 
TRE  E Sr a 


togonali a d e si deve pertanto assumere nulla la_ $9z. nella (13,3), 


dopodichè risulta determinata anche la $1z. 


DISTINTI NAZ LIST TIENE VAI 


Se le forze attive si riducono ai pesi dei singoli elementi di C_ 


la condizione di equilibrio. (12) equivale (in accordo .con.il principio 


di Torricelli) all' appartenenza del baricentro di C€_al piano vertica 


= - 


le passante per d [se d è verticale qualunque posizione è di equi- 
librio (equilibrio indifferente)]. Se d non è verticale, la posizio- 
ne di equilibrio è, in base al principio di Dirichlet (Cap. XV, n. 14), 
stabile se il baricentro sta al di sotto dell'asse d instabile se al 


di sopra. 


4> SOLIDO CON ASSE SCORREVOLE SU SE STESSO, 
si Sia C un solido rigido che può girare senza attrito intorno ad 


un asse fisso d e nello stesso tempo scorrere su d. 
Il lavoro virtuale della sollecitazione attiva - tenuto conto del 
l'identità tra il lavoro delle forze esterne attive e quello di tutte 


le forze attive - è espresso da j 


a _ Rple:2), so + B x mler8)» 


(15) $L R B x Mg 


ove è evidente il AlgnAficato di . ge) a La Si e si lucia Bca 


se se # e di conseguenza sa e B sono vettori infinitesimi smealilali 
nn: datto. 
a d ma di modulo arbitrario. |Ne segue che la (15) può presentarsi nel 
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la forma cali 
Y 
(16) ss) - go |so|t pus) , 
Mg I (e,a)) p(e13) 
pur di indicare con |R | la componente di & secondo d e, 
(e, a)— = ia: 


al solito, con Ma 


esterna attiva. 


Distingueremo due casi: a) uu solido è libero di scorrere su d 


F#l momento rispetto a r della sollecitazione 
ann 


nei due sensi; in tal caso Tea e B sono infinitesimi arbitrari e 


il principio dei lavori virtuali, espresso da (XV, 45) si traduce nel- 


l'annullarsi d del | secondo membro. di (16), qualunque siano [6a] e B. 
Ne segue 
(17) RO e, Meg, 


Le (17) rappresentano le condizioni necessarie e sufficienti di e 
quilibrio e si leggono: condizione necessaria e sufficiente affinchè 


un solido vincolato. senza attrito con asse scorrevole su se stesso sta 


in posizione di equilibrio è che la sollecitazione esterna attiva ab- 
di dui I 


bia risultante ortogonale all'asse e momento risultante nullo rispetto 


b) Il solido può scorrere in un solo verso. Attribuito a d Li 

verso consentito allo scorrimento vale ancora la (16) [62 deve rite- 

nersi concorde a.__d..ma di modulo arbitrario] Je il principio del lavo 
Se era 

FÀ virtuali, espresso adesso. da (VI, Aa. data l'unilateralità del vin 


colo, equivale alla disuguaglianza 


(18) Re leol smi so, 
valida comunque si scelgano |s2| e B. 

Ne segue) 
(19) e aa esa 


che e le condizioni di Ma garene Esse si mie condizione 


ne di equ ui librio è ga sa sollecitazione. esterna aitina-abb via momento 
risultante nullo rispetto all'asse e risultante formante angolo non a- 
DESUu cante Ruoco, EVS Lol ASIE Le. pmanve angoto i 


euto con il verso dello scorrimento consentito dal vincolo. 
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G SOLIDO APPOGGIATO SENZA ATTRITO AD UN PIANO FISSO 
C. sia un corpo rigido liberamente appoggiato ad un piano fisso, 
7, privo di attrito. Studieremo la condizione di equilibrio di € sup 


ponendo rigido è anche il piano. di appoggio. | 
—PPP_—- i 


Quantunque nessuna difficoltà ci sia a trattare il caso che il con 
tatto tra C e mm avvenga attraverso una superficie, supporremo, per 


semplicità, che ci sia un numero finito di punti. d'appoggio, Bia Bea . 


OTO ia 


ser An I ‘e denoteremo, cono dir d2r «--r dn. le corrispondenti reazioni 


vincolari. © 


Si chiama poligono di appoggio il poligono determinato dalle se- 


guenti. tre ‘condizioni: a) è convesso; b) ha per vertici punti di ap- 


poggio; c) i punti di appoggio che non sono vertici non sono ad esso e 


sterni. In Fig. 3 è un esempio di poligono di appoggio per “n= 8 dn 
dz assenza di attrito i vincoli possono 


A4 Ag esplicare tutte e sole‘[Xv, n. 11,9)] 


le reazioni ortogonali a (se non 
nulle) e orientate verso la regione 
consentita dal vincolo. Nel loro in- 


sieme le reazioni vincolari costitui 


scono un sistema di forze parallele 


A e ‘concordi applicate nei punti di ap 
o — 


poggio. Ne segue che ogni sistema di 
forze dell'insieme I (n. 1, Osser- 
vazione III) equivale ad una forza u 


A) nica ortogonale a mt e orientata ver 
so la regione consentita dal vincolo, 

Fig. RR 2 
ds 3 applicata in un punto non esterno al 


% 


poligono di appoggio, I* è costituito, pertanto, da. tutti e soli L si 
stemi di forze {| applicate in punti di. ©; riducibili ad una forza uni- 


RETRO 


ca ortogonale a n} orientata verso la regione impedita dal vincolo e! 


la cui. retta di applicazione interseca t inun punto non esterno al! 
poligono di appoggio. Segue: vondistone necessaria è sufficiente affin 


chè un corpo rigido appoggiato senza attrito ad un piano n sta in po 


s 


sizione di equilibrio è che la sollecitazione attiva sia equivalente 
(riducibile) ad una forza unica ortogonale a n e orientata verso la 
parte impedita dal vincolo, applicata su una retta che interseca n in 
un punto non esterno al poligono di appoggio. 

Nel caso del solido pesante a tale condizione di equilibrio si giun 
ge immediatamente ‘applicando il principio . di Torricelli: il baricentro 
e n non è suscettibile di abbassamento per effetto di uno spostamento vir 


tuale allora e soltanto allora che C sia non esterno al poligono di 
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no a una (opportunamente scelta) delle tangenti a quel poligono per _ pro 


durne _1' abbassamento), e il piano d'appoggio sia orizzontale. 


Il caso di più concreto interesse nel problema del solido appoggia 


to si presenta quando la sollecitazione attiva è costituita dai pesi dei 


singoli. elementi di Ce eventualmente da altre forze ‘verticali orien- 


tate verso il basso, agenti in PIREi della superficie che delimita Ci 


dovute a carichi da esso soste- 


| 
nuti” (Fig. 4). 


La condizione sopra enuncia- 
ta indica che l'equilibrio può 
sussistere solo a patto che rt 
sia orizzontale. Supposta sod- 
disfatta tale condizione, deno 
tiamo con (p* il risultante 
del peso di ce degli altri 
eventuali carichi e con GEL 
centro del sistema di tutte le 

T forze ‘esterne. attive (coinci- 
dente con G se non vi sono ca 
Fig. 4 A 
richi aggiuntivi). L'interse- 
zione, C*, con della verti 
cale per G* si chiama centro di pressione e si riconosce subito che 
la condizione di equilibrio sopra enunciata, nel caso in esame, si tra 


duce: condizione necessaria e _sufficiente affinchè un_corpo. rigido _pe- 
sat 


mn ni r e 


sante ite appoggi ato senza attrito ad un suolo orizzontale sia un postzio 


ne. di equilibrio è che il centro di pressione sta non esterno al poli- 


gono di appoggio. 


In base alle notazioni introdotte, le (4) esplicitamente si scrivono 
“ DdS È 
s di = - P* (ld TI —2 s P 
(20) A 
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E 
Supposto Fa] su me coincidente con l'origine degli assi di ri- 
ferimento, z orientato come la verticale ascendente e denotando con 


‘xi, Yir O j le coordinate di Aj e con x*, y*, 0 quelle di C*, se 
Lot LI TIR Ce 
si proiettano le (20) sugli assi di riferimento si ottengono tre iden 
tità e tre equazioni effettive. 


Queste ultime sono 


n 
E 
fer di P" è 
n 
(21) E xidi = X*P* 7 
i=1 
pol 


5 Visi *YFP* è» 


‘Alle (21) vanno associate le condizioni |) 
(22) di > O‘, (a = 1, 2, aes DI 


necessarie, dato che i vettori è; , se non sono nulli, devono essere 


A orientati verso l'alto) Nel caso di 
" tre soli appoggi non allineati (Fig. 


5) il sistema (21), considerato per 


n= 3, ha certamente i 
= a el LO ia 


A3 ro_i i E} dei coeffi-_ 


SS 
cienti delle incognite, (I Infatti 


Ai (23) - ea 


(EZIO 


Fig. 5 


esprime il doppio dell'area con segno del triangolo A)A4,43;. Indicando 


con 
m Gi 
(24) 4A} > R* Ro Mg 


Y* Y2 yY3 
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il doppio dell'area con segno del triangolo C*A;A3; ;, la regola di Cra 


mer, applicata al sistema (21) per n= 3, dà 


(25) di pr. 


Analogamente, denotando con 42, 43 i doppi delle aree con segno 
dei triangoli C*A,A), C*A}A,, risulta 


da d3 
(26) Wa FP a fp a pp 


e si riconosce subito che i secondi membri di (25), (26) sono (come de- 
ve essere) positivi se C* è interno al triangolo 44,43 , per il fat 
to che 43, 42, 43, A esprimono i doppi di aree di triangoli i cui pe- 
rimetri vengono percorsi con uguale verso. 

Si riconosce altresì che se C* cade su uno dei lati del triangolo 
di appoggio si annulla la reazione corrispondente al vertice opposto.Se 

Au addirittura (C* coincide con uno 

dei vertici si annullano le reazio 
ni corrispondenti agli altri due 


Ag 


A vertici. 


(0, 


Comunque sia, supposti non alli 

neati Ar: A2r A3z il problema è 
staticamente determinato. Esso ri- 
sulta invece staticamente indeter- 

minato per n > a. 

Ao Supposto [es interno al poligo 

Ai no di appoggio è sempre possibile, 

Fig. 6 per n > 3, considerare tre suoi 

vertici - che denoteremo con A,,A2, 

A3 - tali che C* sia interno al triangolo da essi definito (Fig. 6). 
Di conseguenza nel sistema (21) il determinante dei coefficienti di $}, 
$2, $3 è diverso da zero e possono darsi valori arbitrari, ad es., nul 
li, a du, $5,5 «+... $n e determinare $1,62, $3 come nel caso di tre 
soli appoggi. E' evidente, pertanto, che nel caso di n > 3 appoggi il 
sistema (21) ammette più di una soluzione, ad eccezione del caso che c” 
appartenga ad uno dei lati del poligono di appoggio non contenente tre 

punti di appoggio o coincida addirittura con uno dei suoi vertici, nei 
quali casi basta associare le (22) alle (21) perchè la soluzione risul- 


ti univocamente determinata. 
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6 — DETERMINAZIONE DELLE REAZIONI VINCOLARI NEL PROBLEMA DEL SOLIDO PESANTE 
APPOGGIATO, NELL'IPOTESI DI CEDEVOLEZZA DEL SUOLO 

La causa dell'indeterminazione delle reazioni vincolari riscontra 
te per n > 3 nel problema del solido pesante appoggiato ad un suolo 
orizzontale va ricercata nell'ipotesi di rigidità ammessa per il corpo 
e per il suolo che lo sostiene. 

Cosî facendo, se da un lato si determina con facilità la condizio 
ne di equilibrio, dall'altro si trascurano delle circostanze concomitanti 
importanti nel fenomeno di equilibrio che implicano la rinuncia della 
conoscenza di qualche aspetto del fenomeno stesso. 

Mostreremo subito che, però, basta abbandonare l'ipotesi di rigi 
dità del suolo perchè si venga in possesso di elementi sufficienti per 
la determinazione delle reazioni vincolari. 

Ammetteremo precisamente che il suolo in corrispondenza ad ogni 
punto di appoggio subisca un cedimento verticale proporzionale alla rea 
zione esplicata. Si tratta in effetti di un'ipotesi di elasticità del 
suolo lecita se le forze in giuoco non sono troppo grandi. 

Preliminarmente osserveremo che l'ipotesi di cedevolezza vertica- 
le del piano di appoggio non muta la condizione di equilibrio espressa 
nel numero precedente, dato che uno spostamento verticale dei vettori 
applicati (A;, èj) costituisce un'operazione elementare e non muta, 
pertanto, il loro risultante, nè il loro momento risultante. 

Per avere delle formule semplici conviene scegliere opportunamen- 
te gli assi di riferimento. Penseremo a tal fine la terna tx, y, z co 
incidente con gli assi centrali d'inerzia del sistema degli n punti 
di appoggio A}, A2, -.-., An pensati come punti materiali dotati tut- 
ti di massa unitaria e nella posizione [appartenente al piano x] che 
essi occupano prima della deformazione del suolo e supporremo, come nel 
numero precedente, z (che risulta ortogonale a n) orientato verso lo 
alto. 

Risulta di conseguenza 


n n 
(27) 5 Si Z Ya =  Xiyj > (© e” 


Poniamo 


Px © Py denotano evidentemente i giratori del sistema degli n pun 
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ti materiali A), A; -.., An rispetto agli assi centrali x, y. 

Il cedimento del generico punto di appoggio Aj si può ritenere 
misurato dalla coordinata zj di Aj a cedimento avvenuto e, in base 
all'ipotesi di proporzionalità tra cedimento e reazione, si può porre 


(29) dg # = ka » 
essendo mk una costante positiva caratteristica del suolo. 

Mantenendo l'ipotesi di rigidità del corpo appoggiato, si deve ri 
*erore che anche a deformazione avvenuta i punti ove permane il contat 
to cra solido e suolo appartengano ad un medesimo piano, t'. La coordi 
nacza z di ogni punto di n' risulta pertanto funzione di x, y. Side 
ve, Cioè, porre 


(30) zj = axj + byj +c, 


ove a, b, c sono delle costanti da determinarsi. In corrispondenza la 


(29) diviene 
(37) dj = — K(axj + by; + c) 


Introducendo le (31) nelle (21) e tenendo conto di (27), (28), si 


ottiene 
= lkne = p* |, 
(32) - knoga = x*pé , 
- knoîb = y*p* ’ 
da cui segue 
(33) zu RL. pos E. , ge , 
nkog nkp 2 nk 


In base a (33), la (31) diviene 


(34) GR 


Qualcuna delle é@; fornite dalla (34) può risultare negativa. Ciò 
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si interpreta come indicativo del fatto che in quel punto il solido si 
distacca dal piano di appoggio. In tal caso si deve procedere alla de- 
terminazione delle reazioni ripetendo il procedimento sopra esposto ma 
escludendo quegli appoggi per i quali si sono trovate delle é@; < O. 


OSSERVAZIONE - Bata osservare la (34) per convincersi che perchè tutte 
le dIy dayec<, è n abbiano un comune valore occorre e basta che risulti 
x* = y* = O. Segue, come era da prevedersi: condizione necessaria e suf 
ficiente affinchè le reazioni di appoggio siano tutte le stesse è che 
il centro di pressione coincida con il baricentro dei punti di appoggio 
pensati dotati di uguale massa. 


In tal caso risulta 


(35) di = d3 = aes = dp = 


A titolo di esempio consideriamo il caso di quattro appoggi [n=4], 
supponendo che il poligono di appoggio sia un rettangolo (Fig. 7). Gli 
assi x, y coincidono evidentemente con gli assi di simmetria del ret 


tangolo e la (34) dà, in base a (28), 


coat. uri) 


p* x* y® p* x* y* 
èd3 = © ( a te di 1), du " NA — - — + 1) 
pur di designare con 2a, 2b le lunghezze dei lati paralleli ad x e y. 
y Detti B), B., B3, By, i pun 
ti medi dei lati AA), A0A3, 
AzAy, AyA), del rettangolo di ap 
poggio, si riconosce facilmente 
che le espressioni contenute nei 
secondi membri delle (36) ugua- 
gliate a zero rappresentano,nel 
piano xy , rispettivamente le 
equazioni delle rette contenen- 
ti B,B3, B3By, ByB1, B;B). Da- 
to che per x* = y*= O [vedi 
Fig. 7 (36)] le è, ..., èy sono po- 
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sitive si deduce che condizione necessaria e sufficiente affinchè nessu 
na delle è; risulti negativa è che C* sia non esterno al rombo BB) 
B3By. In tale ipotesi le (36) danno le richieste reazioni. Se invece C* 
è esterno al rombo B;B,B3;By, senza appartenere ai lati del poligono di 
appoggio risulta nulla una sola delle $; e bisogna escludere l'appog- 
gio corrispondente, ove si ha distacco. Se, ad es., C* è interno al 

triangolo A;)B;By Si riconosce subito, in base a (36), che la unica $;j 
negativa è la éè@3. Il problema va in tal caso studiato come se l'appog- 


gio A3 non esistesse. 


7.- IL PROBLEMA DELLA SCALA 
Nei numeri precedenti abbiamo considerato problemi di equilibrio 
in assenza di attrito. 


Ci sono, però, dei casi in cui l'esistenza dell'attrito è condizio 
ne indispensabile perchè possa sussistere l'equilibrio. Tipico è l'esem 
pio della scala appoggiata. 

Si supponga una comune scala appoggiata in A, C ad un suolo oriz 
zontale, 1, in B, D ad una parete verticale, n' (Fig. 8). Si ricono- 
sce subito che se il suolo non è 
scabro l'equilibrio non sussiste 
(se si esclude il caso privo di 
concretezza che la scala sia dispo 
sta verticalmente). Osserviamo in- 
nanzitutto che in assenza di attri 
to del suolo le reazioni esplicate 
in A e C appartengono al piano 
si verticale, a, passante per AC.Det 

ta r la retta che congiunge le 
intersezioni con a delle rette 
di applicazione delle reazioni e- 
splicate dagli appoggi B, D (0,se 
queste concorrono in uno stesso pun 


to, Q, di a, una retta arbitraria 


Fig. 8 
per 0, contenuta in ca), si conclu 


de che il momento delle reazioni vincolari rispetto ad r è nullo. Lo 
stesso deve accadere - per il solito criterio di equilibrio fondato sul 
l'Osservazione III del n. 1 - del momento delle forze attive ma ciò è 
impossibile dato che la verticale per il baricentro, G, del sistema sca 
la-uomo non appartiene certamente ad a. L'equilibrio non può dunque sus 


sistere. 
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Supponiamo ora invece che gli appoggi A, C siano scabri, facendo, 
con il solo fine di semplificare l'esposizione, l'ipotesi che G appar 
tenga al piano di simmetria geometrica e materiale della scala. In tal 
caso le reazioni in A e B per motivi di simmetria devono ritenersi u 
guali a quelle in C e D e possiamo schematicamente tradurre il pro- 

Î blema dell'equilibrio della scala 
I in quello di un segmento materiale 
| A'B' mediana del rettangolo ACBD, 


appoggiato in A' su rt, in B'su 
n! (vedi Fig. 9) e soggetto alla 


forza p, somma dei pesi della sca 
la e dell'uomo, applicata nel bari 
centro G (che certamente appar- 
tiene ad A'B'). 

Detti ww, y' gli angoli di at- 
trito statico relativi agli appog- 
gi su _t, n', ed n, n' le norma- 


li in A', B' ate n' orientate 


Fig. 9 


verso la regione consentita dai vin 
coli, le reazioni esplicate dagli appoggi A', B' appartengono al piano 
della figura e formano con n, n' angoli non superiori a %, y', rispet 
tivamente. Ne segue che le rette di applicazione delle possibili reazio- 
ni dei vincoli si intersecano sem- 
| pre in un punto 0Q non esterno al 
B' quadrilatero A}A3A3A, delimitato 
dalle semirette per A', B' forman 
ti con n; n' angoli uguali a w,; 
y'. Si riconosce subito che l'equi- 
librio sussiste allora e soltanto 
allora che la verticale per G può 
passare per un tale punto 0Q. Ne se 
A gue: condizione necessaria e suffi- 
ciente perchè il segmento A'B' sta 
Fig. 10 in posizione di equilibrio è che la 
verticale per il baricentro abbia almeno un punto in comune con il qua- 
drilatero AjA3A3Ay. La condizione enunciata mostra che l'equilibrio del 
la scala sussiste sino a che il baricentro non si trovi troppo in su, te 
nuto conto dell'entità dell'attrito offerto dagli appoggi. Il problema 
ovviamente è staticamente indeterminato ad eccezione del caso che la ver 
ticale per G abbia un solo punto in comune con il quadrilatero A)A5A3 


Ay (caso limite) o che t' sia liscio. 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


308 


Infatti solo in questi due casi sono determinate le direzioni del 


le reazioni vincolari stesse (per il secondo caso vedi Fig. 10). 
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CAPITOLO XIX N lu Au 
CENNI DI MECCANICA DELLE VERGHE E DEI FILI 


1 — GENERALITA’ 

Nellà tecnica delle costruzioni hanno importanza fondamentale ti- 
pi di solidi dei quali un dimensione prepondera nettamente sulle altre. 
Trattasi di quei sistemi materiali che comunemente si denotano con i no 
mi di verghe (o, anche aste o travi) e fili. Dal punto di vista geome- 
trico essi sono definibili come solidi tubolari, cioè ammettono come 
schema sistemi continui occupanti la regione generata da una piccola 
superficie piana o che si muove per un certo tratto, mantenendosi sem 
pre ortogonale alla curva, 7, de- 
scritta dal suo baricentro, C, ma 
gari cambiando di forma. 7% si chia 
ma direttrice del solido tubolare, 
C, o ne costituisce la generica 


sezione (normale). La posizione 


del solido si può ritenere senza 
altro individuata dalla forma del 
la direttrice in quanto sono pic- 
Fig. ‘1 colissime e non presentano interes 
se le deformazioni delle varie se 
zioni. 

Indichiamo con 00, 0g, le se- 
zioni terminali di CC, con Cor Cg i loro baricentri e pensiamo stabi 
lito su 7 un sistema di ascisse curvilinee con l'origine in Co e 
verso da C, a Cy. La generica sezione, co, di C resta individuata dal 
l'ascissa del suo baricentro, C, cioè dalla lunghezza, s, dell'arco di 
direttrice compreso fra Co e Cy (Fig. 1). 

Attraverso ogni sezione le particelle ad essa vicinissime e che 
trovansi dalla parte delle ascisse minori esercitano su quelle che stan 
no dalla parte delle ascisse maggiori un sistema di forze (forze inter- 
ne di contatto) di cui indicheremo con Rg;, My; il risultante ed il mo- 
mento risultante rispetto al baricentro di o, R, e M; rappresentano, 
cioè, risultante e momento risultante rispetto a C delle forze che il 
tratto di solido compreso tra o, e o esercita sul tratto rimanente. 
Per il principio di azione e reazione il tratto di solido compreso tra 
o e 0) esplica sull'altro un sistema di forze tutte direttamente op- 
poste a quelle subite, cioè aventi risultante e momento risultante ri- 


spetto a C uguali a - R; e - Mg. Se ds è l'elemento d'arco su 7, 
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l'elemento di volume, dC, di (€ e quello di superficie , dl della su 
perficie che delimita lateralmente € corrispondono al volume e alla 
superficie laterale di un cilindretto di altezza ds e risultano, per 
tanto, proporzionali a ds. Se ne deduce che la forza di massa e quel- 
la esterna superficiale (Cap. XIV, n. 1) agenti rispettivamente sugli 
elementi dC, dî risultano proporzionali a ds. E' pertanto lecito rap 
presentare con Fds il risultante di!tutte le forze esterne (ed, even 
tualmente, di quelle interne di massa) agenti su ogni elemento di soli 
do tubolare delimitato da due sezioni vicinissime di ascisse Ss, St+ ds, 
rispettivamente e aventi il carattere di forze di massa o superficiale 
ripartite, ove F è un vettore, generalmente funzione di s, che si 
chiama forza specifica di massa ed ha, evidentemente, le dimensioni di 
una forza divisa per una lunghezza. Data la presupposta piccolezza del 
l'elemento dC, la forza Fds può pensarsi applicata in un qualunque 
punto di dC e abitualmente si pensa agente nel baricentro di 0. 

Oltre alle forze ripartite possono essere presenti forze concen- 
trate, cioè forze di grandezza finita agenti in un certo numero di pun 
ti della superficie laterale (o delle sezioni terminali) che indichere 
mo con F3, Foa, -.., Fn e penseremo applicate - com'è lecito - in pun 
ti, C3, Ca, +-+--1 Cn di . Esse potrebbero farsi rientrare in quelle 
ripartite attribuendo determinate singolarità all'intensità della for- 
za specifica, F, ma è preferibile ritenere continua F (o, al più, am 
mettere per essa qualche discontinuità di prima specie) e considerare 
a se stanti le forze concentrate eventualmente presenti. 

Indichiamo con Ro , Rx i risultanti delle forze esterne agenti 
sulle sezioni terminali do; Ig e con Mo; My i loro momenti risul- 
tanti rispetto a Co; Cg- 

Dato che la forza d'inerzia agente sull'elemento dC di un qualun 
que sistema continuo ha il carattere di forza di massa, essa, nel caso 
di un solido tubolare, è rappresentabile con uads , ove u rappresen 
ta la densità lineare (cioè, uds la massa di dc) e a l'accelera- 
zione di un punto di dC, ad es., di Cc, com'è abituale assumere. 

Siano 0, oc' due sezioni interne di C, C, C' i loro baricentri 
e s>O, s' >» s le loro ascisse (cioè quelle di C, C' su 2). 

Con riferimento al tratto di solido compreso tra o e o' chiamia 
mo r°°) il risultante delle forze esterne (ed, eventualmente, di quel 


le interne a distanza), ri quello delle forze d'inerzia, mi il mo 


mento risultante rispetto a C delle forze esterne, Mi) quello delle 
forze d'inerzia. 


Da quanto si è detto risulta 
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Rim I v uad$ : 
Ss 


(2) 


ove C denota il punto di 


di ascissa Ss 
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HR, 
/ RO A Files +1;00; AS; 4 


s! 
m a =, 
n = f CC n uads «, 
KS) 


(variabile d'integrazio- 


ne) e le sommatorie sono estese a tutte le forze concentrate eventual- 


mente presenti nel tratto 


SB 51. 


OSSERVAZIONE - Se le forze esterne agenti sul tratto considerato sono 


i pesi dei singoli elementi di € 


(3) 


ove 


2- EQUAZIONI DELLE VERGHE 


Si suole dare il nome di verga 
può non essere identicamente nullo. 


solido tubolare per il quale M, 


I componenti di M; 


rispettivamente normale a o 


si deve assumere, evidentemente, 


g denota, al solito, l'accelerazione di gravità. 


(o anche si asta o trave) ad ogni 


e tangenziale 


prendono i nomi di momento torcente e momento flettente mentre gli ana- 


loghi componenti di Ro 


Fig. 2 


conclude che su ce 
a distanza) riducibili alla forza 


agiscono forze esterne 


si chiamano sforzo normale e sforzo di taglio. 
Sul tratto di solido, e, compreso 
tra due sezioni interne 0, c' agi- 


scono con carattere di forze esterne 
le forze che sono esterne per l'inte 
ro € e applicate sugli elementi di 
e, quelle interne a distanza prove- 

nienti dagli elementi di € non ap- 
partenenti a e e quelle di contat- 
si esplicano attraver- 


zl 


to che su e 


so le sezioni co, c' (vedi Fig. 


Tenuto conto della caratterizzazione 
delle forze fatta nel numero prece- 

dente e dei simboli introdotti, si 
(ed, eventualmente, interne 


e alla coppia 


rl) applicata in C 


di momento pi [vedi (1)]; forze di contatto riducibili alla forza 


Rs applicata in C 
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riducibili alla forza - R; applicata in C' e alla coppia di momento 
- M,». Quest'ultimo sistema di forze, tenuto conto del modo di variare 
del momento risultante di un sistema di vettori applicati (I, 80), e- 
quivale alla forza - Ri, applicata in C e alla coppia avente per mo 
mento la somma geometrica di - Mi e = CC' NA Ro° 

In base a quanto è detto sopra, si riconosce che l'adattamento del 
le equazioni cardinali della Meccanica (XIV, 14, 15) alla porzione ce 


tutta interna a € di solido tubolare porta alle equazioni 
s! 
(4) Bo - Ro + ti (E - ua)ds + £;E; = 0, 
s! 
(5) M; = Mg — CC'A 80* / CC A (FE -ua)ds +2;CC; A E; = 0, 
Sulle sezioni terminali 00; Gg le forze di contatto si riducono 
a quelle superficiali esterne. Si ha, quindi, 
(6) Ro = Ro, Mg = Mo 7, SU 00 r 


(7) Ro =-Rg , Mo =-Ma , SU 0g . 


Ne segue [vedi (4), (5), (6), (7)] che le equazioni cardinali ap- 


plicate all'intero € si scrivono (assumendo C€ come polo dei momen 


le) 
ti e indicando con £ oltre che la direttrice anche la sua lunghezza) 


L 
as + f (E - ua)ds + £,F, = 0, 
e) 
"0. s A 
MU, +, +0 ah 4 i CE A (E-ua)ds + r;C0Cg A Fi3 0, 


Come conseguenza della (4), (5) [o mediante semplici considerazio 
ni dirette ] si deduce che in corrispondenza ad ogni elemento piccolis- 
simo di € delimitato dalle sezioni vicinissime 0, 0o' su cui agi- 
sca una forza concentrata F, si ha 
(9) Ra = Ra + F_ = 0, Mg —- Ms = 0 , 


da cui si ricava 
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(10) Si «KE Kos ka 


Sulle {10}, tenendo presente che le sezioni 0, o' possono pen- 
sarsi vicine quanto si vuole al punto, Cr , ove agisce F_, e da ban 
de opposte, si constata che una forza concentrata produce una discon- 
tinuità nel risultante delle forze molecolari attraverso la sezione o0- 
ve essa agisce ma lascia continuo il loro momento risultante rispetto 
a Cr. 

Le (4), (5), in corrispondenza ad ogni porzione e cdi ove 


non capitano forze concentrate, divise per s' - s si scrivono 


Ri 1 s' n 
(bb) “sos. ©stog A (ua - F)ds = 0 , 


1 s' 
(12) Se Abe f CC A (ua - F)ds = 0. 
Ritenendo s' vicinissimo ad s e continue le funzioni integran 
de nelle (11), (12), agli integrali che in esse compaiono si può sosti 
tuire il prodotto di s'-s per le funzioni integrande valutate per un 
valore di s compreso tra s ed s'. Passando al limite per s' ten- 
dente ad s e tenendo presente la definizione di versore tangente ad 


una linea generica [I, n. 28], da (11), (12) si ricava, pertanto 


IR, 
(13) + ua - E= 0, 
9Mo 
(14) Sg FE Sig # Da 


ove T denota il versore della tangente alla direttrice nel punto di 
ascissa s. Il procedimento di passaggio al limite che ha permesso di 
ottenere dalle (11), (12) le (13), (14), esposto qui in modo intuitivo, 
si può rendere rigoroso mediante l'applicazione del teorema della me- 
dia agli integrali che compaiono nelle equazioni ottenute dalle (11), 
(12) per proiezione sugli assi di un riferimento trirettangolo levogiro. 


Se la verga si trova in quiete [e quindi in posizione di equili- 
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brio ] a deve ritenersi nulla. In tal caso le (13), (14) divengono 


dR_ 
(15) "ae e O 4 
dM, 
6 3° + = 
(16) Ha TÀ R (o) 
e costituiscono le equazioni indefinite dell'equilibrio delle verghe. 


Esse vanno considerate insieme alle condizioni ai limiti (6), (7). 
In assenza di forze distribuite e concentrate F = F, = 0 le (10), 


(15) danno 
(17) R_ = cost. 

La (17, in base a (6), (7), dà 
(18) R. = Re, * Rpe 

Se C è un'asta ad asse rettilineo [T = cost] soggetta solo a 
forze agenti sulle facce terminali co, , cg e riducibili a due forze 
[Ra € By] applicate rispettivamente in Co, Cy, risulta 
(19) Mes Mk, = + 


Le due forze Ro; 


riamente una coppia di braccio nullo e sono applicate su £. Risulta di 


Re, applicate in Cor Co costituiscono necessa 


conseguenza [vedi (6), (7), (16), (19)], 


(20) Taks0o. Lo 50, 


Ne segue che l'insieme delle forze molecolari che si esplicano at 
traverso ogni sezione di € equivale ad una forza unica, Ro applica 
ta in C e ortogonale a co. L sua componente secondo la normale a 0 
orientata verso l'esterno della parte che subisce - e che coincide con 
la componente di ky secondo T - si chiama sforzo. L'asta viene tira 
ta o compressa a seconda che lo sforzo sia positivo o negativo e si 


chiama rispettivamente tirante o puntone. 


3 — QUALCHE PROBLEMA DI EQUILIBRIO DELLE TRAVI 
Come applicazione delle equazioni di equilibrio stabilite nel nu- 
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mero precedente consideriamo due problemi di particolare interesse per 


la Scienza delle Costruzioni. 


a) Un problema sulle travi incastrate. Supponiamo che © abbia 


la sezione terminale o, fissata in un piano nm. In tal caso risulta- 
no fissati Co € l'orientamento di T per s = O. Il sistema costi- 

tuisce presso a poco ciò che comunemente s'intende per trave incastra- 
ta in un estremo libera nell'altro. L'insieme delle reazioni di cui è 
capace il vincolo agente nei punti di o, è riducibile alla forza Ro 
applicata in C, ealla coppia M.. Poichè per un tale tipo di vinco- 

lo si ammette che - a parte le questioni di resistenza del materiale - 
Bo € 
brio come noi ammetteremo. Comunque, supposto realizzato uno stato di 


Mo possano essere qualsiasi, ciò basta per assicurare l'equili 


quiete di ©, le: (4), (5), teriuto conto di (7) e posto in esse a = 0, 
forniscono, se considerate per s generico e s' = ?, Rj e M, in. = 
gni sezione di € e conseguentemente lo sforzo di taglio, il momento 
flettente, ecc. 

Se in particolare le forze esterne attive si riducono ai pesi dei 
singoli elementi e ad un peso p* applicato nell'estremità C;, detto 
p = wg il peso specifico lineare [pds peso corrispondente all'elemen 


to ds] nelle (4), (5) deve porsi 
21) a= Fj=0, E=p, M_= MM =0, R_=-R°=- po . 


In base a (21), da (4), (5) si deduce 


L — 
a, = pen | eu 
Ss 


(22) L 
u,=- cap - f Ce A. pds a 
s 


Se n è verticale e la direttrice di C è una curva contenuta in 
un piano verticale la (22, 2) mostra che M, è sempre ortogonale a T. 
Si annulla pertanto il momento torcente ed M, coincide con il momen- 
to flettente. 

Nel caso delle piccole deformazioni di una trave che quando sia 
debolmente sollecitata possa ritenersi sensibilmente a direttrice ret- 
tilinea £ è poco discosta dalla orizzontale a per C, se p* non 
è troppo grande e la generica sezione di € si può individuare median 
te la sua acissa orizzontale x rispetto ad un asse x coincidente 
con a avente l'origine in Co (ove T è orizzontale) e verso con- 
corde ad s (Fig. 3), mentre il ds si confonde con il dx. Rj CAS 
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sulta in tal caso sensibilmente ortogonale a T e si può ritenere co- 
incidente con lo sforzo di taglio (sforzo normale nullo), mentre CC e 
ce, nella (22,2) possono pensarsi come orizzontali. In tale ordine di 
aL vrossimazione denotando con cc; il versore dell'asse x alle (22) 


possono sostituirsi le 


L 
9 x 
r 
Fo EL A [«- ve 2 oe - pae |. 
x 


Assumendo per asse y la verticale discendente passante per Co 


= 
Il 


e per asse z. quello che con x, 
y forma terna trirettangola levo 
gira, il componente di (23, 1) se 
condo y e quello di (23, 2) se- 
condo z rappresentano le espres 
sioni di uso frequente nella Scien 
za delle Costruzioni dello sforzo 


di taglio e momento flettente. In 


y particolare, per p costante (tra 


Fig. 3 ve omogenea) indicando con T* e 


a 


M lo sforzo di taglio ed il momen 


to flettente e con c,, C3 i versori degli assi y, z , si ha 


Pea [- pit (= 2)p] Ca , 


(24) 
LX 


M = (x- 2) [pt + D] Cz » 


b) Trave pesante su due appoggi. C sia una trave pesante poggia- 
ta su due appoggi orizzontali di uguale quota (Fig. 4). Supposti gli 
appoggi privi di attrito e i carithi orientati come la verticale discen 
dente, riteniamo - come evidente - che la trave sia in posizione di e- 
quilibrio. La determinazione delle reazioni vincolari è possibile me- 
diante l'applicazione delle equazioni cardinali della Statica solo in 
seguito alla sostituzione delle aree di appoggio con dei punti di ap- 
poggio. Supporremo quindi puntiformi gli appoggi e note le reazioni 


vincolari (orientate come la verticale ascendente). In tal caso le (4) 
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(5), posto a = O e applicate al tratto di trave compreso tra s ed &% 
forniscono, tenuto conto di 
R, = M = 0 , delle (7) e iden 
tificando l'ultima delle Fj 
con la reazione, nota,che si e 
splica nell'estremo s = 2,for 
niscono le espressioni di R 


M 


o’ 
gr in ogni sezione. 
AA es., nel caso di una tra 
ve omogenea dotata di un piano 
di simmetria rispetto a cui sia 
Fig. 4 no simmetrici anche i punti di 
appoggio e non soggetta a for- 
ze concentrate, le due reazio- 
ni di appoggio risultano - com'è facile convincersi - uguali ed ognuna 


espressa da 


(25) s=-3e» 


se P è, al solito, il peso lineare. 


La (4), (5) danno, di conseguenza 


L 
Be Ra: 
(26) L 5 
M; -/ CC A pds + 3 CCy A BP. 


Il 


In condizioni analoghe a quelle del caso precedente ci si può ri- 
ferire ad una terna di assi scelta come nel caso a) e didentificare s 
con x, ds con dx e supporre CC e CC%g orizzontali. Le (26) di- 


vengono di conseguenza 


R_ E (x = 3) P , 
(28) 
I 
Mm, = - Bo L GIA P 


e proiettate sugli assi y, la prima, z la seconda, danno luogo alle a 
bituali note espressioni dello sforzo di taglio e del momento fletten 


te: 
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L 
es PCe2 , 


e! 


(28) 


x(x = & 
EU po). 


ESS 


Si riconosce che lo sforzo di taglio ha diagramma rettilineo ed il 
suo massimo modulo alle estremità mentre il momento flettente ha dia- 
gramma parabolico ed il suo massimo modulo nella sezione mediana della 


trave ed uguale a + D' 4» 


OSSERVAZIONE - In ognuno dei due problemi considerati si deduce, in ba 
se a (24), (28), che la componente di T* secondo y e quella di M 


secondo z verificano la relazione 


dm 
(29) — +T*=0, 


dx 
(ove, evidentemente, si indicano con T* e M quelle componenti. 

La (29) vale anche in problemi più generali e si suole leggere: 
la derivata del momento flettente differisce solo per il segno dello 
sforzo di taglio, in quanto è abituale indicare anche M e T* con 
le denominazioni di momento flettente e sforzo di taglio (in senso sca 
lare). 

Se si intende invece come sforzo di taglio (scalare), T*, la com- 
ponente di T* secondo la verticale ascendente - come qualche volta 


si usa fare - alla (29) va sostituita la relazione 


(30) 


x 


che si legge: Zo sforzo di taglio è uguale alla derivata del momento 


flettente. 


4 — EQUAZIONI DEI FILI 

Si chiama filo ogni solido tubolare per il quale le forze che una 
delle due parti in cui una qualunque sezione lo divide esplica sull'al 
tra sono riducibili ad una forza unica - che si chiama tensione - ap- 
plicata nel baricentro della sezione stessa e orientata verso l'ester- 
no della parte che la subisce. 

In base alle notazioni precedentemente introdotte i fili sono per 


tanto caratterizzati dalle relazioni 
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(31) a *<0, Med 


Per mettere in evidenza il significato della (31, 1) si suole di- 
re che un filo resiste solo a trazione mentre, tenuto conto della (31, 
2), si suole dare al filo l'attributo di flessibile. Il filo si dice 
inestendibile se ogni elemento di direttrice mantiene invariata la sua 
lunghezza. 

Le equazioni dei fili si ottengono da quelle delle verghe, tenen- 


do conto della (31, 2). In particolare la (16) diviene 
(32) TAR 0 


e mostra che la tensione Ro è tangente alla direttrice. 
Tenendo conto di (31, 1) e indicando con t la grandezza della 


tensione (cioè il modulo di Ro): si può, dunque, porre 


(33) R_s 1. 

In ogni problema sui fili noi supporremo pertanto M, = 0 e sche 
matizzeremo il filo nella sua direttrice. Denotando con to, To e tz, 
Ty le determinazioni dil Tt @ T agli estremi Co, Cr del filo, al= 
le (6), (7), (10), (13), (15) vanno sostituite le equazioni [vedi (33)], 


(34) tolo i Ro ' tgIqg = Ro , 
(35) ge agpee Eped 
dTT 
(36) ya +E=0, 
drT 
(37) ds F=0 


Le (34) mostrano che le forze applicate agli estremi del filo so- 
no tangenti ad esso, mentre la (35) 

E determina la discontinuità che si pre 
senta in presenza di una forza con- 
centrata. 

Si vede subito che se E, non è 
tangente al filo il suo punto di ap- 
plicazione costituisce un punto ango 


Kid. S lare per la direttrice (Fig. 5). La 
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(37) rappresenta l'equazione indefinita dell'equilibrio dei fili [quel- 
la dei momenti risulta identicamente soddisfatta in base a (31, 2), (33)] 

In assenza di forze di massa e concentrate [F = O, F, = 0] la (37) 
dà 


(38) TT = cost. 
e le (34) portano a 
(39) Ro +Ry = 0 


Le (38), (39) mostrano che in tal caso, il filo si dispone secon- 
do un segmento di retta, le due forze applicate alle estremità formano 


una coppia di braccio nullo e la tensione non varia lungo il filo. 


S — EQUAZIONI INTRINSECHE DELL’EQUILIBRIO DEI FILI 

Si dicono tali le equazioni che si ottengono proiettando l'equazio 
ne indefinita (37) sulla tangente, normale principale e binormale alla 
direttrice nel suo punto generico. Ricordando la (I, 118), la (37) si 


può scrivere 


dt T 
i +— = è 
(40) asl = N+F=0 
Se si denotano con Fr Fy P FR le componenti di F secondo i ver 


sori fondamentali T, N, B _, da (40) si ricava 


at 
Aia i 
E 

(41) e © Ra 
FR = 0. 


Da (41) si vede che il filo si dispone in modo che la forza ester 


na sia contenuta nel piano osculatore. 


6 — FILO FORTEMENTE TESO SU UNA SUPERFICIE FISSA 
Se un filo è poggiato su una superficie e fortemente teso alle e- 
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stremità, si generano delle reazioni distribuite lungo il filo e netta 
mente preponderanti sui pesi dei singoli elementi. 

Si può, pertanto, nelle (40), (41) identificare F con la reazio 
ne subita dal filo. Dette dr. dy e dR le componenti di è secon- 


s 
do T, N, B, le (41) divengono 


at T 


(42) anti 07th dî 


Se la superficie è liscia, la reazione essendo normale alla superficie, 
risulta dr = 0 e da (42, 1) si deduce t = cost. 

La tensione ha modulo costante e ciò implica, in base a (34), l'u 
guaglianza delle frandezze delle forze applicate alle estremità. Inol- 
tre $ è parallela ad N il che significa che N è normale alla super 
ficie e la curva secondo cui si dispone il filo una geodetica della su 
perficie [ricordiamo che una curva tracciata su una superficie si dice 


geodetica quando la sua normale principale è normale alla superficie]. 

Ad es., un filo fortemente teso su una sfera o su un cilindro cir 
colare, con vincolo liscio, si dispone secondo un arco di circonferen- 
za massima o di elica cilindrica. 

Se invece l'appoggio è scabro, supposto che il filo sia disposto 
secondo una geodetica della superficie, le grandezze dei componenti tan 
genziale e normale della reazione vincolare rispetto alla superficie 
stessa sono espresse da [CARE Iéyl- 

In condizioni statiche, tenuto conto di (42), deve essere, per la 
legge di Coulomb-Morin (XV, 23), 


(43) EL] < fat a 


ove fg è il coefficiente di attrito statico. 


sa dt 
te 
T 


(e) 


Da (43) segue 


ni ds Tg 
(44) fs "oi > 
le) T 


(e) 


ua 
log —£ 
To 


YZ 


Da (44), se l'estremo C} è quello ove è applicata la forza di mo 


dulo R} > R si deduce, in base a (34), 


o” 


fe 
s 
(45) R; < Ro © 5 p 
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Da (45) si vede che per effetto dell'attrito con una forza di mo- 
dulo Ro applicata all'estremo C, si può equilibrare una forza di mo 
dulo R} che può riuscire notevolmente più .grande, applicata nell'al- 
tro estremo. Se, ad es., si tratta di una fune avvolta su un cilindro 
scabro di raggio r, è p = cost = r per cui, supposto fy indipenden 


te da s, la (45) diviene 


Îs0 
(46) Ri &€ Ro e 
se 0 = È è l'angolo dell'avvolgimento totale. Se fg = i , con un av 
volgimento di due giri [8 = 4ît] si ha 
(47) kr «ge = I DIA 


Con una forza di un solo chilogrammo [R, = 1 kg] si può, cioè, e- 


quilibrare una forza di kg 23,4. 


7 — FILO SOGGETTO A FORZE DISTRIBUITE CONSERVATIVE 
Se la forza ripartita, F, è conservativa, denotando con U il po 
tenziale, risulta (XII, 17), 


(48) Fg 
La (41, 1) dà, di conseguenza, 
a(t + U) 
(49) nr ele.) 
da cui segue 
(50) t = - U + cost. 


Cioè: Za tensione in un filo soggetto a forze ripartite conserva- 


tive differisce per una costante dal potenziale cambiato di segno. 


8 — FILO SOGGETTO A FORZE ESTERNE PARALLELE 
Supporremo che le forze esterne agenti su un filo abbiano tutte - 


ad eccezione, se mai, di quelle alle estremità - una comune direzione, 
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come avviene, ad es., nel caso del peso. Dimostreremo subito che in con 
dizioni di quiete il filo si dispone in un piano parallelo alle forze. 
A tal fine osserviamo che la (4), applicata al tratto compreso tra una 
sezione generica e quella terminale, s = £%, posto in essa a = O, divie 
ne, tenuto conto ' di (7, 1), (33), (34, 2), 


L 
(51) TT = t9Tg + ti Fds + Z;Fj 
E) 


Si riconosce così che T è costantemente parallelo alla giacitu- 
ra individuata da T) e dalla direzione comune ad F e alle F;, il 
che implica che il filo appartenga ad un piano, c.d.d. anzi, se T), 
è parallelo ad F esso si dispone secondo una retta). Supponiamo che 
il filo sia soggetto solo a forze ripartite parallele e assumiamo il 
piano in cui esso si dispone come piano xy con l'asse delle y pa- 
rallelo ad F. Proiettando la (37) sugli assi xy e ricordando che le 


componenti di T sono ora ci ' sr 7 0, SÌ ottiene 


Da (52, 1) segue subito 
(53) te 


ove vw è una costante che denota la componente della tensione secondo 
l'asse delle x. Pensando y come diretta funzione di x e indicando 


con l'apice la derivazione rispetto ad x, si ha [vedi (53)] 


dy dx Y dy'! dx Ù 
Sosa - (e Mii le eco ' = [|P " 
(54) ds Y as aY ds Y as TY 


In base a (54, 1), la (52, 2) diviene 


ni Deal. 


e questa [vedi (54, 2)] porta a 
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(56) ve-ba--pi. 


9 — CURVA DEI PONTI SOSPESI 
Sia € una delle due funi che sostengono mediante dei tiranti u- 

na piattaforma rettangolare pesante orizzontale (Fig. 6). Se i tiranti 
sono molto fitti € si può pen 
sare come soggetta ad un carico 
ripartito verticale. Assunto,co 
me piano xy il piano vertica- 
le in cui si dispone C€C, con y 
orientato come la verticale di- 
scendente, sia 2pdx il peso 
dell'elemento dx di piattafor 
ma. 

Supposte soddisfatte opportu 
ne condizioni di simmetria le 
due funi sostegno possono pen- 


sarsi ugualmente caricate e si 


Fig. 6 può ritenere che l'elemento ds 
di proiezione dx sopporti il 


carico verticale pdx. Si ha cioè 
(57) Fas = pdx . 


In base a (57), la (56) diviene 


(58) gp n 


Integrando la (58), col tener conto della posizione degli estremi 
di C e della sua lunghezza, si ricava l'equazione cartesiana della 


curva secondo cui si:.dispone Cl. 
In particolare, se p è costante da (58) si deduce immediatamen- 


te 


P 
((59) yp=sgp@ tab , 


con a, b, wy costanti da determinarsi in funzione delle coordinate de 
gli estremi di € e della sua lunghezza. La curva dei ponti sospesi è, 


nel caso considerato di p costante, una parabola ad asse verticale. 
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10 — CATENARIA OMOGENEA 
Si consideri un filo omogeneo fissato agli estremi e soggetto al 
peso proprio. Assunti gli assi di riferimento come nel caso precedente 


e detto p il peso per unità di lunghezza, le (53), (56) si scrivono 
siti uyrisy Mag, gientcai 


ove ora rappresenta la componente orizzontale (costante) della ten 


sione. 
Tenendo presente la (50) e la particolare scelta degli assi, si 
può scrivere 


(61) qs e piyV- gv 4 


ove y* è una costante per ora arbitraria. Tenuto conto di (61) la 


(60,2) si può porre nella forma 
(62) — Rae 
L'integrale generale della (62) è 


(63) y- y* = ne + fe P 


con a, 8 costanti arbitrarie. Una relazione tra a e f£ $i determi 
na subito tenendo presente che le due èspressioni di 7 fornite in ba 
se a (63) da (60, 1), (61) devono riuscire identiche. Precisamente, i- 
dentificando i secondi membri di (60, 1), (61) e tenendo conto di (63), 


si ottiene 


(64) o = ' 

per cui si può porre, introducendo un'unica costante arbitraria x*, 
P 

(65) ao=te , g= Le ; 


In corrispondenza la (63) diviene 
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È (xx) - E (x-x*) 
(66) vue gie +e ” | 


La curva rappresentata dall'equazione (66), scoperta da Huygens, 
si suole chiamare catenaria omogenea. La sua equazione si può anche 


scrivere, ricordando la definizione di coseno iperbolico 
(67) -y= Lon (x - x*) 
ve y p Ù ( 


Le costanti x*, y*, y si determinano tenendo conto della posi- 
zione degli estremi del filo e della sua lunghezza. Se, ad es., gli e 
stremi del filo sono allo stesso livello e si assume come asse y lo 
asse di simmetria della catenaria la x* riesce evidentemente nulla. 
In tal caso da (67) si ottiene 


(68) vesta, 


per cui, detta 2a la distanza tra gli estremi del filo, risulta 


ole 


a a 
(69). (A. I VI +y'2 dx = / ch È xax = 2 
-a -a 


Da (69) segue 


(70) > = 


e si riconosce che se ‘£ supera di poco 2a, il rapporto a secondo 
membro di (70) è vicino all'unità e quindi T a molto piccolo. Si de- 


duce in tal caso (filo fortemente teso) che nello sviluppo 


2 Uol 
(71) ch Px= 14 P_ x 4+P° ,... 
Ù 242 4tyÈ 


con buona approssimazione possono trascurarsi i termini a partire dal 


terzo e la (67) si può sostituire con 
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(72) rosta) 


che rappresenta una parabola. 
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CAPITOLO. XX 


| DINAMICA DEL PUNTO 
SF 


de ili 


1 IL PROBLEMA FONDAMENTALE DELLA DINAMICA DEL PUNTO 
Il problema fondamentale della Dinamica del punto consiste nella 
determinazione del moto, nota che sia la forza totale agente., 
Denotando con im) a,E massa,accelerazione e forza, il moto del 


punto, P, è regolato, com'è noto (XIII, 2); dall'equazione 
(1) ma = F|, 


ove. F è generalmente funzione della posizione di P, della sua velo 


cità e del tempo e comprende il contributo delle forze apparenti del 


moto relativo se la terna non è galileiana. 
[se F è&è nota, come avviene quando il punto non è soggetto a vin 


coli, proiettando la (1) sugli assi x, y, z della terna, , rispet- 


to a cui si studia il moto, si ricavano le tre equazioni differenzia_ 
W prima '——wWrr=-=="=TT=o. 


IS, si a ln 
EA 0 Vi Za 2 Yo 4a i è 
(2) iste, 7, 2, &, fr &, 6} , 


mz =(Zlx, y, Z, X, Y, Zr t) , 


nelle tre incognite x(t), y(t), z(t). 


Il problema della. determinazione di tali funzioni e di natura ana 


litica e consiste nell' integrazione del sistema di equazioni differen- 


ziali (2), del_segto ordine | 


Com'è noto, l' integrale generale di un tale sistema dipende da sei 


costanti arbitrarie, {il che è quanto. dire. che ‘occorrono e bastano sei 
rr ——_——— GS 


condizioni indipendenti per individuare una delle soluzioni soddisfa- 
e’ _ te 


centi alle _(2). Ciò non deve meravigliare: le (2) caratterizzano tutti 
i possibili movimenti di P sotto l'azione della forza F ma per in- 


dividuare l' ‘effettivo suo movimento < occorre ‘conoscere, come elementi 


determinanti, , posizione. e velocità iniziali del punto.) 


La più generale soluzione della (2) si può porre nella forma 


(3) R=R(tj Cir Gg 3.0 0109 a Y Y(b3 6] Cori Sg) è EA (9 Cyan 5) 


Ove c1, C2, +... Cg sono sei costanti arbitrarie) Se P_ inizialmente 
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_con velocità di 


si trova nella posizione i \di coordinate Xos Yo) zo) 


componenti \\kor tor Zor\\le (3) devono verificare, per _t = 0, le ugua- 
“glianze grana adi 
rr __——_{ 
x(0:C1,07.-.CA=(%ge]y (07cyca GY] la (0;c1107..- co") , 
(4) : 
x (0;C1,C2r la + Cg)= Zo y(0;C1,C2, °°. .ce)=Yor Z(0,C1,C2; DS - Cg) DI A 


che costituiscono sei equazioni nelle costanti cc}, C2, . 


a determinarle. 
SM ILE Er le. 


--1 C6, atte 


Ciò è in pieno accordo con il carattere determinista della Mecca- 
nica classica che dalla conoscenza dei dati iniziali - posizione e ve- 
locità - presume di determinare il moto, note che siano le forze. Tut- 


ref 


per soddisfare al carattere determinista della Meccanica classica oc= 


corre non soltanto l'esistenza ma anche l'unicità della soluzione del 
—_——_——mo ia ia 


i——————=e 
sistema differenziale (2) \ fissati che _siano i valori iniziali di x, 
TT == i ee 


a" 
vizi e dy yi, z.\Tale unicità, che dipende dalla natura analitica dei 


secondi membri delle [2], generalmente sussiste per i tipi di forze che 


più comunemente si incontrano nei problemi di Meccanica. ma, non può. el 


scludersi che in via eccezionale essa possa mancare\ 


Rinviando ai corsi di Analisi per la dimostrazione, qui ci limite 


remo a ricordare che esiste ed è unica la soluzione del sistema (2) sod 


rina —_ _="tt-= 
disfacente a prefissate condizioni. iniziali, caratterizzate dai valori 
ee or ERETTA RESINA i a 


imtarificeini 


s: = ———__ ———— e © 
iniziali Za. Yo: Ze; xo, Yo 204 delle coordinate del punto mobile e 
erro ooe en Et 


delle componenti della sua velocità, almeno quando esiste un numero 


a. al, è a 


}è' > 0] e sei co pie di numeri |ail af a}, 8; As 


gi 


Ù bj ; jo 


eta 


centi alle disuguaglianze 


bgtatti 
aj X < a) è 8) £YS a, è ajgz sg 


(5) 


le componenti X, Y; Z della forza grate. verifichino le due condizio 
SS z 1 "a x TTT + 


ba Bo: 


bi, b3, tali che comuno comun que “si sce Igano |t, x, y, Zi Kyo Vi nera | 


nis 


a) sono funzioni continue delle variabili x, y, Z, X 


me variabili indipendenti; 


r.Yr_ 2 pensate co 


Kr 


Va, Kr Yi 


z 


"| 


4 


b) ammettono le derivate parziali prime rispetto alle 
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che sono limitate [oppure continue se _le Xi Y, z sono continue e limitate ]. 


inibita, 
Non è superfluo avvertire che l' intervallo ‘o nei di esistenza. 


ed unicità della soluzione può avere ampiezza infinita e = ©], come 


ad es., può accadere se le x, Ye Z. non dipendono dal tempo. | 


(2 SULL'EQUILIBRIO DI UN PUNTO MATERIALE NON SOGGETTO A VINCOLI 
La sufficienza della condizione di equilibrio. per la. la quiete di un 


punto Materiale, enunciata al ha 2dal-Cap. Ul si dimostra a rapidamen- 
te ogniqualvolta _sussiste un certo i à. 


Si supponga che P* = (x*, y*, z*) sia posizione di equilibrio 
per il punto_P_ soggetto alla forza Fs (X,Y,z) [che penseremo sia indi 


«pendente. dal tempo (avvertenza, Cap. XV, n. n.2)]. ciò vuol dire che risulta 


(6) x (x*,y7*,2Z lix (0) ds =Y (x*,y*,z*,0,0,0) =Z (x*,y*,z*,0,0,0)= O 
ELE a, 


tatica 


e il sistema tte di conseguenza la soluatone. 


(7) 


z (O) 0] 


soddisfacente alla condizione iniziale di velocità nulla x (0) = y (0)= 
— ee ia 


con i dati iniziali, se nell' (nta. t_= 0 » si $ dba in _ con ve 
S en 


locità nulla. sE SRO 


Si deduce che se vale un teorema di unicità per il sistema (2) con 


le condizioni iniziali x(0) = x*, y(0) = y*, z(0) =.z* e Xx(0), y(0), 


z(0) nulle, le (7) rappresentano l'unica soluzione ana che 


significa che sino a quando non mutano le circostanze per cui vale il 


teorema di unicità P rimane in P*. ciò accade, in particolare, se 


le begl soddisfano alle condizioni espresse nel numero precedente. 


Anzi è evidente che se la forza F non dipende dal tempo . e: E =.@ € 


P_rimane indefinitamente nella posizione di equilibrio. 


E 
Ca 3) 7 INTEGRALI PRIMI DELLE EQUAZIONI DEL MOTO 
IN 


Se b&x> Yr Zi Xx Yy, 21 t) ‘è ùna funzione di x, y, 2, X, Yr 2 @ 
ti e © una costante, si dice che l'uguaglianza | 


(8) w(X, Y,r Zr x, Y, Z; t) = c 
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costituisce un integrale perimo delle equazioni del moto (2) se in cor 


x 


|rispondenza ad ogni soluzione delle (2) la (8) è identicamente soddi- 
| i 


isfatta per un opportuno valore di ©. Ciò significa che in corrispon- 
‘denza ad ogni movimento di P la &% diviene identicamente uguale ad 
una costante. Un esempio di integrale primo delle equazioni del moto è 
costituito dall'integrale dell'energia, valido - per un punto non. Sog- 
getto a vincoli - sotto la sola condizione che F sia conservativa. Se 
1 è l'energia potenziale esso si esplicita in 

api 4 | | " E / 


(9) 3a? + y2 + 22) + I(x; y, z) = cost. = E 


e la (x,y) 2, %, Y, 2: t)\ della (8) si identifica con il primo mem- 
bro di (9). Se F è centrale [cioè se la retta di applicazione di (P, 
F) passa costantemente per un punto fisso], lo stesso avviene per la 
accelerazione [vedi (1)] e il moto è centrale. 

Esso è di conseguenza piano (II,n. 13). Assunto come piano xy 
quello del moto e come origine degli assi il centro del moto, la costan 


za della velocità areolare (II, n. 13) si esprime mediante l'uguaglian- 


za (EL; 66), 
(10) xy — ky = cost.| 


che costituisce un integrale primo delle equazioni del moto di P (det 


aree. 
La (10) vale più in generale anche se la retta di applicazione di 

(P, F) è solo incidente o parallela all'asse delle z. Infatti in talca 
so il suo momento rispetto a (z) è) nullo e si ha quindi (I, 86, DALIA 


(11) | i ixy\- fyx\="0 


che, tenendo conto di (2), si traduce in 
(12) xy - yX= 0. 


La (12) porta subito alla (10). 


4 — FORZE ELASTICHE 
Un punto P sia soggetto a n forze elastiche emananti da n 


centri 0j , (i= 1, 2, ..., n). Ognuna delle n forze cui è soggetto 


P sia, cioè, del tipo (REL, Da By 
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(13) Fi; = cPOj ri @-= 15 2, sie DI è 
ove le c; sono delle costanti positive. 
[Ea forza agente su P è | ia 5 
5 ino ; A Cory 
(14) LE FI E cjPO;\- 
i=1 } 
Posto Ò 
: n 
po FE 
Ne, ee 


e indicato con (0, Îl baricentro dei punti -0}-_supposti dotati di mas 
nic lu PS I 


se proporzionali alle cj, si ha [vedi {IX, 8) identificando m, con 


=== PETTO ALIA ENTI rt TO 


Cj a m con c , 0 con P_, Pj con 0; e G con 0] 


de ——— = & 
n = 
SA 
(16) F= La cjPO; =(cPO). 
î= Sa 


L'indipendenza del baricentro dal polo di riferimento [TX Me .23 
Osservazione I] assicura che 0 non dipende dalla posizione di P. Ne 
segue in base a (16), cche. l'insieme di un qualunque numero di forze e- 
lastiche agenti su un punto equivale. ad un'unica forza elastica con cen 


tro nel baricentro dei vari centri elastici, supposti dotati di masse 


uguali. ECA proporzionali) alle rispettive. costanti elastiche. 


Una proprietà analoga vale anche se si tiene conto del peso di P. 
Per convincersene basta osservare che se 0' è quel punto della verti 


cale per 0 per il quale risulta (Fig. 1) 


(17) 00' =Zg, 
‘la forza totale agente su P è| 
(18) F = cPO + mg = c(PO + 00') = cPo' . 


Si tratta, quindi, ancora di una forza di tipo elastico con cen- 


La proprietà enunciata vale anche nel caso di infinite forze ela- 


stiche, com'è evidente. 
sticne, com e evidente 


Si conclude che 71 moto di un punto P soggetto a forze elasti- 


—— 
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(08) 
(95) 


che è centrale (anche se se si tiene conto del s suo peso) | 


La traiettoria è quindi con 
—_PPT_TErr Li 


tenuta in un piano E sussisto- 
A lea 


_no due integrali primi: quello 
delle aree e quello dell'ener- 
PA gia (dato che le forze elasti- 


SERE 


m 
7 00=79 che sono conservative) ; assun- 


A to il piano xy. coincidente 
< con quello del moto e l'origi- 
bn ne degli assi con sl centro del 


Su renato a 
moto, l'integrale delle aree è 


lol espresso. dalla (10) quello del 


' Si , 
Fig. 1 l'energia "ni Pg XIV, 41) 


è A a 
(11:95) Im? + y2) + 5 c(x2 + y?) = cost. 


Le prime due delle equazioni (2) divengono 
(20) mx \='- cx |} my = - cy, 


mentre la terza. è identicamente soddisfatta. 


Si riconosce così che le coordinate x, y variano con la legge 
del moto armonico, con periodo ‘uguale ed espresso da “dg NE e da. tra 
iettoria di P è generalmente una ellisse, {in particolare un segmento 
di retta (CEL a dic 19).| 


Si riconosce che i_ secondi -membri--delle. (20) soddisfano alle con- 


% w—_——_—_—_—_— ipa 
dizioni a), b) del n. la \Pertanto, assegnato | l'atto di moto iniziale 


di P si ha esistenza e unicità della soluzione.:In particolare, il 


centro di attrazione elastica è l'unica posizione di equilibrio ed è 


di equilibrio stabile (XV, n. 14). Il punto. P, se posto in essa con 


velocità nulla, vi rimane indefinitamente. 


De 


ST 


53 PUNTO MOBILE SOPRA UN PIANO INCLINATO \ 


Sia (#) un piano solidale alla terra inclinato dell'ancolo 


pe n * : % 
spetto ai piani orizzontali e P un punto pesante semplicemente aLpog 
giato su 0 nì Detta & ia reazione vincolare, l'equazione fondamentale 
della_ Meccanica. terrestre itrascurando come inessenziale la forza cen- 


i scrive 


(0) 


criluzo-composta) 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


(21) ma = mg+ò . 


Assumiamo come sistema di riferimento la terna trirettangola levo 


gira T = Oxyz avente come Chi 


rigine. la posizione iniziale, 


Poli di P, l'asse z ortogo- 


LT} REZZA 


nale a _ T e orientato verso 


l'alto e l'asse cy _parallelo 
alle rette di massima pendenza. 
Cs orientato verso il basso (Fig. 
2). 


Essendo 


(22) 4 = (O, gseni,-qreos' i), 


la (21), proiettata sugli assi, 
dà 


Fig. 2 


(23) mi = 6y , my = mgseni +0y è mZ= - mg cosi + d7 . 


se la velocità iniziale di __P__è parallela a 7, come-supponiamo, 


le (23) vanno considerate insieme alle condizioni iniziali \ 


(24) ro) = y{0) = 2t0) =“ 0: xi) e xe>: y0) = gol: 20) «l0 


UO) 


ove | Xor Yo sono delle costanti qualsiasi. 
Osserviamo innanzitutto che P. non può. distaccarsi d da. fa 


Per convincersene si moltiplichi la (23, 3) per} _idt|. Si ottiene 


(25) a (3 m23 = - d(mgcosiz) + éz2dt , 


Escludendo dalla nostra trattazione casi speciali, noi supporremo 


che la possibilità di distacco di P da ‘ sia caratterizzata dall'e 


sistenza di un istante j|t* > o/ in cui è z=2z=0\|e tale che per o- 


gni t > t* e minore di un certo t > t* risulti z > O; 9, = 0 & 


Poichè dz) è nulla in ogni istante successivo a t* e anteriore 


a T,; per ogni e > 0 e < t - t* e ogni t> +e e < Ta cisul= 
ta 

t i 
(26) p_zdt = 0. 

t*+e 
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Anche se non si vuole ammettere la continuità di /_] nell'istan- 


te t* e quindi il suo annullarsi anche per | E=E*\ riesce ammissi- 
bile l'annullarsi del primo membro di (26) anche per ‘e = O) in base ad 


per il lavoro effettivo della reazione vincolare. (XV, n. 10, verso la 
fine). 
Di conseguenza la (25), integrata tra t* e è, dà (si tenga pre 


sente che per E ; uiea 
Ir III 


(27) mz? (t) = - mg cosiz(t) 


che rappresenta un _ assurdo se non è |z = z = o } anche per ts E, 
Es 


camente nulla e la (23, 3) dà \ 


:clusa la possibilità di distacco di P da uu, z rimane identi 


(28) \@, = mg cosi È 


Lie 


Disinguiamo i due casi: 


a) [vincolo liscio.| La reazione è parallela e concorde a _ z e ri- 
DITE: | PACE SE 


sulta 


(29) è, 0y= 0, è 


s $7 > mg Cos i 


mentre le prime due delle (23) divengono 
(30) % = O], y = g seni \l 


Si riconosce che si tratta di un moto ad accelerazione costante a 


nalogo a quello dei gravi nel vuoto.) L'accelerazione è diretta come le 
rette di massima pendenza, orientata verso il basso e di modulo uguale 


a g sen i) Le formule relative si ottengono da quelle riguardanti il 


moto di un grave sotto accelerazione costante del n. 11 del Cap. II sem 


plicemente sostituendo in esse g seni al posto di. Le traiettoria 
è una parabola avente per asse una retta di massima pendenza e la con- 
cavità verso il basso. 

b) vincolo scabro. Ci limiteremo a considerare il caso che la ve- 


\ 


ha luogo su una retta parallela ad y .\ 


TI ii I ne ran 
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(31) \ += Gi 


e la (23, 1) porta a 


(32) | dy = Ol. 
Ne segue che il componente tangenziale di di $ ha il suo modulo ouguale a 
“Tn base alla legge dell' attrito dinamico (XV, 25) risulta, rpertanto, 


I gy! 


si fadz ; 


 loyl 
_ rana o 


€33) 
è il coefficiente di attrito dinamico. Tenendo presente che il 


se fa 
componente tangenziale della » reazione vincolare _(attrito dinamico) ha 
verso opposto alla velocità, da (28), (33) si trova 
(34) $y = ® famg così 
P sale o scende. 


ove vale il segno + o - a seconda che 
2) diviene, in base a (34), 


La (23, 
(35) 7 = g(seni + fa cos 1) |. 
Si riconosce che il moto è ad accelerazione costante. 
Posto 
(36) tg da = fa n 
con da angolo di attrito dinamico, la (35) si può scrivere 
: sen(i + da) |\ 
sab sea “lg 
Se P sale è 
(38) y<o, î$>0, gy$<0 
e il moto è uniformemente ritardato (II, n. 6). 
Se invece P scende è 
o . {? O Se i > sq sn > O se i > déèdq 
(39) wie 0 Vv , yy 
< O se [i < $éa <« (0) Ss@ d£ * +@+@ 
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“ 


Ne segue che il moto è uniformemente accelerato o ritardato a se- 
oto S net oicHcnte 30c2 ‘o o ritardato a se 


conda che l'inclinazione di r sia maggiore o minore dell'angolo di at- 


trito dinamico. _ 


OSSERVAZIONE - Se l'inclinazione di non supera l'angolo di attrito 


statico, P. può scendere solo se la sua | velocità iniziale non è è nulla 
(Vi Ma 8). 


vat Ciò capita, in particolare, se i = ògq 7, Fato che SSL ciente E 


angolo di attrito dinamico hanno valori inferiori ai corrispondenti di 


attrito statico. In tal caso, però, ii moto è uniforme, dato che nella 
(37) vale il segno -. Di qui un procedimento per la misura dell'ango- 
lo [fa] (e quindi di fa): basta realizzare un piano inclinato con in- 
clinazione variabile e determinare quell'angolo i per il quale P 


scende uniformemente lungo una retta di massima pendenza, in virtù di 


un lancio iniziale: risulta ida = i] 


SI 


Ce. — PUNTO MOBILE SOPRA UNA SUPERFICIE LISCIA PRIVA DI ATTRITO 


\tr punto P sia vincolato a stare su una superficie fissa, ALI: di 


—rrr_——————————————————m 
| equazione | À 
i Lal 


_ 7) 


\ fr, Vi Yi 2) =. } asa 


(41) R= 


i coseni direttori della normale a o sono, notoriamente, 
SOT ie eo Cene eee i ia 


== 
£ D 
ius ES, ee SIE A 18 i 
Rd R9dy n da 


La reazione del vincolo essendo normale a_o è esprimibile nella 
Tate Eee Ciò de tt Ù ù re o I e =, 


forma 


(43) n LL 


se con n si denota il verso I normale a i coseni diretto 


Di br By Ye 
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Di conseguenza, posto 


(44) x =)d 
le componenti di è sono 

9df df df 
(65) tg delega eg 


L'equazione fondamentale (XIII, 11), proiettata sugli assi, dà 


L£L 
mi =x+,2£ È 


so _ Ela 
(46) my = Y+ A ay’ 


3 

N 

Il 

N 

+ 

= 
Peg 


ove_[x} fx 2) a sono le componenti della forza attiva. 


Le (46), insieme alla (40) forniscono le equazioni atte a determi 
nare le quattro incognite x, y, 2, ). 


OSSERVAZIONE T — Se Psi muove su_ q_invirti di una velocità inizia 


le _senza essere soggetto a forze attive (moti spontanei), l'accelerazio 
ne, essendo parallela alla reazione vincolare, è ortogonale alla traiet 
toria ed è quindi puramente normale. Ne segue (II, 28) che il moto è u- 
niforme. 


Inoltre il piano osculatore alla traiettoria, contenendo (P, a) 


che è parallelo ad n, è ortogonale a o. La curva descritta da P è&, 


cioè, una geodetica della superficie o. 
Ita 


OSSERVAZIONE II - Le equazioni (40), (46), evidentemente si mantengono 


valide anche se il vincolo è unilaterale [f(x, y, z) > 0] per ogni moto 


iti ì * 
_di confine. TEZZE e - 


Lo stesso dicasi del contenuto dell'Osservazione I 


7- EQUAZIONI/INTRINSECHE DEL MOTO DI UN PUNTO 


L'equazione fondamentale 


1 fritti nin iii il 


(47) iima = F + é i 


POETA primo 
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(ove è da porsi è = O se P_ non è sogge j proiettata. sul 
triedro triedro fondamenta e tale di origine. Pe. _assi coincidenti con la tangente, 


la îa normale princ principale e la binormale alla. Ja traiettoria, € dà luogo a tre e 


quazioni dette ee na moto del punto. Ricordando la 


en 


(II, 28) e denotanda=son F,, Fis e dpr Sy dr le componenti di F 


nni di 


e (©) secondo £T, N, B, T, N, By le equazioni intpinseche si scrivono 


QLL. 1. sî% \ 
8 È si sa PR miF, + 
(48) ms [Fr + dri m wu Fy + dy È O = B dB % 


L'ultima delle 8) mostra che _la_forza totale.appartiene al pia- 
no osculatore. Le (48) contengono quattro incognite: st), dre dg: dg 
e sono insufficienti in generale a determinare il moto di P e la d., 
Se il vincolo presenta attrito alle (48) va associata la uguaglian 


za 
(49) lorl1= fa Vog + 07 


che, tenuto presente che Vos + di dà la grandezza della componente 
normale della reazione vincolare, esprime la legge dell'attrito dinami 
co (XV, 25). Nasce così un difficile problema analitico per la determi 
nazione del moto di P. Le cose sono più semplici in assenza di attri- 
to. Infatti, in tal caso Gr) è nulla e la (48, 1) si riduce a 


(50) ini — F 


e da sola è sufficiente per la determinazione di s(t). 
Effettuata tale determinazione le (48, 2), (48, 3) forniscono le 


componenti non nulle della reazione _vincolare.ii 


LF 


(8- PENDOLO SEMPLICE 
Si chiama pendolo semplice un punto materiale soggetto al proprio 
peso e vincolato a muoversi su una circonferenza liscia, situata in un 


piano verticale. 

| sia O il centro della circonferenza,(c)) (£)il suo raggio (Zun- 
ghezza del pendolo semplice) e 68 l'angolo di OP della verticale di 
scendente per 0, contato positivamente in un determinato verso (ad es., 
in quello per cui l'anomalia iniziale 6,, risulta positiva e non supe 
riore a_ ) \(Fig. 3). Contando l'ascissa curvilinea, s, a partire dal 


punto più basso di e e in verso concorde a @, si ha 
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(51) s= 0, S= 0, 8='26 
e, inoltre, tenendo presente che N è orientata come PO) ed _F = mg 
appartiene al piano di T_ e N,\ 

Sa RERO LES BI (LI) TA CHAN 
(52) Py = ne senò , E rms conì.a Fd 


ll dar j 
cala UI(MA4L 


La (48, 1), 


tenendo conto delle (51); (52) e dell'annullarsi di 


$ , diviene 


(53) i 6 = — - sene | 


che è l'equazione del pendolo 
Pea 


Se si moltiplicano ambo i 


membri della (53) per 8 si ot 
tiene 
(54) 86) = - Ò è sen@ 


che può scriversi 6-49 Agna 


= 7 A (7) 
Di pi 
(55) i (3 62 = 7 cose) = 0. de PRO) ij 
fi 
: dei dti 
Denotando con 89 il valore iniziale di 6 [velocità arigolare ], 
da (55) si deduce. 40, df + 
TITTI L A | 
(56) 1 $2 -.2 cose = cost. = 1 83 - 2 cose 
2 L 3 gi e 


da cui segue 


(57) 02 = 03 + — (cos8 - cosgo) 


Se 8, = O, dalla (57) si ricava 


(58) cos > cos@g 


che porta a 
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(59) - [gl «#1 & [Sal + 


limitato alla posizione ‘iniziale PW nr rg eg 


alla verticale per ©) 


bi integrazione dell'equazione differenziale (53) si effettua appro 
fittando della conoscenza dell'integrale primo (57) [che, com'è facile 
TE i ji ù 


riconoscere, rappresenta l'integrale dell'energia ], ricavando 8 e se- 


parando le variabili. Da (57) segue, precisamente, 


Si = e VAR (cos8 - cos@o) + si È 


© è 
Il 


(60) 


da cui segue 


(61) SE SZ 


2 I 
VI (cos8 - cose) + 86 


Integrando membro a membro la (61) tra i limiti corrispondenti di 


variabilità di 6 e tt, si ottiene 


8 


de 4 


# 


2 52 
VE (cos8' - coso) + 86 


Si i così, che la determinazione di 6@(t) è ricondotta al 


FA 
pra 


fo 


funzione \E = #(0)\ = #(6) \ così ottenuta. La sesta del segno nelle (60) , (61), 


(62) va fatta mediante la valutazione del segno da attribuire alla com 


ponente tangenziale della velocità, ma la determinazione effettiva di 


8(t) [cioè, il calcolo dell'integrale a primo membro di (62)] richie- 


de, in generale, l'uso delle funzioni ellittiche e rinunziamo ad accu- 
parcene. Ci limiteremo a richiamare l'attenzione sul fatto che nel caso 
che sia 80 = O la funzione 8@(t) risulta periodica con periodo dipen 
dente da 6, ed esprimibile mediante uno sviluppo in serie di potenze 
pari di sen 65/2 il cui primo termine è uguale a_ 2 Y2/9. 

Se 80 è nullo e |e, | molto piccolo lo stesso avviene di |e(t)|, 
a causa di (59). Vale allora a teoria delle piccole oscillazioni del 
pendolo semplice: supposto |8o| tanto piccolo da potere sostituire 65 


a senéo è lecito sostituire 606 a seng e la (52) diviene l'equazio- 
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ne dei moti armonici (II, 91) 
(63) 6=-Zo0 


(si tenga presente che è. ;i > ©) 
Il suo integrale generale è del tipo (II, 93), pur d'intendere 


w = VI . Tenuto conto delle condizioni iniziali si deduce, quindi 


[g 
(64) 9 = dg COS IV E è 
Si riconosce che il periodo, T, delle piccole oscillazioni è e- 
spresso da T = 2 Vs e coincide con il primo termine dello svilup- 


po in serie fornito dalla teoria esatta. 


La (62) esprime la legge dell'isocronismo delle piccole oscilla- 


)7? 


ILLE da LLa 


lazioni: Za durata delle piccole oscillazioni non dir 


ampiezza. 


Insieme a è si annulla, in base a (48, 3), (52, 3), anche dk 


-T 
L'unica componente non nulla di è è, quindi, du che, in base a (48, 
2), (57) e a p = £ e v2 = 22682, è espressa da 
(65) dy = m [267 + g(3 cos - 2 coséo)l 


i) 


\ 9 - RESISTENZA DI MEZZO — MOTO DI CADUTA DI UN GRAVE NELLA ATMOSFERA 

E' noto che. la presenza di un mezzo resistente modifica notevol- 
mente il moto che si avrebbe per un corpo nel vuoto sotto l'azione di 
determinate forze. Illustreremo tale fatto considerando un problema 
molto semplice: quello di caduta di un grave nell'aria tranzuilla, sen 
za velocità iniziale. 

Premettiamo che quando un corpo si muove in un dato mezzo, le par 
ticelle del mezzo esercitano sul corpo delle forze che ne ostacolano 
il moto e che dipendono sostanzialmente dalla sua forma, dal suo orien 
tamento, dal suo atto di moto e dalla densità del mezzo. Se speciali 
condizioni di simmetria lo permettono, può essere lecito schmatizzare 
il corpo in un punto materiale ma occorre aggiungere alle forze agenti 
la spinta idrostatica e una forza R, che riassuma nel modo più conve- 


niente quelle forze resistenti. R, a cui si dà il nome di resisicnza 
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di mezzo, si deve ritenere opposto alla velocità, v, di P ed è espres 
so da 

(66) R = - Aauf(v) vers v_, 

ove A è l'area investita, cioè l'area della proiezione del corpo sul- 
la giacitura ortogonale a v, a è un fattore di forma, cioè un coeffi- 


ciente avente le dimensioni di un numero puro e dipendente dalla forma 

del corpo e dell'orientamento di v rispetto ad esso, u la densità del 
mezzo e f(v) una funzione non negativa del modulo della velocità, nul 
la solo per v = O. La determinazione di f(v) si effettua per via spe 
rimentale. Per velocità molto piccole (non superiori a 2 m sec!) si può 
Istenza viscosa. Invece per velo 


ritenere ?{(v) proporzionale a v: 
cità comprese tra 2 e 200 m sec"! l'esperienza induce a ritenere f(v) 


proporzionale a v?: resistenza idrau! 

Un grave cadendo nel vuoto con velocità iniziale nulla acquista la 
velocità di 2msec7! dopo circa 0,2 sec (si pensi che è g = 9,80 m sec72 
e v= gt) mentre per raggiungere la velocità di 200 msec! gli occorronc 
circa 20 sec, cadendo da un'altezza di circa due chilometri. 

Appare, pertanto, lecito ritenere generalmente di tipo idraulico 
la resistenza che incontra un grave cadendo senza velocità iniziale in 
aria calma. 

Avendo di mira la determinazione dei caratteri salienti del moto 
trascureremo, come elementi di secondaria importanza, la forza comple- 


mentare e la spinta archimedea e studieremo il moto di P mediante la 


equazione 

(67) ma = mq +R, 

che, nel caso di resistenza idraulica,ponendo f{(v) = cv? con c > 0 
costante, si esplicita [vedi (66)] in 

(68) ma = mg - Aayucv © v_. 


Il moto avviene, se inizialmente è v = O, lungo la verticale per 
la posizione iniziale e verso il basso. Di conseguenza, le componenti 


di v ed a secondo la verticale discendente coincidono con i loro mo 


duli e si ha a = si . Pertanto, la (68), proiettata sulla verticale di 
scendente, dà 

10 ht gi a 2 
(69) mar NI Acucev? . 
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Posto 


Ing 
na V= Vaaue | 


la (69) si scrive 


2 
(71) mn at-5) i 


che si integra per separazione di variabili 
Da (71) si ha, infatti, 


(72) — BE _Sigàk ; 
Ta del 
v2 
dà cui, tenendo presente che per t = 0 è v = 0, segue 
v 
dv 
(73) e E = BE 
2 
si Vv 


L'integrale a primo membro di (73) si calcola facilmente tenendo 


presente la decomposizione 


(74) de | 1 av 
PERE iii re lele sa e 1 

1-9 la+f qa£ 

v2 Vv Vv 


Si ricava, così, 


Vv 
Vv * € 
(75) 7 log = gt 
qa 
V 
da cui segue 
Vv 2. gt 
1+% sei 
(76) I, 
Pe 
V 


e infine 
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(77) v=ae Vv 


che dà la legge di variazione della velocità di P. 
Sulla (77) si riconosce subito che E è sempre positiva mentre 


si ha 


(78) ÙUmveVa 


t+o 


Si conclude che la velocità di P cresce sempre senza superare 
mai il valore V a cui tende asintoticamente. Per tale motivo V (che 
ha le dimensioni di una velocità) si chiama velocità critica. L'espres 
sione (77) di v mostra, però, che v si avvicina rapidamente a V. 
Ne segue che il moto dopo pochi istanti dal suo inizio è pressochè uni 
forme. 

Si ha qui un'idea del funzionamento del paracadute. Assumendo, co 


me è plausibile in base a numerose osservazioni sperimentali, 
(79) a= 1, uc = 0,08 kg/m}, 


nel caso di un peso di un quintale collegato ad un paracadute di 5 o 6 


m di raggio l'area investita risulta di circa 100 m? e la (70) da 
(80) V = 3,5 m/sec 


che non è una velocità di caduta pericolosa. 

Si noti come, in generale, la velocità di caduta dipende - a diffe 
renza di quanto capita in assenza di resistenza di mezzo - dal peso del 
corpo. Le (70), (78) già indicano chiaramente che a maggior peso corri- 


sponde maggior velocità di caduta. 


MO 
10 — PENDOLO SEMPLICE CON RESISTENZA VISCOSA 


Studieremo il problema del n. 8 supponendo che il punto si muova 


in un mezzo resistente con resistenza viscosa. In tal caso nella (66) 


si Geve supporre 


(81) FV) SV 4 
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Con EG O. 


Si ha pertanto, 


- Aauc£6T 


(82) Rs 


se con Rs 


ferenziale del moto di P 


plice senza resistenza viscosa semplicemente aggiungendo Ri 
[dividendo ogni termine per 


di (52)]. Si ha pertanto 
(53) 7 
sc 
(83) 9 = n 
La (83) 


con le notazioni del 


si denota la componente di R 
si ottiene adesso da quella del pendolo sem 


n. 8 [vedi anche Fig. 3] 
Pi Rr = - Aauc£0 , 
secondo T. L'equazione dif 


aci PI 


mà], anzichè la 


[ve 


rappresenta l'equazione differenziale del moto del pendo- 


lo semplice con resistenza viscosa. Moltiplicando ambo i membri per éèdt 


si ottiene 


(84) 


che rappresenta il teorema delle 


Denotando con 86, > 0 


digg 
a È 8 z coss 


l'anomalia iniziale e supponendo 


| TARE, Aauc pi da 
m 


forze vive. 
80 = 0, 


integrando la (84) tra l'istante iniziale e quello generico si ottiene 
tl 55 g Aauc Ba 
(85) i dai n (Fosso -— C0s6g) = si" 9 dt 
le) 
da cui, per ogni t > O, si deduce 
A ba 
(86) cos8 > cost, + STES a 0% dt . 
mg 
le) 
Poichè il coefficiente dell'integrale di (86) è positivo, si dedu 
ce 
(87) =Bbg # de da 
valendo nella (87) il segno di uguaglianza solo nell'istante iniziale. 
Da (86), (87) si deduce - com'è intuitivo - che P. non esce dall'arco 
8or 80. Pertanto se &, è molto piccolo in modo da poter sostituire 
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sené, con 80 lo stesso accade per sen8 che può essere sostituito 


con 8 e si può stabilire una teoria delle piccole oscillazioni. Intal 

caso la (83) si semplifica in 

Aauc 
m 


(88) 8 + 9 + Te=0, 


di facile studio. 
Nell'ipotesi di una debole resistenza viscosa, cioè di 


Aauc [g 
iii, 2m 5 \ TS 
Posto 
PIREO I) 

(90) x = ALe Lo, = DAMS, 

sà x 4m? 
la (88) diviene 
(91) f+n + end, 


identica alla (II, 103), se in quella equazione si identifica q con 


d 

L'integrale generale della (91) è rappresentato pertanto da (II, 
105), salvo la sostituzione di q con 8. Particolarizzando le costan 
ti A, B in modo che per t= 0 si abbia 86 = 60, 8 = O si ottiene, 


in definitiva 


(92) Beggi [cosut + 2 senot | ” 


da cui si riconosce che P oscilla intorno alla posizione di equili- 
brio stabile [che si ha per 86 = 0] con periodo uguale a - ed ampiez 


za sempre decrescente, con legge facilmente deducibile dalla (92) 


Non è difficile riconoscere che nell'ipotesi 


(93) è val! 


l'integrale di (88) soddisfacente alla condizione 0 = 0 per t= 0 è 
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(94) e=0e5e 0% (1+2t), 
mentre se si suppone 

Aayuc g 
(95) 2m° L' 
esso è 

=NE 
80€ = 

(96) 0e= fa +e ah e, 
con 

222 
(97) na Wade SI L'È; 

am? ù 
Semplici osservazioni sulle funzioni (94), (96) portano a conclu- 


dere che in entrambi i casi P tende asintoticamente e senza mai in- 
vertire il senso del suo moto verso la posizione di equilibrio stabile. 
jo 

dp- SUL MOTO DI UN CORPUSCOLO ELETTRIZZATO IN UN CAMPO ELETTROMAGNETOSTA- 


TICO 
Considereremo il problema dinamico di un corpuscolo dotato di ca- 


rica elettrica, mobile in un campo simultaneamente elettrostatico e ma 
gnetostatico non influenzato dal moto di P. 

Supposto P dotato di massa m e carica elettrica e e detti E 
e H i vettori che rappresentano il campo elettrico e quello magneti- 
co è ben noto che le forze agenti su P sono quella elettrostatica eE 
e quella di Lorentz, e V AH, se v è la velocità di P. 


L'equazione fondamentale della Dinamica si scrive, pertanto 


(98) m # = e (E+vAH) . 
Detto U il potenziale elettrostatico, si ha 

(99) E = grad U 

e sussiste l'integrale dell'energia 

(100) 3mvî - U= E, 
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immediata conseguenza di (98). 

E' interessante rimarcare che nella (100) non interviene il campo 
magnetico, com'era del resto prevedibile dato che la forza di Lorentz, 
essendo ortogonale alla velocità, compie lavoro nullo per ogni sposta- 


mento elementare. Ne segue che in assenza di campo elettrico [U = cost] 
il moto del corpuscolo è uniforme. 

Noi non studieremo il problema dell'integrazione del sistema dif- 
ferenziale scalare associato a (98) nel caso generale di EeH fun- 
zioni generiche delle coordinate di P, ma ci limiteremo a segnalare 
qualche sua speciale soluzione interessante la Fisica dell'elettrone. 
Considereremo, precisamente, due casi: 

a) Moti rettilinei uniformi. Si pone il quesito di vedere se e 
quando il corpuscolo può muoversi di moto rettilineo ed uniforme. Sup 


posto quindi 


(101) 


I< 
UH 


Vo 3 COSt 
la (98) diviene 


(102) HAYo= E. 
Da (102) segue la necessaria ortogonalità di E e H o l'annul- 
larsi di E. Moltiplicando ambo i membri di (102) vettorialmente per H, 


si trova che la più generale soluzione di (102) è 


(103) v_ = —— + 8H 


con 8 arbitraria. L'indipendenza di v, dal tempo e dal posto impli 
ca che E e H sono vettori indipendenti dalle coordinate (oltre che 
dal tempo) e così pure BR. Se in particolare è E = 0 il corpuscolo 
può muoversi di moto rettilineo solo parallelamente alle linee di for- 
za del campo magnetico. 

b) Moti circolari uniformi. Si cercano moti circolari uniformi. Si 
cominci con l'osservare che proiettando la (98) sull'asse delle z, si 


ottiene 
(104) mZ = e(E, + HyX - Hyy) . 


Se E è ortogonale all'asse delle z e H ad esso parallelo, si 


ha 
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(105) E, = H,= H,= 0, 


e la (104) dà z = cost. Ne segue che se inizialmente è z = z = O, 31 
moto ha luogo nel piano 0xy. Supposte verificate tali ipotesi cerche- 
remo moti circolari uniformi nel piano 0xy, con centro in 0. Con ri- 
ferimento a coordinate polari con polo in O, sussistono le (II, 55,56) 


ove si ponga 
(106) refefefa 


Proiettando la (98) sulle direzioni orientate di u e w, si ottie 
ne 


- mr62 = el(réH + Eu) 
(107) 
O = eEy 


ove Ey e Ey denotano le componenti di E secondo u e w. Ne segue 


che il campo elettrico E deve essere radiale e di modulo costante 


(Ew = 0, E = Ey = cost.). Sotto tali ipotesi, se inizialmente risulta 
z= z= O, r=0 e 6 è espresso da 
. = eHr + Ve?H?r? - 4e Eymr 
(108) 68 ——————_—_—________—_—_—_—_—_—_——€& 
2mr 


si ha un moto circolare uniforme con velocità angolare espressa dalla 


(108), purchè sia 


(109) eH?r > 4 EyM . 


sI 


(12) LEGGI DI KEPLERO 
Il moto dei pianeti intorno al sole è regolato da tre leggi fonda 
mentali enunciate da Keplero che nel loro insieme costituiscono la ba- 


RIO 
se essenziale dell'induzione newtoniana che porta alla legge della gra- 


Vitazione universale) Schematizzando il sole e i pianeti in altrettan- 
ti punti materiali tali leggi possono enunciarsi: 

1) Le orbite descritte dai singoli pianeti sono delle ellissi di 
cui il sole occupa uno dei fuochi. 


2) Le aree descritte dai raggi vettori che congiungono il sole ai 
— e--YT__er 


. . . . . . . . . . \ 
pianeti sono proporzionali ai tempi impiegati per descriverle.) 
| — ri —_ en LI 
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na, 


Dalle prime due Leger di Keplero si deduce che il neRS di ogni pia 


neta rispetto al Sole è un moto centrale con centro nel Sole. Poichè la 


velocità areolare è costante essa coincide con il rapporto tra l'area 
rai 
dell'ellisse descritta.dal..pianeta che si considera ed ZI: periodo T del 


re YI 


l'intera rivoluzione) Denotando con a)e (b) i semiassi maggiore e mino 


re di tale ellisse, si ha, pertanto [e = doppio della velocità areale]. 


2ieb. A arabo 
a 


{8 10) c = T 


SI 
Fd 
{13 LEGGE DI GRAVITAZIONE UNIVERSALE 
Supponiamo che il sistema di riferimento polare abbia il polo nel 


Sole (Fig. 4) e l'asse polare 


orientato verso il vertice più 


vicino dell'ellisse descritta 
—_—__—_ - 


dal generico pianeta 
quazione di tale ellisse è 


Di 
2 
(©1159 r= b 
a(1 + e coso) 
ove con & ) se ne denoti l'ec- 
SS centricità... 
Da (111) si deduce 
1 a(1 + e cos0) 42 - SE desti 
(112) = nn | Ci 
È be ao? b? 


Potche Po si muove di moto centrale con centro nel Sole si manten 


gono valide le formule contenute nel ne del Cap. II. | £E LE 
La (II, 74) in base alle (112) diviene 


Vox lina 
a W sv 
(113) Ca GO ica ca e 


che, tenuto conto della (110), può scriversi 
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(114) "RE RS ep 


= 


Poichè l' accelerazione trasversa è nulla la forza che S esplica 


su_P è | proporzionale ad Sei Si deduce così che la forza subita dal 


S 


pianéta da parte del Sole è inversamente proporzionae al quadrato del- 


la distanza ma il fatto più notevole di questa deduzione è che il coef 
r—_—oeele 


ficiente di proporzionalità è lo stesso per tutti di pianeti) come risul 


‘tenendo conto della terza legge di Keplero. 


Da chiaramente dalla (114) 
Ciò ha fornito sostanzialmente a Newton la base per la formulazio 


ne della legge di gravitazione universale (XIII, n. 14) permettendogli 


eee 


di intuire che le forze che si esplicano il Sole e i pianeti sono dovu 


te alle loro masse _e, anzi, si manifestano sempre tra. due masse, qua- 


lunque siano le loro condizioni di moto. \ 
et e Le OO. AL 2 


el se 


{ 14-- MOTO DI UN PUNTO MATERIALE RISPETTO AD UN ALTRO — PROBLEMA DEI DUE CORPI 
i Siano S e P due punti materiali isolati che si esplicano vicen 


devolmente forze dipendenti solo dalla loro distanza, r.i Ci proponiamo 
di studiare il moto di P _eelativo ad S:) cioè, sagra ,_il moto 
e a « si da 


di P _rispetto ad una terna, Ti avente 2! origine in e assi di 07 di 0- 


rientamento invariabile CIS et elle i problema si si 


presenta, ad es., in Meccanica: celeste quando si studia il moto di un 
BOSS Se ese E MESS. ACE 


pianeta rispetto. al Sole e nella Fisica atomica quello di un elettrone 


‘intorno al nucleo dell' ‘atomo, nello o schema offerto. dalla teoria a di Bohr. 


_——____——_—— ret 


Denotiamo con M ed m le masse di S e P, con as l'ac erazione 
Ss: 4 pietra 


di S_ rispetto ad un riferimento. sn FCR con a quella di P nel 
suo moto rispetto alla (1) 

Il moto di trascinamento è traslatorio. Di conseguenza la forza 
complementare è nulla mentre quella di trascinamento si riduce a - mas. 
Indichiamo con F(r)u la forza che S esplica su P, u essendo il 


versore di PS. L'equazione (XIII, 13) che regola il moto relaclra di 


P si scrive ud 


i \ E DA 
115 = na . o se d si 
( ) ma F(r)u - ma, ue el A, x 
Inoltre, essendo S soggetto alla forza - F(r)u , si ha | 
SA |a 


(116) Mag = — F(r)u . 


Ì 


Da (115), (116) segue 
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(117) m*a = F(r)u , 
con 
mM 
* — 
(118) = ep - 


Si riconosce che il moto di P relativo ad S avviene come se 


S fosse fermo (e la 7 solidale alle stelle fisse) ma TRI dotato del 


la massa _m* < m. Se però, M è preponderante 1 rispetto ad m , n° coin 


cide quasi con m [vedi (118)] e il moto relativo di P avviene prati 


camente come se S fosse “fermo. Tale circostanza si presenta ‘nel moto 


_della Terra intorno al_Sole.. 


Comunque è chiaro, in base a reauea] È che si potrà studiare il moto 


di P relativo ad S supponendo galileianalla r\ ma pensando la mas 


Isa di GU espressa da Fr Pertanto ,supporremo la T tale che il suo 


piano FA coincida con il piano del moto relativo e_in 1 questo _piano 


assumeremo un sistema di ecordinate polari, r, 8, con polo in S. Si 


mantengono valide,così, le formule stabilite nel Cap. II n. 14. La for 
II ===. 


za effettiva agente su è conservativa (XII, n. 4) e il suo poten-" 


ziale espresso (XII, 26) da 


4% i ; ing tMam \ dr sb#; 
(119) ©) ID lie] e 


Il principio di conservazione dell'energia (XIV, 41) applicato al 
moto relativo dà, tenuto conto di (II, 76), (119) e supposto non rettili 


neo il moto relativo di (P), Gi SA \ 
\ = ÙU ge =» fi; 
T 2 ont à 
m*c? d = 1 
(120) [eta) + —| - U(r) = Eo , 
2 de r? 


ove c# O denota la costante delle aree ed \Eo\ il valore costante del 
e n er eerenezziontt = VERZSI 


P_ nel suo moto relativo. | 


E evidente che la (120) si integra per separazioni di variabili. 


La traiettoria del moto. relativo viene, così, determinata non appena di 


di di dedurre mediante. ‘ùna quadratura 8 come funzione del tempo, il 


essa si conosca un punto e il valore di Eo. La (II, 71) permette quin 
__Fo% Dn 


che individua la legge oraria sa moto relativo. 
8 
cr EL) 
Ma » A E —_ 
y + (40 è Va / 


354 


Se la forza che P ed S si esplicano vicendevolmente è quella 
di attrazione universale il problema del moto di P relativo ad S si 


chiama problema dei due corpi. In tal caso è (XIII, 23) 


(121) rif asa, disk, 
r2 L 
ove h denota la costante di Gauss. 
Senza neppure bisogno di integrare la (120) per separazione di va 


riabili si ricava subito l'equazione della traiettoria di P nel suo 


moto relativo facendo uso della formula di Binet., Da (II, 74), (117), 
(121) segue, infatti [tenuto conto che la (II, 74) esprime l'accelera 


zione radialefsecondo fil raggio vettore orientatofaa S verso P]I 


aL‘ 1 
(122) '&) _4 î i 
dx p ì 
eis: { 
con _® 
Ì LN 
m*c? ro nanni 
(128) P=" ie" ib Fa) © pal 


L'integrale generale di (122) si può porre nella forma 


1 1 + e cos48 -X) | 
CAO RE | 


(124) P 


con e e \ costanti arbitrarie. 

Si tratta di una conica di eccentricità e e parametro mp aven- 
te un fuoco in S. In base a (124), da (120), tenuto conto di (118), 
(121, 2), (123), si deduce 


e? - 1. 2Eo 
(125) nà Sa 
Dalla (125) si ricava e z 1 a seconda che sia Ego z Os 
Si riconosce così che la conica descritta da P nel suo moto re- 
lativo è un ramo di iperbole, una parabola o un'ellisse secondo che la 
energia totale sia positiva, nulla o negativa [quando U sia espresso 
da (121, 2)]. Supposto che la traiettoria di P non sia una parabola 


e indicato con a e b i semiassi maggiore e minore, dalle note formu 
le 
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2 2 
(126) gui, alotasgt 
a a? 
e da (125) si deduce 
hMm 
(127) |Eol = a . 


La (127) si può ritenere valida anche nel caso che la traiettoria 
relativa di P sia una parabola, dato che per a + ® si deduce E=0. 
Si vede, pertanto, che la grandezza dell'energia totale ferme re- 
stando le masse di S e P dipende solo dal semiasse focale della tra 


tettoria relativa. 


Se Eo < O, la traiettoria del moto relativo di P è una ellisse 


ed il mo o è periodico) Denotando con T il _periodo, confrontando . la 
110) con Ta (123) e_te tenendo co conto di _tta6a 1a si deduco 


3 
(128) CC h(M + m) 3 


T2 4 72 


Si riconosce così che se l'energia totale è negativa mentre si man 
E uNE:EEE--T:nR®*EMEE rimane ee 


tengono valide le prime due leggi. di Keplero _lo stesso non accade della 


EST] 


3 
terza, |in quanto la (128) implica la dipendenza di s- dalla massa di 
È za, \ eee TE TE Tres. 72 SA 


PI Se però fm] è molto piccolo. di fronte a. MM. il. rapporto = 


za legge 


ritenere praticamente indipendente da m e si ritrova la te 
‘di Keplero. ‘ Tale circostanza che permette - - come è stato osservato - di 
ritenere praticamente inerziale la T , si verifica nel._moto dei piane 
ti intorno a1 Sole, dato che questo ha massa preponderante rispetto ad 
essi, e induce a ritenere la terza legge di Keplero come praticamente 


esatta. 


i 
} 
ML 


(13 DEVIAZIONE DI UN GRAVE VERSO ORIENTE 
Da oltre un secolo è stato osservato che un grave cadendo senza ve 
locità iniziale in aria calma devia dalla verticale. Il fenomeno si spie 
ga benissimo se si tiene conto in modo completo del fatto che una terna 


solidale alla Terra non è inerziale. 
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Occorre pertanto studiare il moto del punto tenendo conto oltre 
che della forza di trascinamento anche di quella centrifugo-composta, 
cioè identificare l'equazione fondamentale (XIII, 2) con quella della 
Meccanica terrestre, supponendo che l'unica forza effettiva agente sul 
punto sia l'attrazione terrestre (XIII,50, 52), 


(129) a ge 20 A Vg 


ove il significato dei simboli è lo stesso che in (XIII, n. 18). 
Supposta sferica la Terra, 
riferiamo il moto di P. (che 
supponiamo nell'emisfero Nord) 
ad una terna trirettangola le- 
vogira con l'origine nella sua 
posizione iniziale, Po, e aven 
te l'asse 4 tangente al meri- 
diano e orientato verso Nord e 
l'asse y parallelo alla con- 
giungente P., con il centro 
della Terra e orientato verso 
il basso, di conseguenza x ri 


sulta tangente al parallelo per 


S Po e orientato verso oriente 
Fig. 5 [verso levogiro rispetto a SN; 
vedi Fig. 5]. Essendo lievissi 
ma la deviazione della verticale dalla direzione del raggio terrestre, 
g Si può ritenere parallelo a y. Detta e la latitudine di Po, e 
tenuto presente che War è parallelo e concorde a SN, si ha 


(130) g = (0, g, 0) , 8, # (0, wr sene, w, cose) . 
Proiettando la (129) sugli assi, si ha, in base a (130), 


x = 2w, (y cose + Z sene) , 


(131) y 


- 2wu, cose X +9, 
z=- 2w, sen XxX . 


Supposto che il moto abbia inizio a partire dalla quiete, alle 


(131) bisogna associare le condizioni iniziali, 
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CIS 
(132) x(0) = y(0) = z(0) =0 , &x(0) = y(0) = z(0) = 0 


Integrando una volta le (131, 2), (131, 3) e tenendo conto delle 


(132), si ottiene 


(133) y = - 2w, cose x + gt, z=- 24, sene X 


Sostituendo le espressioni (133) di Yi, z nel secondo membro di 


(131, 1), si ricava 
(134) x + 4w2 x = 2w, cose gt , 


il cui integrale generale è 


cose 
(135) x = A cos2w,t + B sen2w.t + Za 


gt , 
pa 


con A e B costanti arbitrarie. 
Queste si determinano tenendo conto delle condizioni iniziali.Pre 


cisamente le uguaglianze della (132) che riguardano la x si traduco- 
no, tenuta presente la (135), in 


cose 
241 ,B + Zu g= 0 


Il 
(©) 


(136) A 


Insieme a (136, 1) si ha, quindi, 


cose 
(137) B=- : 
407 
e la (135) diviene 
cose 
(138) x = g (- sen2w,t + 2w,t) 
4w? 


a 


La (138) mostra che la x è positiva e non decrescente in ogni i 
stante successivo a quello iniziale [t > 0] il che indica, dato il par 
ticolare orientamento dell'asse delle x, una deviazione di P. verso 
oriente. 

Dalle (133), tenendo presente la (138) si ricavano mediante delle 
semplici integrazioni y e z. Si trova così anche una deviazione del 
grave verso l'Equatore ma più lieve di quella verso oriente. Del resto 


tale altra deviazione risulta evidente se si riflette che, in base a 
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(133, 2), la componente della velocità di P rispetto a z è negativa 


per ogni t > O, dato che positiva è per t> 0 la x. 


AE 
> > 
CI PUNTO MATERIALE DI MASSA VARIABILE 
La tecnica dei razzi e degli aerei a reazione ha reso di grande at 


riale di massa variabile, mentre tratteremo nel Cap. \XXI quello del cor 


po rigido di massa variabile. 
Sia m la massa del punto P all'istante t e m' > O quella 


espulsa o catturata da P nel tempuscolo dt a partire dall'istante 
t. Per motivi di chiarezza conviene considerare separatamente i due pos 
sibili casi: 

a) P espelle materia. Nell'istante t + dt sia P' l'elemento ma 
teriale costituito dalla massa m' (che supporremo per ora non nulla) 
che nell'intervallo dt si è separato da P, v' la sua velocità. Il 
corpo considerato, C, che nell'istante t è stato schematizzato nel 
punto materiale P, nell'istante t + dt va invece schematizzato nel 
la coppia di punti P e P'. Dette Q° , Q* le quantità di moto di C in 
tali due istanti e denotando con v e v + dv le velocità di P ne- 
gli istanti t e t + dt, si ha evidentemente, 


P 


* 
(139) (O = MV , SE = em) (v + dv) È m'v' + ‘ d L 
È l “da va Mi dode, 
a cui segue cn 9 ' o 
’ % ‘Ae 
(140) AQ = Qt - QU = mdav + m'(v' - v) - m'dv 
b) P cattura materia. Sia P' l'elemento materiale di massa m' 


(che supporremo, per ora, non nulla) che nell'istante t sta per esse 
re catturato nell'intervallino dt da P, v' al sua velocità general 
mente differente dalla velocità, v, di P nel medesimo istante. Nello 
istante t + dt la massa m' si è associata a P, P' si è ad esso so 
vrapposto e possiederà la medesima velocità di P. Le espressioni della 
quantità di moto del corpo che nell'istante t è schematizzabile nel- 
la coppia di punti P, P', distinti, mentre nell'istante t + dt è rap 
presentato dall'unico punto P di massa m + m', sono, pertanto, 


(141) QU=mv+m'v', Q*= (m+m')(v + dv) . 
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Da (141) segue 


(142) 40 = Gg” - 0 = Maw & n° (vv > w) cd n'dY è 

Alle (140), (142) può darsi un'unica espressione. Basterà a tal 
fine denotare con dm la massa perduta o catturata da P nel tempu- 
scolo dt, supponendo dm 7 O a seconda che si tratti di espulsione 


o di cattura. Conseguentemente si ha 
(143) m'=dm> 0, 


valendo il segno superiore o quello inferiore secondo che si realizzi 
il primo o il secondo dei due casi. 

Motivi di continuità portano a ritenere che in generale dm e 
dv sono in ogni tempuscolo dt piccole di fronte a m e v. Per ta 
le motivo nelle (140), (142) i termini m'dv risultano trascurabili 
di fronte agli altri. Di conseguenza, tenuto conto di (143), le (140), 


(142) si identificano nell'unica uguaglianza 
(144) AQ = mdv + dm (v - v') . 


Sia R il risultante delle forze esterne agenti su C nell'istan 
te t, cioè, precisamente, delle forze esterne agenti su P se tratta- 
si di fenomeno di espulsione, su P e P' se trattasi, invece, di cattu- 
ra. Supponendo che l'emissione o la cattura di materia abbia luogo in 
modo continuo e che il moto stesso siddisfi a requisiti di continuità 
e, inoltre, che la legge fondamentale della dinamica sia espressa dal- 
la (XIII, 3) da (144) segue 


(145) mdv + dm(v - v') = R dt f bat 
da cui si deduce 


(146) ma = R+ (v'-v)m, 


che esprime l'equazione fondamentale della dinamica del punto di massa 
variabile. Si constata che la variabilità della massa, espressa da m 
(generalmente noto), produce su P una spinta dipendente dalla veloci 


tà relativa v' - v di P' rispetto a P. 
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Supposto R = 0 e proiettando la (146) sui versori T, N, B del 
i o: 


triedro fondamentale della traiettoria di P, da (146) si deduc / 


LI N 
ms = m fui n=) \ 
so. Ra 
(147) mi amm, / 
p N FE 
j È 
= ' / 
(o) VE / 
ove VI î W 7 VR denotano le componenti di v' rispettivamente se- 


condo T, N, B e op il raggio di curvatura della traiettoria di P. 


Si riconosce subito che se v' è parallelo a_ v(vj = vg = O) il moto 

è rettilineo per l'annullarsi di z . Se, invece, la velocità rit 

v' - v di P' rispetto a P è puramente normale si ha VI - S= 0. 
è uniforme. 


Ne segue che la spinta ha solo effetto deviatore e il moto 


In tal caso le (147) danno 
: m 

(148) S = So > COSÌt., ee 5 dg 
m 


da cui si deduce che p è costante quando e solo quando risulta 
Br 
(149) n 3 cost 


In tal caso il moto può essere circolare uniforme. Ciò accade, in 


particolare, quando si ha 


(150) W = cost., m(t) = mo e 


con a e my costanti. 
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CAPITOLO XXI 


n DINAMICA DEI CORPI RIGIDI 
3 L x  —IEIE*W®*” ot 
Gi EQUAZIONI DI EULERO | 
Sia C un sistema ri ido ed (S) u un suo punto. Se 


coincide con it "bavioentro di. @ D' espressione del _momento. delle quan 
tità di moto rispetto ad a è (XI, 44) 


327, 


AMA <- i + j; ua rale Aerei 

(OJ { LC cn e (Fap Api + Bal + CEE | CU Pi 

nare ” vr ui VP TT 

—— ove A, B, C. sono i momenti principali d'inerzia di C rispetto ad © 
(X, n. 4), i, jr K i versori dei corrispondenti assi principali d'iner 
zia, È, n, 3 e tp,g,r le CONRanenki. pela velocita sugolere. w di 


7_siapelto a Er me ku, ta 
"a_i “segue | ETATI Hot 
CIAL GIAT GAM 
dt", AP, di di dk 
dt Aqgvit5Bar11C at K+AP gi + BA + 


Res f p: 24 foi 4 7 Acri 


vee {- LR 


Ricordando le formule di Poisson. (III, 4), il teorema del momento 
delle quantità di moto [XIV, 18, per T= "25 nel caso che ® sia fis 


so o coincidente con il baricentro di C, si scrive, in base a (2) 


© AggitBaritCak+taAKk=Mg 9 


mie ) 


ove con si denota dl. momento risultante rispetto ad © delle 


e; Tenendo presente la (1) e indicando con uo”, ml°) sa 
le componenti di mie ei, rispetto agli assi solidali E, Ra T = Pata 


proiettando su tali assi, si ricava 


apj- ‘(8 = cvarj-/m{® , 

Ls > SRI 

3 CIAD et e, . ai 
O) Bg = (@@ A)pr “Pi \a 
Ct - (A- B) pq tut x 


Le (4) (come pure le equazioni che si ottengono proiettando l'e- 
quazione che esprime il teorema del momento delle quantità di moto su 


assi solidali non coincidenti con quelli principali d'inerzia) si chia 
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mano equazioni di Eulero e sono di notevole importanza per lo studio 
del movimento dei sistemi rigidi, sw at | 

nia pia TAO Lr = tasto Ape4ra 
OSSERVAZIONE - L'equazione vettoriale (3) può presentarsi in forma più 
sintetica mediante l'uso della (XI, 46) per la quale, tenuto conto che 
è vg 3 0, si ha Kg = sw . Tenendo presente che le componenti A, ..., 
C' di o rispetto ad assi solidali sono delle costanti e ricordando la 
regola di derivazione (III, 15) di un vettore variabile, il teorema del 


momento delle quantità di moto e anzichè la (3), la forma 
Ù ( ; " t 
(5) | cw + ww A 0% = © | | Trgiiuo ill A MII 
POE, dt DIN) = 
di x dla cutul, do di WI 


2 — TEOREMA DELLE FORZE VIVE PER PAIR IRSA, ISIN DELLA 
ENERGIA 
E' stato già dimostrato che il lavoro delle forze interne è nullo 
per un qualunque spostamento infinitesimo di un corpo rigido e, in par 
ticolare per il suo spostamento effettivo. \ renuto conto dell'espressio 
‘ne (XI, 67) della forza viva di uno sistema rigido e della (XII, 59) si 


conclude che #1 teorema delle forze vive pe DIRLA Re rigido si espri 


me nella vio RE 


{| 


[mvà +Ap? +Bq? +Br?] = IR) xy + n” x w] dt 


(6) a v, 


di 

2 
ica VE © De 

ove, ricordiamo: w è la velocità angolare di Cl, v, la velocità di un 

suo sing ELI quella del baricentro, A, B, C i momenti 

centrali d'inerzia di °C7 7 qr r le componenti di w secondo gli as 

si centrali, ecc. 


In particolare, se i vincoli compiono lavoro effettivo nullo - co 


me, ad es., avviene. nel” caso “di vincoli ‘lisci e indipendenti dal tempo 


Ri), 6°) (ea) 


(XV, 29) - nel secondo membro di (6) si riducono ad R 


pe, Se in più le forze attive sono RA A vale il principio 
EN EEE 

di conservazione dell'energia, espresso nella sua forma più generale da 

(XIV, 40) o, se si vuole, da (XIV, 41). Esso,nel caso dei sistemi rigi- 


di, diviene 
(7) - [mvi + Ap?) + Ba) + Cr21+(Ne = COST: = Eb. , 


se con Ile si denota l'energia potenziale delle forze esterne e con 
Eo l'energia totale di CC. In particolare, nel caso di un corpo rigi- 


do con un punto fisso, 9, basta adoperare l'espressione (XI, 66) della 
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forza viva di C perchè l' integrale dell! ene ‘egto-assuma_ + espressione 


i raragiriza TT a 


più semplice] Ar = = 


(8) |3 lAp? + Bq2 + Cr2] + Ig = E 


ove p, qg, r denotano le componenti di w rispetto agli assi princi- 
pali d'inerzia di origine (2) e (A}{B)(C ) i corrispondenti momenti prin 


cipali_ d' inerzia) 


VI 
3 — MOTO DI UN SOLIDO CON UN ASSE FISSO PRIVO DI ATTRITO 
Sia C un corpo rigido con un asse fissò  d, privo di attrito, Es 


PI % n % —czrz=Ttieeet em? 
so ha, evidentemente, un solo grado di libertà e la sua posizione rima- 


ne individuata dall'angolo, 8, formato da un semipiano uscente da _ d_e 


i —_—__ ___EEeeTEIeeEO!_- 


solidale al corpo con uno. fisso. 


‘pure uscente da _ d _d. (Fig. Ts 
Il momento delle quantità di 
moto,( Kg, rispetto a_ n è e- 
spresso (XI, 51) da_Ka.= 98 , 
ove y denota il rimente did 


nerzia di C__rispetto DI. di 


Il momento risultante delle 


reazioni vincolari rispetto. a 
= i ee 
dir in assenza di attrito, è nul 


lo Ev, n 11, e)b. Di consen 


guenza, proiettando su a l'e- 


quazione esprimente il teorema 


rig. 1 del momento delle quantità A 


moto (XIV, 18) rispetto a ad un 


polo, T, scelto su. Si. ottiene! 


9) gi = ne, 


(e,a) 


ove Mg U rappresenta il 1 momento d' inerzia rispetto a_d delle for 
ze esterne attive] (e di quelle apparenti del moto relativo s se occorre _ 
| tenerne conto)} | a 

In generale \ uf ia: funzione di .\6, 6 e t e la (9) costitui- 


sce l' equazione differenziale che regola ogni. possibile moto di C. Il 


suo integrale generale dipende da due costanti. arbitrarie da determinar 


si imponendo le condizioni iniziali, imponendo cioè che alt) e alt) 


SETTI 


abbiano prefissati. valori, Por do. “per ts 0. 
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dipende solo da 8 il che accade certamente se le for 


ze attive. sono posizionali, posto) 


(10) IU (6); = fusero (0')de' , 


da (9), NOLA RLRZSA per 6; si ottiene 
cani 


dA pad 
(11) at 25° 7 dt | 


da cui segue 


(12) 3582 - u(6) = cost. = E = } 16% - U(60) 


che costituisce 1° ‘integrale dell'energia e può anche dedursi per via 


diretta, prescindendo. dalla (9), 
PE (12) si deduce; 


de _ V8 
(13) ae! Ypie+ vo) 


da cui segue 


8 PS 
(14) / = eee 
?o V5 (E + U(8)] 


che determina 6 in funzione di ti La scelta del” segno + 0 - nelle 


(13), _(14) va, fatta i in dipendenza da t e richiede una accurata discus 


sione del moto di c. 


- —_-- ri iii 


B = Va 


Determinato il moto di Cl come conseguenza dell' integrazione del- 
de 


la ELE rimangono determinati la quantità” di moto, Qi espressa da (XI 


#7 


22) e il momento delle quantità di moto, -K espresso da (XI, 48), di 


ni X 
C. Conseguentemente, le equazioni cardinali o - se si vuole - il teore 


ma del moto del baricentro e il teorema del momento delle quantità di 


le reazioni prrrnnne 
ie PRRELONE A 
Precisamente, distinguendo le forze esterne in attive e vincolari 
gle? 8-9) gle: Vv) ; 
, 


colari e con (612), sE 


e denotando con i risultanti delle forze attive e vin 


i loro momenti risultanti rispetto ad un 
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polo T comunque scelto su7d] le _(xIv,19, 18) “daga e 


con_i secondi membri completamente noti .| Fia Li 


E! bene tener presente che le espressioni di |a e sono, in 


base a ri1, 48) con fa = tf fisso) e (XI, 48, con (Q = T, fisso) 


Lal TI 


Il 
€ 
> 
H 
Q 

I 
= 

N 
Q 

* 

Q 


Il 
' 
(P) 
H 
+ 
» 
tu 
I 
O 
han 
fa 
<} 
D 


ove G* è la proiezione di @ su @ (vedi Fig. 1), i _ ij, k_ sono i 


versori di una qualunque terna. solidale. a CC, avente .l'origine.in T e 


l'asse ya “coincidente con d, ni E° de il momento d'inerzia di C ri- 


spetto a d _e A', B' i primi due momenti di deviazione (X, 19 o 21). 
Insieme alle pi si deve ritenere (XI, 304 1)) 


(17) 


Data la fissità dell'asse ha di e invariabile. _Di con 


seguenza (w ) è parallelo a lal e da "dt, AID si vede. rede che condi zione 


necessaria e sufficiente per l' annullarsi di (ag). è Ll' annullarsi di E ich) 


cioè l'appartenenza a d_ di Gc) vi 
Paciotti ii nn 


Da (16, 2), tenendo conto delle formule di Poisson, si deduce 


pre, Gi 


Il 
K IAS = 
Fei © w A (B'L + ORIO SL RI III E les 


(18) 


che, in base a (17), diviene 


(19) 2 = (a'682 - B'é)i - (B'82 + A'6)j + C@k 


Da (19) si riconosce che il componente di Kr normale a k, ha il 


modulo, b: i espresso da 


(20) n= Vi? + Biz) ta + a2) 


È 


da cui si vede che condizione necessaria e sufficiente per l'annullar- 


si di N7 è che sia A' = B' = O, cioè che d sia asse principale di 
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inerzia rispetto a _ T. 
Poichè il vincolo è privo d'attrito sn” iv) è ortogonale a di Di 
UR = aq11@g@r@;9 si 


conseguenza il contributo (dinamico) (3 vi alla formazione di mlerV) 
* Pat) TAI ax 


dipende esclusivamente [vedi (15,2)]dal componente normale a.d idi de 


Si deduce di conseguenza, in base a (15) e alle osservazioni fatte sul 
ROS) e CONS SIL lla PRIA 


l'annullarsi di ag € NT che condizione necessaria e sufficiente af- 


finchè le reazioni che st destano durante il moto di un corpo rigido 


con un asse fisso privo di attrito abbiano Lo lo stesso ri risultante e lo 


stesso momento risultante di quelle. che st hanno nel caso statico (XVIII, 


ee — uti ce 
13,14) è che l'asse fisso sia asse centrale | d'inerzia) (cioè contenga G 


e sia asse principale d'inerzia rispetto ad un suo punto, T). (ch 


E' questa la condizione desiderabile per un albero di macchina in 
ESTA TR A 


rapida rotazione, affinchè non si destino sollecitazioni vincolari trop 


sti e 


—_=—_ ,.©Òe+zÒeÙaÙÒaÙa&ÀÒ++z++-+z+zÌT'_-- ——rmi—u——_—<€_ _______________=mb 
po elevate., Si pensi che già it in condizioni di moto uniforme [w = 0] se 


G non appartiene a_ d iI con contributo di uma, alle reazioni del vinco- 
PERE e MT eda a 
lo può essere molto elevato, data la _Gipendenza di a dal quadrato di 
ig gi e para Si 


RR 4 
‘ [vedi (16, 1)] , tenuto conto delle elevatissime velocità angolari 


che si raggiungono nelle _macchine moderne. 


= “I 
14, | A | so 
pene ra bas = Pr? 


e SÙ, 
LU, 


n TIA SOLE i 1, da 


Supponiamo che il vincolo sia realizzato fissando due punti fil 
92, di €. Conviene in tal caso assumere come origine, 9, degli assi so 
lidali di riferimento, Yi,\il punto Qi Indichiamo con _$} di compo- 
nenti qui): e è, di componenti Ri le reazioni in. 2, 2 e con 
y{°° le coordinate di _G.l Siano, inoltre, X; ed M;j le componenti ri 
spetto agli. assi solidali di rle: = "agi e y3 la coordinata 
Y3 di 2. Supponendo voticilante con 2 il polo T dei momenti, le 


(15), in base a (16), (19), danno 


SE fa 
- m(yf9? (de + y69) È, 


dii + dai E 
. (6) 2 (O) 
dn + d22 = - M(Y2 ec gr 0) — Koi 4 
dig 4g = — a 
(21) 
- Y3 $29 = A'02 - B'@ - M} , 
Y3 627 = 7 (B'92 + A'8) - Ma , 
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Le (21) sono analoghe alle (13), (14) del Cap. XVIII (salvo che a 
ae 4 A fl 

desso gli assi di riferimento sono mobili con, C),. valide nel caso sta 

tico. La (21, 6) equivale alla (9) e determina il moto di C. Si rico- 


nosce subito che le prime due delle (21) e le (21, 4), (21, 5) determi 
nano [gue d217 dazi d22 PEdEre BELIE Anas è determinata solo la somma. 


zioni rimangono fecmaninate a meno di una co coppia è di braccio o nullo) 


Se però, l'asse d è in 22) solo costretto a stare entro un ma- 
TR ceo ui 


nicotto cilindrico fisso di raggio leggermente più ‘grande (con vincolo 


liscio) risulta è = = d l' indeterminazione di cui sopra sparisce) 
SRI ni risse NC) SINO x = 


* gle 


_ 4} PENDOLO COMPOSTO 


Si chiama pendolo composto un corpo rigido pesante con un asse fis 
> ee eZ 
so orizzontale privo di attrito. 


Mantenendo tutte le notazioni del numero precedente, si ha 


Assumiamo come asse fisso fr ta vert 
® "i 
ta verso il basso (e z coincidente cor con. win Melo): mò semipiano fissodiri 
£—— III e LATTA mer eee _ 


"ferimento. ueti iniFaso d 
delle x.) sia l'angolo di tale semi-. 
Ppianoe di quello solidale_a. 


to dall'asse z e contenente G*G. 
i IO i int 
In effetti è è l'angolo di x èé G*G 


come chiaramente risulta dalla Fig.2 
che rappresenta una sezione normale 


del diedro formato dai due semipiani 


di, qui sopra (fatta con il piano xy). 


Da (22) si ha subito 


& il (gi 


_ 


 _ly(erd 
(23) V6-) | dg = - màg* seno > SERrA a 
pur d'intendere * = |G*G|. wu * | 
La (9) diviene, di conseguenza, Al pi ua DI 
£ di N tu ’ 3 
sli H- E ni sen@ . Dee e 


La (24) è analoga all'equazione differenziale che regola il moto 
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del pendolo semplice (XX, 53)) Confrontando la (XX, 53) con la (24),si 


riconosce subito che il pendolo composto oscilla come il pendolo sempli 


ce di lunghezza || "== 


(25) gdaeaccsesser®  y 


si denota il _giratore di € rispetto alla parallela. a d 


se con A 
per DIL baricentro. 


& si chiama lunghezza ridotta del pendolo composto e risulta mag 
lp n —_—rtr_—+ 


giore | di_ kh I e rappresenta, _pertanto, la lunghezza di quel pendolo sem 


plice che oscilla allo stesso modo del pendolo ‘composto \ In _particola- 
ren il . periodo, _T, delle _piccole oscillazioni. del pendolo composto si 


ottiene da quello del corrispondente. pendolo semplice introducendovi la 


espressione (25) di gg. Si trova: \ 


(26) T= 2" =_= 4 


i vi MOTO DI PURO ROTOLAMENTO DI UNA RUOTA SU UN SUOLO ORIZZONTALE 


_Sia € un disco rigido pesante con giacitura verticale e libera- 


mente appoggiato ad un suolo orizzontale rigido.\ 


Supposto che il baricentro, 
Gy di. € coincida cor il suo 
centro geometrico, pensiamo € 
soggetto ad una trazione oriz- 


zontale rappresentata da una 


forza, F, orizzontale applica- 


“ta in G e contenuta nel pia- 


no, Tt, del disco e ad una coOp- 


pia di momento: H, 24 saso 0x- 


togonale. Lo studio del moto di 


C__dà un'idea di quello di una 


ruota o di una delle ruote con 


asse comune di un veicolo sog- 


Fig. 3 getto a trazione « e ad una cOp- 


pia motrice. 


Noi limiteremo il nostro studio al caso che la traiettoria di G 


sia rettilinea. 
Si tratterà, in tal caso, del moto del disco in un piano verti- 
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cale che assumeremo come piano Xy supponendo x orizzontale e y o 


rientato come la verticale ascendente. Supponiamo l'asse di simmetria, 


|, di |C. orientato come l'asse delle 2. Detto Q un prefissato pun 


to della circonferenza che delimita il ppi sia 6 l'angolo di cui 


deve ruotare in verso _destrogiro. rispetto è x la semiretta, y' 


con- 


dotta ì per G parallelamente al semiasse positivo y. per sovrapporsi 
all' orientamento di GO (Fig. 3) 
Detto c3 il versore du © } (e di z), la velocità angolare di Cc 


(27) Î w = - 663 |. 

Detta Vo la velocità di G, la condizione che il moto sia di pu 
ro rotolamento (Cap.VI, n. 1) si traduce analiticamente nella uguaglian 
= GCz Rd V-6K) - ÈRAI 
(28) VARA + w A GC = 0 Vene AGE 


che esprime (III, 28) la condizione di annullamento della velocità (di 
strisciamento) della particella,(C) di O) che si trova a fungere da 
particella di contatto col suolo.) Invece la condizione che permanga il 


contatto tra il disco e il suolo (moto di confine) si esprime evidente 


mente nella forma i x v } 
ar PET ME; 

e TT (o n -D) 
(29) |Y "e Ra \ adi 

Lee i i} — 

+ gl } 

se si denotano con Ya! | le coordinate di G_e con r il raggio 
Gi Ge 


La (28), proiettata sugli assi y, z dà delle identità mentre se 


la si proietta su x si ricava\ 


(30) (Xe T re =O0,, 
che può sostituirsi con 
(31) 


se s'intende scelto Q in modo che sia 6 = 0 quando € coincide 


con 0, in accordo con la (VIII, 25) I 


Ci limiteremo a considerare il caso che F ed M siano tali da 


produrre singolarmente moti di. C nel verso delle x crescenti. In 
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tal caso detto, al solito, c} il versore di x, risulta 


(32) le= Fei, M=/- Mc3, (F>0, M> 0) 


Il teorema del moto del baricentro (XIV, 19) si scrive 


(33) Imag= mg +F +90) 


Il moto relativo al baricentro è rotatorio intorno a À con velo 


cità angolare wì) Supposto che \ sia asse di simmetria sio e anche 


in riguardo alla distribuzione. delle masse ne segue che il momento del 


le quantità di moto nel moto relativo a / (che coincide con quello 


del moto di € rispetto agli assi fissi (XI, n. 6, in fine) è espres- 
so (XI, 52) in base a (27), da 


(G) ù 
(34) Kg = — mog0ca è 
ve 0g _Genota il girato i © rispettoa | 


Il teorema del momento delle quantità di moto, nel moto relativo 


al baricentro, si scrive pertanto, 
23) ) 
(35) - mpZ6C3 = M + GC A è . ie 
Da (33) si riconosce che |[é$| è parallela al piano xy. 


Tenuto conto di (29), le uniche equazioni effettive che si otten__ 
gono proiettando le (33), (35) sugli assi di riferimento sono [vedi (32)] 
ESSE IA SRDoE SE ola Si RS PRIA DI I OR N a 


e TA 
si [href naro 
(37) mp26 = M - ròy - 


Da (36, 1), (37), tenendo presente la (30), si ricava 


(38) xo == 


(39) &x € 
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La (38, 1) mostra che il moto di G è - quando sia F + n = cost- 


un moto ad accelerazione costante [anzi uniformemente accelerato se si 


suppone F > ed__ Fe M_non simultaneamente nulli { oltre a 


x (0) > 0 1a Poichè, la particella ove si esplica la reazione ‘vincolare 


ha i velocità nulla,|la $ obbedisce alla legge dell' attrito statico. 


Di conseguenza, tenuto conto di (36, 2), denotando con Ve EI coeffi- 
Li SOGEEE 


ciente di attrito statico, deve essere | 


(40) 9g] < fs mg 


che, in base a (39) diviene 


(41) M 


La (41) rappresenta la condizione necessaria e sufficiente a cui 
devono soddisfare le caratteristiche strutturali del disco e M e F 
affinchè il moto di € sia di puro rotolamento. Si riconosce subito 
che se manca un sufficiente attrito radente (fs troppo piccolo o nul- 


lo) non può evitarsi lo strisciamento. 


ST 


6 — ATTRITO VOLVENTE 


Riprendendo il problema del numero precedente supponiamo nulli FF 
ed M. In tale ipotesi la (41) è certamente soddisfatta e se l'atto di 
moto iniziale di € è di puro rotolamento (cioè la velocità della par 


ticella di contatto è inizialmente nulla) si ha per C un moto di pu- 


ro rotolamento regolato dalla (38), cioè con x e @ costanti. Il 
moto di G è in tal caso uniforme. eme . \ L' esperienza però non conferma ta- 
Resrelee Belo Aol Coe rua to 


le risultato teorico, Si constata i invece che dopo un tempo più o meno 
lungo il moto si smorza sino a che il disco si ferma, fatto questo che 
non si può spiegare sino a che si ammetta che il disco e il piano di 
appoggio siano perfettamente rigidi e la reazione obbedisca alla legge 
dell'attrito radente per il fatto che in tal caso si mantiene valida 
la teoria esposta nel numero precedente. Basta però tener conto delle 


reali piccole deformazioni dei corpi a contatto perchè - avendosi una 


areola di contatto - si sia portati ad ammettere l' 'esplicarsi di un in 
er E i 


sieme di reazioni vincolari riducibili ad una forza applicata in un pun 


to di quella areola e _ad una coppia di momento ortogonale al piano del 


- n 


disco. A quest'ultima è dovuto il rallentamento del moto di € nel ca 


so che siano F = M = O. Si può dunque continuare a ritenere rigidi di 
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sco e suolo ma per non trascurare qualche effetto - a volte essenziale - 


occorre ammettere che il vincolo possa esplicare su C oltre ad una for 
ide ARL 


za applicata in C e obbediente alla legge dell' attrito radente, una 


Lal alii sie Li See Pensa Hi 
coppia di momento _M _rispetto all'asse del disco che prende il nome di 


coppia di attrito volvente |.(0, più precisamente, di rotolamento). L'e- 
dat IRA DDA RSITIA RIO 


sperienza mostra che MW è, nel caso dinamico, espressa da 


(42) fra] Spe Lada clunte. 


ove il coefficiente di proporzionalità,(h} tra( M; ed il peso di :C, si 


\ = 
suole chiamare coefficiente o, anche, parametro di attrito volvente (0, 
dn RI — on 


meglio, di attrito di rotolamento). 


Esso ha le dimensioni di una lunghezza e dipende dalla natura ma- 
teriale della superficie a contatto ma non dal raggio del disco. 


Volendo nella trattazione del numero a precedente L tener conto dello 


tributo dovuto a a Dn) cioè Ivedi. (420) 5 = tor, pa 


PTT cs A 


Le considerazioni sopra svolte portano a ritenere - e l'esperien- 
za lo conferma - che se C è fermo per poterlo mettere in moto median 
te l'applicazione di una trazione, F, in 6G, occorre che F superi un 
certo valore) In altri termini nel caso statico il vincolo esplica una 


forza ed una coppia il cui momento i rispetto. a A non supera un cer 
TE ’ Ii OI I —_______--.- ri... 


to momento __ MM. 
—.rr e 
Si constata, cioè, che il disco rimane fermo sino a che è soddi- 


sfatta la relazione 


M* 
(43) Es = è 
M* . 7 è mati A 
La forza CS prende il nome di trazione limite mentre M si chia 
Eee ie SEO: 
ma momento limite. La trazione limite risulta, in base alle esperienze 
e 


ME re BE FIGINO PIEDE STICA 
di Coulomb, direttamente proporzionale al peso del disco e inversamente 


prororzstonale al suo raggio\ed è - se r non è piccolissimo - notevol- 


mente inferiore a quella corrispondente dell'attrito radente (Cap.xV, n. 
8, Osservazione). 

Si riconosce così che il vincolo reagisce, in condizioni statiche, 
con una forza obbediente alle leggi dell'attrito statico e una coppia il 


cui momento rispetto all'asse del disco non supera #*= hmg, ove h è 
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il parametro di attrito volvente. 
14 parametro di attrito volvente 
Quanto è detto con riferimento ad un disco pesante poggiato su un 


eni 


I LI 
suolo orizzontale si generalizza, in base ad osservazioni. Sperimentali 


e teoriche, al caso di un solido, C, appoggiato per uno o più punti su 


un altro solido, C'. Si ammette precisamente che in ogni punto di ap- 
poggio, P*, su € si esplicano una forza, $è, che obbedisce alle leggi 


dell'attrito radente,\ e e una coppia il cui _momento M pae PRPESARIAE in 


qual lunque direzione senza, però, che da modulo. superi. cart hi. limiti di 
pendenti dalla natura _materiale in P* delle superficie che delimita- 


i ee P 


celeri 
no @ & 0 è dalla sollecitazione esterna. 


Precisamente, denotando con é@n la componente di $ secondo la 


o 1 E 
normale in P* alla superficie che delimita C' orientata verso la re 


a a AI iii ana 
gione consentita dal vincolo (con “che” risulta dn_> O); e con 4, ed Mn 
———————+——+—_—6 DI n ' N 


i moduli dei perire tangenziale e normale di My Si ritiense dn con 


dizioni. statiche 
(44) M.,< hòén ro Mn h'ènr 


ove h ed h' sono due coefficienti dipendenti dalla natura e forma 


delle superficie che delimitano Cl e ©' ma ‘non (sensibilmente) dalla 


sollecitazione esterna) Ad \E| si dà il nome di attrito volvente mentre 


i suoi componenti tangenziale e normale,M_, #, si chiamano rispettiva- 
E i 2 alia bi " 
mente attrito di rotolamento e attrito di giro o.d'imperniamento. 


In condizioni dinamiche le (44) si mantengono valide come uguaglian 


ze. 


OSSERVAZIONE - E' evidente che trascurando l'attrito di rotolamento e 
quello di giro in un problema di equilibrio si agisce in favore della 
sicurezza. De resto si tenga presente che anche in condizioni dinamiche 
gli effetti dell'attrito di rotolamento sono di un ordine di grandezza 
nettamente inferiore a quelli dell'attrito radente mentre gli effetti 


dell' attrito di giro sono morsa più piuponle di quelli dell'attrito di 


rotolamento. — 


sI 
7- ALCUNI FENOMENI GIROSCOPICI 
Sia € un giroscopio fissato senza attrito per un punto ® del 
suo asse giroscopico (X, n. 4, in fine). Comunemente quando ® coinci 
de con il baricentro G di € esso consiste in un solido di rivolu- 


zione o in particolare in un disco metallico omogeneo liberamente gire 


vole intorno al suo baricentro che risulta fisso in virtù di un dispo- 
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sitivo del tipo di quello indicato nella Fig. 4. La massa di € è pre 
ponderante di fronte a quella dei 
telai. Anche quando 9 coincide 
con _G il giroscopio, se posto in 
rapida rotazione intorno al suo as 
se giroscopico presenta un compor 
tamento poco rispondente all'intui 
zione più immediata. i : 
Si osserva, ad es., che mentre 
basta una piccola forza per fare 
deviare l'asse giroscopico quando 
o ein quiete, ne occorre. invece 
una di notevole entità per produr 
re una sensibile deviazione dello 


asse se Cl è in rapida rotazione 


intorno. ad. esso. Si manifesta ifi 


tal caso una tenacia che attenua 


notevolmente l'azione deviatrice di una data forza) 

Lo spostamento elementare del punto di applicazione di una forza 
che tende. a fare deviare l'asse giroscopico contrariamente ad ogni in- 
tuizione avviene non nel senso della forza sollecitante ma ortogonal- 


mente ad essa e precisamente nel senso del suo momento rispetto al pun 


to fisso di C; in particolare, un giroscopio in rapida rotazione sem- 


bra sfuggire agli effetti della gravità) Ciò costituisce la 


al paralleli. mo dell'asse giroscopico al momento sollecitante. 


Le proprietà meccaniche dei giroscopi si prestano alle più svaria- 
te applicazioni: dalla guida e stabilizzazione dei satelliti artificia- 
li e dei proiettili delle armi da fuoco a quelle dei siluri, alla stabi 


lizzazione delle navi contro .il rullio e il beccheggio, ecc. 
ST 
Ra 
(8 + SUL PRINCIPIO DELL’EFFETTO GIROSCOPICO 
Le notevoli difficoltà matematiche che presenta il problema della 
determinazione del moto di un corpo rigido sotto le varie sollecitazio 
ni cui esso può in concreto essere soggetto hanno indotto vari Studio- 


si a indagare se e quando sia possibile tradurre il problema dinamico 
in un sistema differenziale più semplice di quello-costituito-dalle- e- 


quazioni di Eulero. Si è riconosciuto che ciò è possibile almeno quan- 


do l'atto di moto iniziale consista in una fortissima rotazione attor- 
no a un asse principale, soddisfatte che siano certe condizioni. 


Trattasi di una questione notevolmente complessa dal punto di vi- 
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sta matematico e ne faremo un cennò riferendoci al caso più semplice 


che il solido rigido, C, sia un giroscopio fissato per un punto _9 del 
l'asse giroscopico. od; 
Riferito il solido,_C, a.una terna principale d'inerzia, 1, di 6- 


rigine £ e con il terzo asse, di versore k, coincidente con l'asse 
CEREnS de 


giroscopico, si faccia l'ipotesi che siano siddisfatte le seguenti tre 


condizioni, espresse con il solito. significato dei simboli, 


ì \ - ) Gi ka \( 

a) È ne. - Da mi) = 0; “sb 
= mele) — =0, 
b) CrowA k My = 0, per t= 0; 


c) Inizialmente (cioè, per t = 0) la velocità angolare sia "quasi pa 


rallela" all'asse giroscopico e sia grandissima. Ciò significa che per 


t = 0 le componenti po; do di w sono pange rWagsme mentre Fo È 


lie (e, pertanto, preponderante rispetto a Po © _ do) - 


Sotto le ipotesi a), b), c) sussiste un principio di approssima- 


zione, detto principio dell'effetto _giroscopico il quale permette di 


studiare il movimento di C_ (cioè, di determinare le componenti eb 


di w ) anzichè mediante il sistema completo delle equazioni di Eulero, 


mediante la SsguRna equazione vettoriale più “semplice; 


3 me) Da — Ds 
(45) (ro = MO. st er: 
È AL 1 € ni (a UL io 2% nt Ì so 


IU Luo li tuo autor elblo ( 


Si osservi innanzitutto che a causa della condizione (a) (la quale 


è soddisfatta, ad ‘es., nel caso del solido soggetto ‘al suo peso e a vin 


colo liscio) la terza equazione di Eulero (a, 3) si riduce a 


(46) CE = 0 


e implica la costanza di r _aurante tutto il moto: r = rp. Pertanto, 


la componente di w secondo l'asse giros copico = che_ si chiama veloci 


tà giroscopica = Sa mantiene grandissima. durante tutto al moto, essen- 


do tale inizialmente. 
100 aiar aio inte ay limitatamente ad un cir 


misi, Babte p' ct), q' (t) lo funsdoni si t she esprimono î suleri di 
p(t), a(t) dedotte, nel particolare problema che si considera, median- 
te l'uso della (45) anzichè delle equazioni di Eulero, esistono due 
funzioni del tempo £1(t), fo(t), che non divergono al dive: A 
tali che risulti 
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£,(t) 
pit) = p'(t) + ' 
rò 
(47) 
fo. (t) 
qll) = e 6) + è 
rò 


Ne segue che se ro è tanto grande che i secondi termini dei se- 


condi membri delle (47) risultino trascurabili le p(t), q(t) possono 


SITI Silea 


ritenersi espresse dalle p'(t), q'(t)\ Ciò significa che ai fini del- 


la deduzione del moto di C è lecito sostituire alle equazioni di Eu- 


lero la (45) di anche, se si vuote, sostituire all'espressione esatta 
del momento delle quantità di moto rispetto ad 92 di € l'espressio- 
ne semplificata E. = Crok (ben si intende soltanto al fine di espli 
care le equazioni di Eulero). 

Si osservi che la condizione b) equivale al soddisfacimento della 
(45) nell'istante iniziale (t = O). 

Non daremo la dimostrazione del principio dell'effetto giroscopi- 
eo perchè troppo complicata. Ci limiteremo a richiamare l'attenzione 
che la (45), pur servendo ad approssimare il moto di € solo nel caso 
giroscopico, permette di approssimare la successione nel tempo delle 
posizioni del solido (cioè, l'aspetto geometrico del moto o, se si vuo 
le, gli angoli di Eulero) a meno di termini del tipo LEI Ar anche 
nel caso di solidi di forma qualunque (cicè, non aventi struttura giro 
scopica). Per brevità, rinunciamo a fare le necessarie precisazioni. 

Vale la pena di osservare che il sistema differenziale negli ango 
li di Eulero [o nei parametri qj], che si ottiene introducendo le (31) 
[o (30)] del Cap. IV nella (45), è costituito da tre equazioni del pri 
mo ordine ciascuna anzichè del secondo come accade se si fa uso del si 


stema di Eulero. 


SI 45) acer ” C 


\ 9)- BREVI APPLICAZIONI DEL PRINCIPIO DELL'EFFETTO GIROSCOPICO 


pn) 


Si consideri un giroscopio C fissato con un vincolo liscio per 
un suo punto ® dell'asse giroscopico. Siano po; 9o molto piccoli, 


r molto grande. Supposte soddisfatte le condizioni a), b) del numero 


(o) 
precedente, si studi il moto di € mediante l'uso dell'equazione (45). 
Ne segue un'immediata spiegazione degli effetti della tenacia é della 

tendenza al parallelismo. Basta, a tal fine, tenere presente che da (45) 


segue 
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(48) da = kt, 


dalla quale si vede che la deviazione in ogni tempuscolo dt dell' as- 


ss - TE 
to più grande è to) (principio della tenacia)| e_ha luogo parallelamente 
e e e e e e e ee e] eee e T_T sisi 


se giroscopico, espressa. evidentemente da ak. ‘a_B tanto più piccola quan 


Te == mess 
al vettore Mo i(tendenza. al parall elismo) | 


e 


a i . e A 
> Aci Pam 


é >’ 
NI A 
(MGDZA SII ì 


Si supponga che LI giroscopio sia soggetto al peso proprio (e a 


vincolo liscio) .\ Si ha, di conseguenza 


É (e) tesi Rai o 
(49) Saf SRO E Crows Ms 
lan rsa <a 
ove si è posto £ = | ac]. Si supponga inoltre che inizialmente » sia 


contenuta nel piano dell'asse giroscopico.e della verticale per .Q.In 


tal modo (e solo in tal modo) si può soddisfare alla condizione I La 


condizione a) è evidentemente ‘pure essa soddisfatta; Sè" ‘inizialmente, 
POBerLaLOne di E | 


inoltre, po e gQo sono molto piccole e 5 molto grande è soddisfat 
ta anche la condizione c) e si può applicare il principio dell'effetto 
giroscopico per lo studio del moto di Cc, usando l'equazione (45). 


Essa, tenuto conto di (49), si esplicita nell'equazione 


dk 
(50) — = —— k A A À e e 1 Vl 
da Cro = d c 4 Lit n A 3 


che, tenuto conto delle formule di [poisson di, per r = 3), divie- 


ne. d { Vai dl 1 4 


«MW ene Pr fi, 
a me A i | 
ze AT a / A e: 
o ag zi) seo i WA 
5a F “ 2 ste 
che implica 
mr CRITESRE DE 
(52) (ri Cio g + ak ' î 


ove a mè un coefficiente che si determina imponendo la condizione che 
per t = 0 la componente di w secondo k sia la costante ro. A tal 
fine basta moltiplicare scalarmente per k ambo i membri di (52). Si 


deduce 
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(53) o = ro + a7_ Ig COS0 , 
lo) 


ove 8 rappresenta l'angolo che k forma con la verticale discendente. 


Ellis eni VOTE mi 
La (52) mostra che w è la somma vettoriale di due termini di cui 
uno di direzione invariabile nello spazio l'altro di direzione invaria- 


bile nel corpo! Ne segue che il moto è una precessione con asse di pre- 
aes Miane. 


cessione verticale e asse di figura coincidente con l'asse giroscopico 
(vedi Cap. III, n. 11). L'angolo 8 è, pertanto, costante e tale risul 
ta di conseguenza il coefficiente a, in base a (53). La precessione è 
ce Dr Coloni le; è perni cratti cal ° 


pertanto regolare ed espressa, in definitiva, dall'uguaglianza 


me mQ 


(54) w = “gg 4* (Fo + 39 009) 


|a 


Da quanto si è detto si conclude che se r, è molto grande il mo 


to del giroscopio (sotto le varie condizioni enunciate) è senstibimen- 


te una precessione regolare. Lo studio rigoroso . del moto di © rive- 


lerebbe invece un leggerissimo iremolio dell'asse giroscopico sovrappo 


sto al moto di rotazione attorno alla verticale cui esso è soggetto per 
effetto del moto di precessione di cui sopra. 

Quanto si è detto dà un'idea di come una trottola in rapida rota- 
zione attorno al proprio asse di simmetria sembra si sottragga agli ef 
fetti della gravità che tende a rovesciarla: il suo moto è sensibilmen 
te un moto di precessione regolare sino a quando gli inevitabili attri 
ti e la resistenza di mezzo non smorzano la sua velocità giroscopica. 
Quando, per tale motivo, r non è più sufficientemente elevata (e il 
principio dell'effetto giroscopico non più applicabile) il peso riesce 


a rovesciare la trottola. 


(19) eaEcESSIONI REGOLARI DEL GIROSCOPIO PESANTE 
Sia € un giroscopio pesante fissato senza attrito per un punto 
Q del suo asse giroscopico. Ci proponiamo di determinsre tutte le pre 
cessioni regolari di Cl dinamicamente possibili aventi come asse di 
figura l'asse giroscopico. 
Detti c e k i versori dell'asse di precessione e di 92G (G ba 
ricentro di €), la velocità angolare di € in ognuna delle precessio- 


ri cercate si esprime nella forma (III, 36) 


(55) w = pk + ve, 
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con. u) e 6) costanti. = 
a id STIA 
TL'asse di moto a (parallela ad è per 2) descrive nel corpo 
un cono retto (di Poinsot) avente come asse l'asse di figura  f. 


Fesunido copta int no ad f —Ilellissoide El inerzia._e, di G ed 
spetto ad 2 [X, n. 5, e)] si deduce che ognuna delle sue intersezioni 


L di Tai con leg ha distanza, |9L|, da 9 invariabile. 


} 
Lj 


Dalla costanza di |eL|j si deduce _(X, 28) quella del momento di 


—impracazne cgg C__rispetto ad _a e conseguentemente, data Iv invaria 


n 


bilità di uella della forza viva di © (XI, 62). T. LE Tola 


Basta allora richiamare il principio di conservazione dell'ener- 
gia per riconoscere che l'energia potenziale di ll è costante il che 
implica che G descriva una circonferenza in un piano orizzontale. Si 


deduce che în ogni precessione regolare del giroscopio pesante avente 
e—__—_—— A. 


come asse dii figura l'asse gi roscopico, , |l'asse di precesstone è. neees- 


sariamente verticale. Nella (55) si può pertanto, identificare c.con 


ei erp 
il versore della verticale discendente. Detti 6 l'angolo costante di 


E è K e # la componente di w secondo k (velocità giroscopica) 


da (55) si deduce 
(56) r = w x k = v cos@ + u = cost. 


Tenendo presente che € ha stritenra Giro Coblea. rispetto . ad _Da 


l'espressione di Ri ac causa E (55), (56), diviene 


(57) Kg = [a (pi + gi) +[CrkK]= Aw+ (Cc -A)rk = Avc+ [(C -A)v cose +Cu] k . 


In base alla terza delle formule di Poisson (III, 4) e a (55), si 


ha 
[dk 
(58) [7 ®/ve n k). 
NE 
Di conseguenza, da (57) si ricava 
dk 
(59) I È= IC - A)v cose + Cu] cAK. 
Posto £= |9G| e detta m la massa di C e g l'accelerazio- 
ne di gravità, il teorema del momento delle. tità di moto rispetto 


_ad ®£ _si scrive, in base a (59) 
(60) [(C - A)v cos + Cu] vc A k = m2gk Ac 
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Da (60) si deduce 
(61) [(C - A) v?cos8 + Cuv + m&g} cAk= 0. 


Avendo di mira la determinazione di tutte le effettive precessio- 
ni regolari di C, si deve supporre k non verticale e c n k # O. Da 


(61) segue dunque 
(62) (C - A) v? cosg + Cuv + m2g = 0 


che costituisce l'equazione caratteristica delle precessioni regolari 
del giroscopio pesanio fissato senza attinito-persn—-punto-del—suo asse 
giroscopico [si potrebbe dimostrare che non esistono precessioni rego- 
lari di € con asse di figura distinto dall'asse giroscopico]. 

La (62) lega le costanti |v, u, 8) Si riconosce che esistono sem- 
pre .precessioni regolari, comunque si prefissano v e 8 non nulli, 
in quanto la (62), essendo lineare in wu, fornisce un valore sempre ac- 
cettabile della velocità di rotazione propria. Invece non possono pre- 
fissarsi a piacere u e 8 nè yu e v per il fatto che la (62) po- 
trebbe portare a valori non reali di () 6. di (0) 


La (61) è soddisfatta quando si pensi \6 = CAÌ o |9 = n) qualunque 
SISSI E O OTO e nn 
[cioè di r; vedi (56)] . In tal caso, in- 


fatti, i vettori w e k risultano paralleli a c e riesce cAk=0. 


Si deduce che i! giroscopio pesante fissato senza attrito per un punto 
del suo asse giroscopico può ruotare uniformemente con qualunque velo- 


cità angolare intorno all'asse giroscopico disposto verticalmente. 


Na BUSSOLA GIROSCOPICA 

Mediante l'uso del giroscopio si può costruire una bussola giro- 
scopica o girobussola che dà la direzione del Nord geografico senza ri 
sentire influenze magnetiche o elettromagnetiche a causa delle masse 
metalliche o correnti elettriche eventualmente presenti nelle vicinanze. 

Sia Cc un giroscopio il cui asse giroscopico è vincolato a rimane 
re in un piano, 1, solidale alla Terra, fissato in esso per il baricen- 
tro di C. La Fig. 5 mostra come si può realizzare tale vincolo. L'asse 


giroscopico (asse solidale y3) ha le estremità fisse in due punti dia- 
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metralmente opposti di un telaio circolare girevole intorno ad un asse 
z solidale alla Terra. Il pia 


no T è, evidentemente, il pia 
“no pero 3° ortogonale are 


“i giroscopio può liberamen- 
te ruotare attorno al proprio 
asse giroscopico e insieme con 


questo intorno alla normale a 
ata 


Tse segue che il più genera- 


le spostamento virtuale di C è 
Sii 


rin li inn 
una rotazione infinitesima in- 


torno ad un asse passante per 


G e ‘contenuto nel piano di z 
e y3. Il corrispondente lavoro 


virtuale delle reazioni. vinco- 


lari è Mi VI B\ (XII, 60), 
FAB 9 ove B è “th arbitrario vetto- 


re infinitesimo parallelo a al 


piano di z e y3. Tenuto conto che il vincolo cui è soggetto © èbi 


laterale, in assenza di attrito vale la (XV, 32). 


Si conclude: ‘în assenza di attrito il momento ris sultante delle rea 


zioni vincolari è ortogonale al piano di z e Ye 


Alla stessa conclusione si giunge mediante un'analisi diretta fat 
ta sul dispositivo illistrato in Fig. 5. Basta questo per poter spiega 
re il funzionamento della bussola giroscopica. L'osservazione sperimen 
tale mostra che se la velocità giroscopica è inizialmente nulla, C può 
rimanere in quiete, qualunque sia la posizione dell'asse delle yy su 
T, fatto, questo, prevedibile in base alla semplice applicazione del 
principio dei lavori virtuali, tenuto conto dell'annullarsi del momen- 
to risultante del peso di € rispetto a G. Se invece la velocità gi- 
roscopica non è inizialmente nulla, l'asse giroscopico può rimanere in 
quiete solo in una determinata posizione di mt. Dimostreremo che tale 
posizione coincide con la proiezione dell'asse terrestre su nm. E' chia 
ro allora come il dispositivo possa funzionare da bussola: basta dispor 
re mm orizzontalmente perchè la proiezione dell'asse terrestre su nt 
risulti tangente al meridiano terrestre. Di conseguenza l'asse giroscò 


pico indica la direzione del Nord geografico. 


Volendo spiegare il comportamento della bussola giroscopica non è 
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lecito, nello studio del moto di € rispetto alla Terra, trascurare 


le forze complementari dovute alla rotazione terrestre. In base all'ul 
tima delle (XIV, 8) si deduce che il loro momento risultante rispetto 


L Pof 2335 
a G è espresso da 
SO casi dii | % 
Vor a C ga da 
(07 pa Tera . 
(63) M = 2 GP A )|ul(wr A Vo) dl , , 
e l dl. Ni 
ove wr, è la velocità angolare della rotazione diurna. 


Poichè l'atto di moto di C è rotatorio intorno ad un asse passan 
te per G , Vp è ortogonale a GP e si ha quindi (I, 58) 


164) GP A_(Ur Ayp) = - GPx wr * vy3- GPx uu WA GP. 


i 


ino Go e l'asse 3 coincidente con quello giroscopico, da (64), nel- 
l'ipotesi che w sia parallela all'asse giroscopico [w = rk], e che 
siano ap le componenti di da secondo gli assi solidali, segue 
PI A {4 
(65) GP AO (wr A wp) == (vil!) + ya) + sol ryzi + ry13) 
er Tp 107 ZU.C yY3W, Yak »ipeni 


Tenendo conto di (65) e del fatto che gli assi di riferimento so- 


no assi centrali d'inerzia, la (63) aiviene 


(66) MiO = 2r Da Pi vel dr <i> af) fut ac * i] 
C 6 


Si riconosce essere, in base a (X, 21) e ad A = B, 


1) 
IU. 


(67) /, uyî dc = Ri uy3 dé = 5 
c Cc 


Di conseguenza la (66) diviene 


pa 


(68) ii DRE - li | È 


che, in base a w = rk, può scriversi, com'è facile verificare, 


dn) _ 
#69) MIS = GrElA fiv 
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Supposto € mobile di moto rotatorio intorno al suo asse girosco 


pico fermo in n |k = cost.|, |l'espressione del momento delle quanti- 
tà di moto rispetto a_G è (XI, 44)\| |-< 


(70) K.= Crk. 


Il teorema del momento delle quantità di moto, tenuto conto che il 
momento delle forze esterne attive si riduce a quello delle forze com- 


plementari, espresso da (69), e di (70), si scrive (XIV, 18) 


(71) Ci = ok Ao FM , 
Poichè ur e Crk 1 w, sono ortogonali a k , mentre il pri 


mo: membro di (71) è ad esso parallelo, l'uguaglianza (71) può sussiste 
re solo se i suoi due membri si annullano isolatamente. 


Insieme ad r = cost. deve essere quindi 


(72) Crk Aw, = = ui $ 


Ciò significa che kn w, deve risultare - dato che lo è mie) 


ortogonale al piano di z e y3 il che implica l'appartenenza di (G, 


%w,) a tale piano. Si conclude, dato che questo piano è ortogonale a © 
mentre w. è parallelo all'asse terrestre, che l'asse giroscopico di 
C. coincide - nelle presupposte sue condizioni di quiete su  - con la 


proiezione dell'asse terrestre in tt, c.d.d. 


12 — CORRISPONDENZA TRA&% E Ky IN UN MOTO RIGIDO INTORNO AD 

Il contenuto di questo numero e dei tre seguenti ha, a rigore, ca- 
rattere cinematico. Tuttavia esso ha interesse soprattutto per le appli 
cazioni dinamiche e per tale motivo si è preferito porlò in questo capi- 
tolo. Nel moto di un sistema rigido, C, intorno ad un punto © (cioè 


rispetto ad assi di origine 2 e orientamento invariabile)/siano w e 


Ki la velocità angolare e il momento delle quantità di moto rispetto 


ad qa. L'atto di moto di C è rotatorio attorno ad un asse, a, passan- 


te per LE Denotando con J il momento d'inerzia rispetto ad ca, la 


forza viva, T, di C è espressa pertanto (XI, 62, 1) Ra. 


(73) T= 


grin 
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Se si indica con L quella delle due intersezioni di a con l'el'° 


nr di € rispetto ad X, per cui w ed 
QL risultano concordi vale per [O = Q] la (XxX, 28) e da (73) si deduce 


lissoide principale d'inerzia) € 


Ì Si 1 \ NI (di 
(74) lil e . + Te dl 
v 27 ° 


Con riferimento agli assi principali d'inerzia relativa ad 9, le 
coordinate di L sono propor- 
zionali alle componenti p, q, 
r di ww. Ne segue che la nor- 
male in L ad E9 ha i cose- 
ni direttori proporzionali ad 
Ap, Bq, Cr (X, 29), cioè alle 
componenti di K, (XI, 45). Si 
deduce, così, che Ko ha la 
direzione della normale ad E9 
nel punto L. 


Anzi ricordando che 2L ed 


w sono concordi, basta osser- 


Fig. 6 vare la ((xI, 65) da cui risul- 


ta che w e Kg formano an- 
golo acuto per dedurre che Ko 
ha proprio l'orientamento del- 


la normale esterna in L ad e (Fig. 6). Indicando con À l'angolo 


Q 
(acuto) di Ko e ®L si ha in basea (XI, 65), 
(75) Ko così = At 
Sia mm il piano tangente ad E9 in L. La sua distanza, h, da 2 
è espressa da 
(76) h = |QL| così . 
Da (75), (76) si deduce 
Ju 
Q 
che in base a (73), (74), diviene 
(78) Lele : 
Ka 
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Pe. se 


13 — MOTI ALLA POINSOT 
Il moto di un sistema rigido, Cs, tMtorno ad un punto 9 _ si dice 
"alla Poinsot" se il momento delle quantità di moto rispetto ad_ 9, Ko 


è costante. Cn = ont 
Ciò si verifica (XIV, 18) quando e soltanto quando è nullo il mo- 


mento risultante TS ad © delle forze esterne (ivi comprese quel 


—__———___— 

le apparenti del moto o relativo)] come, ‘ad es., accade nel moto relativo 

al baricentro [92 = G] di un corpo rigido soggetto al proprio peso. 
La costanza di K implica quella della forza viva. Dalla (XI, 


2Q 
44) si deduce, infatti, derivando rispetto al tempo, | 


(79) Api + Bgj + Crk +w A K7= 0 . 
» 4 


Vi. 


Moltiplicando la (79) scalarmente per ww sì ottiene 


Tito 
i 


(80) SI i - App + Bad + Crt = 0 


Xu x 
che mostra l'annullarsi della derivata rispetto al-tempo della forza vi 


va [vedi XI, (66)] e quindi la sua invariabilità._ 


Da (78) segue, di | conseguenza, la costanza di h. Il piano n ha, 


pertanto, distanza da 9 e giacitura invariabili in ogni moto alla Poin 
sot. Tenuto conto che l'elemento di € sovrapposto ad L ha velocità 
nulla (nel moto di € relativo ad 9%®ì), trovandosi sull'asse di moto, 


segue: In ogni moto alla Poinsot relativo ad un punto _l'ellissoide 


peer gi e” . 
principale d' inerzia rispetto ad Q rotola senza strisciare su un pia 


no fisso. 


14 — ROTAZIONI UNIFORMI NEI MOTI ALLA POINSOT DI UN SOLIDO ASIMMETRICO 


Si suppongano diversi tra ai loro i tre momenti principali d'iner 


zia relativi ad Inn Si riconosce subito allora che le equazioni di Fo 
LT Lea nnt e 


lero (4), posto in esse zero nei secondi membri], ammettono soluzioni 


CON PD, da, £ costanti allora e soltanto allora che due di tali quali- 


tà siano nulle. |. sci 
Pertanto, se si suppone inizialmente w parallelo ad uno degli as 
si principali,..ad es., all'asse delle DEL le equazioni di Eulero ammet 
tono la soluzione p= q= 0, r = 28 che verifica i dati iniziali. Se, 
in particolare, y3 è l'asse di massimo o minimo momento principale di 


sone vi, unicità di quella soluzione si dimostra subito in base allo 


_ mr ra 


fatti, per (8), per "RE O e po = do = 0, tali due integrati putti 
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si scrivono: 


Ap? + Bq? + Cr? = cri n 
(81) 
A?2p?+ B2q2+ C2r2= c2r3 . 
Moltiplicando la (81, 1) per C e‘sottraendo la seconda, si dedu 
* È 


(82) A(C - A) p? + B(C - B) q° = 0 


che nell'ipotesi che C sia minore di A e B o maggiore di tutte e 


due, dà 
(83) p=0, qs 0, 
Cada da 


Alle medesime conclusioni di giunge in generale, in base a un clas 
sico teorema di unicità sui sistemi normali. 

Ne segue che se w è inizialmente parallelo all'asse di versore 
k, tale rimane indefinitamente. Poichè la costanza di ww nel corpo im 


plica la sua invariabilità nello spazio [III, n. 3, in fine] si conclu 


de: condizione necessaria e sufficiente affinchè il moto alla Poinsot 
EEE ZI DI Ii 
di un corpo rigido intorno--ad.un.punto--q---sta-rotatorio. uniforme è che 


A! 


la velocità angolare sia parallela ad un asse principale d'inerzia rela 
R0de BEETLE SE Hi a 


tivo ad q. 
|} 
15 MOTI ALLA POINSOT DI UN CORPO RIGIDO AVENTE STRUTTURA GIROSCOPICA RISPETTO 
AD Q 
Prendiamo in considerazione il moto alla Poinsot relativo ad %® di 
un corpo rigido avente struttura giroscopica rispetto ad 92 (XxX, n. 4), 


assumendo come asse solidale y3 l'asse di rivoluzione di 0° L'espres 


sione (XI, 44) di Ko diviene, risultanto A = B (X, 32), 
(84) K, = A(pi + ql) + Crk 

che può anche scriversi 

(85) Rd + (G=> A) xk 
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Da (85) segue 


A — 


I 
a: «=xb* gx» 


Tenendo presente che la componente del derivato di Ka rispetto 
all'asse y; è espresso dal primo membro della terza equazione di Eu- 
lero (4), l'invariabilità di Ko e l'essere A = B implicano 


(87) reo, È = cost. = Ke s 


Le (86), (87) mostrano che la velocità angolare è la somma di due 
termini di cui uno costante nello spazio, l'altro nel corpo. 

Si deduce, cioè (III, n. 11): IZ moto alla Poinsot intorno ad Q 
di un corpo rigido avente struttura giroscopica, rispetto ad ©, è sem 
pre una precessione regolare il cui asse di precessione è la parallela 


a Ko per 9 mentre quello di figura è l'asse di rivoluzione di E° 


Se inizialmente la velocità angolare è parallela ad un asse prin- 


cipale d'inerzia, il vettore Ko è ad esso parallelo. Ne segue che il 


moto di € degenera in un moto rotatorio uniforme. Infatti, essendo la 


precessione rappresentata da (86) regolare, l'angolo tra w e Ko è 
invariabile e, pertanto w , essendo parallelo a Ko nell'istante t=0, 
mantiene costantemente l'invariabile direzione di Ko (oltre che modu- 


lo costante). 


Se E9 è una sfera (il che implica necessariamente che C€ sia un 
giroscopio) risulta A = C e da (86) si deduce la costanza di w. In 
è rota 


tal caso, qualunque sia l'atto di moto iniziale, il moto di C 


torio uniforme. 


I risultati precedenti sono evidentemente applicabili al problema 


del moto relativo al baricentro di un giroscopio pesante. Si ha, cioè, 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


388 


il moto relativo al baricentro di un giroscopio pesante è una precessto 
ne regolare avente come asse di figura l'asse giroscopico, o, in parti- 


colare, un moto rotatorio uniforme. 


}} 
‘16)— LA ROTAZIONE TERRESTRE MESSA IN EVIDENZA MEDIANTE L’USO DEL GIROSCOPIO 

Mediante l'uso del giroscopio fissato senza sensibile attrito per 
il suo baricentro si può mettere in evidenza la rotazione della Terra 
intorno al proprio asse. 

Si supponga che un giroscopio, C, sia fissato con vincolo liscio 
per il suo baricentro su un supporto solidale alla Terra. Potrà trat- 
tarsi di un dispositivo del tipo di quello indicato in Fig. 4. Si vuo- 
(6) 


le studiare il moto del giroscopio rispetto a una terna avente 


l'origine nel baricentro G di € e assi di direzione invariabile ri 
spetto alle stelle fisse. Le forze esterne di cui occorre tener conto 
sono: 

a) le reazioni vincolari le quali, essendo spostamento virtuale 
reversibile di € ogni rotazione infinitesima intorno a una qualunque 
retta passante per G, hanno, in base a (XV, 32, 35), nullo il momento 
risultante rispetto a _ G; 

b) l'attrazione terrestre; 

c) le forze apparenti del moto relativo. Esse, dato che il moto 
della 7l8) è traslatorio, si riducono a quelle di trascinamento espres 
se, per ogni elemento aC di Cc, da uw? G* GAC , se con G* si denota 
la proiezione di G sull'asse terrestre e con dr, la (eventualmente 
non nulla) velocità angolare della Terra. Ne segue che l'insieme della 
attrazione terrestre e delle forze apparenti del moto relativo agenti 
sull'elemento @C equivalgono, tenuto conto della piccolezza di C ri 
spetto alla sua distanza dal centro della Terra, al peso dell'elemento 
(XIII, 51). L'insieme delle forze esterne attive ed apparenti ha, dun- 
que, come quello delle reazioni vincolari, momento risultante nullo ri 
spetto a G. Ne segue che il moto di € rispetto alla 7 (8) è un moto 
alla Poinsot. Se, in particolare, inizialmente, la velocità angolare 
è parallela all'asse giroscopico, il moto di C è un moto rotatorio 
uniforme [vedi n. 15] intorno all'asse giroscopico che mantiene dire- 
zione invariabile rispetto alla pl8), Di conseguenza, se inizialmente 
l'asse giroscopico non è parallelo all'asse terrestre, esso varia di 
direzione rispetto ad una terna solidale alla Terra, se questa non ha 


rotazione diurna nulla. 
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è 17}- IL PROBLEMA DEL SOLIDO PESANTE ASIMMETRICO FISSATO SENZA ATTRITO PER UN 
SUO PUNTO 


Uno dei più interessanti problemi della Dinamica dei sistemi rigi 


di è certamente quello dello studio del movimento di un corpo rigido) 


C, fissato senza attrito per un suo punto,_ Ra e soggetto. al . proprio. pe 


sc. Tale problema è, dal punto di vista analitico, molto complicato e 
solo sotto particolari condizioni strutturali si riesce a determinarne 
la completa soluzione per quadratura mentre in generale si conosce--s0_ 


lo qualche tipo. di movimenti. \ 


Noi ci limiteremo a porre in equazione il problema e ad accennar- 
ne a casi particolari e a tipi semplici di movimenti già conosciuti,rin 


viando per le dimostrazioni e per lo studio completo ai trattati gene- 
———@E—>._'. 2° 


rali e alle memorie specifiche. 


(G) (G) ngi 


Siano m la massa di C, G il suo baricentro, Vi £.% 


le coordinate di G rispetto agli assi della son 


zia, Y = Oy Y2Ya, di origine 2, p, q, r le componenti della velocità 
angolare, w, rispetto a tali assi, c il versore della verticale di- 


rei tscia rrreme_—_____nt sa bs; Tin n 


scendente, [1 1. ALLIZA i coseni direttori di c rispetto agli assi so 


des accelerazione di ravità 


Jidali g, al solito 
Essendo if vincoli lisci. il momento risultante rispetto ad ® del 


le reazioni vincolari è nullo. Di conseguenza - risultando trascurabi- 
—_ rt n 


le quello delle forze centrifugo-composte - il momento risultante del- 
TT T_=—___—_—__— 


le forze esterne, nello studio del moto di 6 rispetto a ad assi terre- 


r—ncecunid 


stri, si riduce a quello del peso di € applicato in G ed è RerRs 


so da 1 
\'d 


(88) n =] 06 A _mg|= mgoG ne . 


Le componenti di M(°) rispetto agli assi solidali sono 
sa =’ me? ' 


ml) mg (y3yf®? - ray$9) ' mi mg viag $®- tant) , 
(89) 
ml = mg (vayi9- ny) . 


Detti |A, B, c| i momenti principali d'inerzia, le equazioni di 


Eulero (4) divengono, in base a (89) 
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AP = (B = (G)igre = mg (y3y 69? = ray $9) , 
(90) Bq = (E = A)ipr = mg (y,y59 = vray 69) , 
Ct - (A - B)pq = mg (y3y (9 f vivi) . 


Se la terna fissa ha l'origine in ® e l'asse 2 di versore c 
[C 8 C3] Yir Ya, Yz coincidono con i terzi coseni direttori degli as- 
Si Y1r, Yor Y3 e, in base a (IV, 22) sono espressi in funzione degli 


angoli di Eulero della terna solidale rispetto a quella fissa da 
(91) Y} ® senò send , Y, = cosò sen@ , Yz = così . 


Introducendo le (IV, 31), (91) nelle (90), si ottengono tre equa- 
zioni - ognuna del secondo ordine - nelle funzioni incognite 6@(t), 
$(t), it) ehe insieme alle condizioni inziali (cioè ai valori per 
t= 0 di di dè Ùy 8, ù, Ù) determinano il movimento di €. Tuttavia 
spesso risulta conveniente assumere come incognite fondamentali le fun 
zioni pr Qr Y, Yir Y2r Yz. In tal caso alle (90) occorre associare 
quelle equazioni che esprimono la circostanza che y}, Y;, Yz sono co 
seni direttori rispetto agli assi solidali di un vettore, c fisso.Det 


ti i1, Jj2: j3 i versori degli assi solidali, da 


(92) = Yili + Yala + Y3la 


si ha, in base alle formule di Poisson (III, 4), 


dc $ ni N 
(93) Se © fila + Xabi # Yalg FU ALSO & 


Si deduce così che le equazioni da associare alle (90) si ottengo 
no uguagliando a zero le componenti del secondo membro di (93) rispet- 


to agli assi solidali e sono, pertanto, 
(94) vi FYSd Ng = 0a So Frir- {gp = 0, Ng FWop TT 3 O è 


Le (90), (94) vanno considerate insieme ai valori iniziali di p, 


di Fi Yirr Yar Y3- 
Note che siano le funzioni del tempo p, d, Fr Yir Yar Yz, le (91) 
danno subito 8 e éè mentre % si ricava da una qualunque delle (IV, 


31) mediante una quadratura. 
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OSSERVAZIONE - Tenendo conto della forma sintetica del teorema del mo- 
mento delle quantità di moto espressa da (5), le (90) possono presen- 
tarsi nella forma vettoriale di uso frequente 


(95) Cw + w A cw = mgu AC 


pur d'intendere £ = |9G| , u = vers 96. 


Le equazioni (90), (94) o, se si vuole, (93), (95) ammettono due 
integrali primi di grande utilità nello studio del problema dell'inte 
grazione del sistema stesso. Dato il loro significato meccanico, li 
stabiliremo direttamente anzichè dedurli come conseguenza diretta di 
quelle equazioni. 

Il primo dei due integrali accennati esprime il principio di con 
servazione dell'energia, certamente valido dato che le forze attive so 
no conservative e i vincoli lisci e fissi. L'energia potenziale di gra 
vità, , è espressa in base a (XII, 72) e a meno di un'inessenziale 


costante additiva, da 
(96) I = - mg9G x c=-mglu x Cc 


Si deduce che il principio di conservazione dell'energia, tenuto 
conto di (8) e del significato della matrice d'inerzia, c, (X, 22), è 
espresso da 


(97) 7 Cw * w - migu x C = Eo 


Un secondo integrale primo delle equazioni dinamiche si ottiene 
moltiplicando la (95) scalarmente per il versore della verticale, Gi 


Tenuto conto che il primo membro di (95) è il derivato di cow rispet 


to alla terna fissa di riferimento, si deduce 


dow 
(98) «=D, 
Da (98), tenuto conto dell'invariabilità di c, segue l'integra- 
le primo 
(99) cw x c = cost. = Kc . 
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Insieme agli integrali primi (97), (99) sussiste la relazione in 
termini finiti, vi E Yi & Yi = 1 , esprimente che il vettore c ha mo 


dulo unitario. 


Dei casi in cui si riesce a riportare alle quadrature il problema 
dell'integrazione delle (90), (94) ci limitiamo a ricordare quello di 
Poinsot corrispondente all'annullarsi del momento risultante rispetto 
ad ® delle forze esterne [92 =G, y(9- y(9)- y(9- 0] e quello di 
Lagrange che si presenta quando € è un giroscopio e ®£ appartiene 
all'asse giroscopico [A = B, y(9- yS9- 0] - 


Nel caso di Poinsot K risulta costante e ai due integrali pri 


Q 
mi (97), (99) va aggiunto l'altro, 


(100) A?p? + B2q? + C2r? = cost. 


esprimente la invariabilità del modulo di Ko- 
Nel caso di Lagrange, invece, la terza equazione di Eulero [vedi 


(90)] porta all'integrale primo 


(101) r = cost. 


( 18 ROTAZIONI UNIFORMI DEL SOLIDO PESANTE 

sn Si vogliono determinare tutte le rotazioni uniformi del solido pe 
sante, C, fissate senza attrito per un suo punto ©. Facendo uso delle 
notazioni del numero precedente, le equazioni che regolano il moto di 
C sono le (93), (95), (100) mentre, naturalmebte, sussistono anche gli 
integrali primi (97), (99). 

In ogni moto rotatorio di € la velocità angolare è un vettore co 

stante [e, pertanto, essa è costante anche nel corpo (Cap.III,n.3,in fi 


ne]. Di conseguenza, si ha w = O e la (95) diviene 


> 


(102) (9) cu = m£gu A Cc +. 


Poichè w e vw sono solidali al corpo, da (102) segue che la 
giacitura del piano di u e cc (supposti non:paralleli) è solidale 
a C; pertanto, la verticale per ® appartiene a un piano solidale a 
C. Inoltre, nell'integrale dell'energia (97) il primo termine è una 


costante; lo stesso dovrà accadere per il secondo e si deduce così che 
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l'angolo della verticale e di u (cioè, di ®G) è costante. Queste sem- 
plici osservazioni bastano per concludere che l'asse di rotazione non 
può differire dalla verticale per ®. Pertanto w è parallelo a c e 


la (102) diviene, di conseguenza, 


(103) wc Aoc = megu A Cc 
che può porsi nella forma 
(104) c A [oc + megu] = 0. 


Si supponga (per ora) che u non sia parallelo a co nè che c 
sia parallelo a un asse principale per %. In tal caso la (104) espri 
me la complanarità dei tre vettori u, c, oc, cioè l'annullarsi del 


loro prodotto misto: 
(105) e na us 0, 
La (105) esplicitamente si scrive 
(106) (A - B)uzy1y2 + (B — C)u;yay3 + (C — A)u2Yy3y} 3 0, 


la quale mostra che la verticale nel corpo si deve sovrapporre a una 
qualunque delle generatrici del cono di vertice © rappresentato dal 
la (106), detto cono di Staude. Pertanto, è condizione necessaria af- 
finchè il moto di € sia rotatorio uniforme che l'asse di rotazione 
sia una generatrice del cono di Staude disposta verticalmente. Soddi- 
sfatta tale condizione, basta dare un opportuno valore alla velocità 
iniziale perchè tutte le equazioni siano verificate e il moto si rea- 


lizzi. Infatti, la (103), per proiezione sugli assi solidali, dà 


megu NE Ji 
(107) w = —_—_——_——m, (L= Ta 2a 3) »% 
cAIC* Ji 


se, al solito, si denotano con li i versori degli assi solidali, e 
con un semplice calcolo si riconosce che il secondo membro di (107) ha 
valore indipendente dall'indice i se c appartiene al cono di equa- 
zione (106). La (107) mostra che il versore mc deve avere nel corpo 
solo uno dei due versi possibili, in modo che w? risulti positivo. 

Si presentano come eccezionali il caso che l'asse di rotazione sia 


un asse principale per ® (c noc = 0) e quello che esso coincida con 
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la retta baricentrale per 2 (u nc = O). Tali rette, com'è facile ve 
rificare, appartengono al cono di Staude. Nel primo caso, accettando 
un naturale procedimento di passaggio al limite, si suole dire, in ba- 
se a (103), (107), che la velocità angolare deve risultare infinita il 
che equivale a dire che in concreto non possono aversi rotazioni uni- 
formi intorno a un asse principale. Nel secondo dei casi eccezionali, 
invece le (103), (107) implicano la quiete di € col suo asse baricen 
trale disposto verticalmente (e, se inizialmente l'atto di moto non è 
nullo, il moto non può essere un moto rotatorio uniforme, anche se ini 
zialmente la velocità angolare è parallela alla retta baricentrale per 


Q disposta verticalmente. 

In conèlusione - facendo rientrare i casi eccezionali in quello 
generale con le avvertenze or ora espresse - si può enunciare: per il 
solido pesante asimmetrico fissato senza attrito per un suo punto 9 
sono dinamicamente possibili dei moti rotatori uniformi. Esst possono 
aver luogo allora e soltanto allora che l'asse di rotazione sta una 
(qualunque) generatrice del cono dî Staude disposta in un determinato 
verso secondo la verticale discendente e con velocità ango 
modulo è espresso dalla (TOI è 

Quanto è detto vincola la posizione e l'atto di moto iniziale di 
C: se essi soddisfano alle condizioni dell'enunciato il moto è neces- 


sariamente un moto rotatorio uniforme. 


OSSERVAZIONE - In quanto si è detto in questo numero si è tacitamente 
escluso che € sia un giroscopio fissato per un punto, 92, del suo as 
se giroscopico. Consideriamo brevemente questo caso. In esso, u è il 
versore dell'asse giroscopico e, pertanto, del terzo asse solidale.In 
base all'espressione (85) di cow, la (102) diviene lessendo r costan 


te] 
(108) (C - A)ru nU= MQgu n € 7 


la quale implica w Au x c = 0, cioè la complanarità dei vettori ww, 
£ e u. Se tali tre vettori sono distinti ciò è assurdo, dato che u 
non può rimanere costantemente nel piano invariabile di c e w. 

Possono presentarsi i due casi: 

a) u coincide con c; ciò significa che l'asse giroscopico rima 
ne verticale. Il moto è, pertanto, un moto rotatorio uniforme intorno 
all'asse giroscopico disposto verticalmente. Dato il parallelismo di u, 
£ , w, la (108) è soddisfatta qualunque sia il modulo di ww, per l'an 


nullarsi dei suoi membri; 
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b) u non coincide con c; in tal caso l'asse di rotazione non 
coincide con quello giroscopico. Posto w = vc, r = + v, nella (108) 
può eliminarsi il fattore vettoriale non nullo u Ac e ricavare il 
valore di v che la soddisfa. 

In definitiva, [edi anche n. 10, in fine], si conclude che Ze ro 
tazioni uniformi del giroscopio pesante hanno luogo con asse di rota- 
zione verticale: se esso coincide con l'asse giroscopico la velocità 
angolare può avere qualunque grandezza, în caso contrario sia il suo 
modulo che il suo verso sono determinati. ; 

E' altresì evidente che se l'ellissoide d'inerzia relativo ad 9 
è una sfera (A = B = C) dalla (108) si deduce che l'asse di rotazio 
ne è una qualunque retta del corpo disposta verticalmente. 

E' anche evidente che in ognuno dei casi considerati l'equazione 


(93) è soddisfatta, dato il parallelismo di c e w. 


n): 


| 19 > SULLA DINAMICA DI UN CORPO RIGIDO IN UN CAMPO NEWTONIANO CENTRALE 

La teoria dei missili, dei satelliti artificiali, gli sviluppi del 
la Meccanica celeste, l'aspirazione dell'Uomo a compiere grandi viaggi 
negli spazi o, per lo meno, ad inviare oggetti dotati di apparecchiatu 
re molto sofisticate con lo scopo di esplorare il nostro sistema plane 
tario rendono di grande attualità lo studio della Dinamica di un corpo 
rigido soggetto ad un campo gravitazionale. 

Con lo scopo di dare qualche cenno sui problemi matematici che si 
presentano, considereremo uno dei casi più semplici tra i possibili: 
quello di un corpo rigido, C, soggetto all'attrazione gravitazionale 
dovuta a un centro di attrazione, 0Q, situato a distanza r da un pun 
to ® di €, nell'ipotesi che r sia molto grande rispetto alla mas 
sima dimensione, s, del corpo, tanto da rendere trascurabile il rappor 
to (s/r) di fronte all'unità. La teoria che ne deriva è abitualmente 
accolta in Meccanica celeste e sufficiente per lo studio di innumere- 
voli questioni, anche di quelle concernenti la Dinamica del nostro si 
stema planetario. 

Sarà utile un'osservazione preliminare. Si consideri l'espressio 


ne 
(109) p' = VI + 2Hxz; + 2424 è 
ove le H,. (i = 1, 2, 3) sono quantità indipendenti dalle variabili z2;. 


i 
Da (109) segue 


9 1# Hg + %5 9 1 
(110) (—) wa | e | = - 3H5y 
; azs p'! p 


se 
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3 
per cui per la funzione (4) delle Zi sussiste il seguente sviluppo 


di Mac Laurin: 
(1) - 
(111) 2.) = 1- 35,2, + (2) 


ove (2) denota la rimanente parte dello sviluppo di Mac Laurin (resto) 
che inizia dai termini quadratici nelle Zi. 

Si riferisca © a una terna solidale trirettangola levogira, 7 , 
avente l'origine in un punto di € e versori dj: T= (x gle Sla 


P il generico punto di Cc e Yi le sue coordinate rispetto alla 7. 


Detto 0 un qualunque punto dello spazio, risulta 


(112) QP = 00 + oP= rH+ y;j; , 


ove si è indicato con H il versore di 09 e con r il suo modulo 
Q9 = rH (vedi Fig. 7). 
Da (112) segue [denotando con Hj le componenti di H rispetto 


alla #1] 


(113) |0P|2 = 2 + 2rHjY; + Yifa è 


per cui posto z; = yj/r e denotando con p la distanza di P da 0Q, 


in base a (109) si ha 
(114) ps rp! . 


Pertanto, tenuto conto di (112), si può scrivere 
(115) g°3 = e7#(1 = SELeg) = #0 > Iliprfig) — "de > MI & BI 


avendo omesso di scrivere - perchè ritenuta trascurabile - la parte de 
rivante dal termine (2) di (111) che avrebbe dato luogo a un termine 
dell'ordine di r7° nell'espressione di 73. 

Ci sono ormai gli elemen 
ti per potere ‘stabilire le 
espressioni del risultante 
e del momento risultante ri 
spetto ad £ delle forze gra 
vitazionali, essenziali per 
la formulazione delle equa- 
zioni dinamiche. 


Supposto che 0 abbia 


massa m' e sia centro di at 


Figu 7 trazione gravitazionale per 
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C, si denoti con h, al solito, la costante di Gauss. Detta u la den 


sità di C e dC un suo elemento di volume, la sua massa è vdC. Ne se 
gue che in base alla (XIII, 23), la forza di attrazione universale {GC 
esercitata da Q sull'elemento dC di € circostante a P, nell'ordine 
di approssimazione tenuto nella valutazione di pi, è espressa, in ba- 


se a (115), da 


PO t “= SH £ RP 
(116) fac = n'h — ydC = man —————= (GO + (PO) dl + 
# 03 rl 


Detto il risultante delle forze gravizazionali si ha,pertanto, 


m'h 
R = fac = — (i — 3H * WP) (00 + PO) «dC = 
‘= r' Cc 


ae) 


(117) 


nh | 2G 3H x 2G 
= Ss. fem DÈ — += #02) x 
E° x f ia 
Posto g = m'h/rÉ , la (117) dà, a meno di termini dell'ordine di 
ed 
QG - 3H x 9GH 
(118) R=-molH+-—— |+ 19) 
L'espressione del momento risultante rispetto a © delle forze 


gravitazionali è 


de 3yjHi 
(119)  M= op A Fac = g ——- aP1 qQudC + (4) , 
(©: C r? 


ove (4) denota termini dell'ordine di r'. 

Per la valutazione di Mo conviene proiettare la (111) cull'as- 
se di indice s della 7”. Detto, al solito, e€e;jgrm l'idicatore di Ric 
Ci, indicando con (ie le coordinate di G rispetto alla 7 e tenen- 


do conto della regola (I, 147, 2) per il prodotto vettoriale, si ha 


= 3y4Hi 
My = - 9 s = A yy HpudC + (4) = 
(120) . 
= (G) 3 j% 
= - g È esuple Hp PF esspHiHp L UV jY g AC | (4) 
Posto 
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(121) CORI = Cig = J UY;Yyg (ce; 


e denotando con 0co' la matrice di componenti o si riconosce che 


Li 
ci 
le espressioni (120) sono le componenti del vettore 


(122) M,=- g [noe - 3 cn |ans (4). 


Nella (122) conviene fare intervenire l'operatore d'inerzia, o,le 


cui componenti Tie rispetto alla 7 sono espresse (Xx, 22), da 


ha ep pp 
(123) o = |- c' B - A! 4 
- B' - A' Cc 


ove le quantità A, B, ..., C' hanno il solito significato di momenti 


di inerzia e di deviazione vedi Cap. X, n. 3 . Si riconosce facilmen- 
te che è 
cont ot da on 92 0933 
2 Peet . + sg,  ———________—_ ta è re 
(124) Do; Cri Sti 5 o o + 3 


per cui la (122), a meno di termini dell'ordine di c, da, in defini 


tiva, 
(125) M_ = —- g |m9G + 3 cu |AE 
92 ; oil. “» 


Vale la pena di osservare che ove nelle (118), (125) si trascuri 
il termine in 1/r perchè ritenuto anch'esso piccolo di fronte al pri 


mo, si ottiene 


(126) R=-mgH ; M, = — M99G AH. 

Si ricade, in tale ipotesi, nel caso del solido pesante per il qua 
le l'insieme delle forze gravitazionali è riducibile a una forza unica 
(il peso) applicata nel baricentro. E' evidente che H ha il significa 
to di versore della verticale ascendente. 

Le (118), (125) permettono di scrivere le equazioni fondamentali 


della Dinamica per il solido rigido in campo gravitazionale. Esse, in 
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base a (XIV, 19, 17); si scrivone 


CIZIZI 


' 
, 
= 


eve R*' e Mi denotano il risultante e il momento risultante rispet 
to ad @ di tutte le forze non gravitazionali (ivi comprese quelle ap 
parenti del moto relativo e quelle di natura vincolare). 

Vale la pena di osservare che le considerazioni svolte in questo 


numero e i risultati stabiliti sono sostanzialmente validi anche se C 


non è rigido, pur di dare un opportuno significato alla oc. 


NO 


20} SUL MOTO DI © INTORNO AL SUO BARICENTRO MOBILE INTORNO AL CENTRO DI AT- 


TRAZIONE 
Con riferimento al contenuto del n. 19 supporremo che il baricen- 


tro, G, di C€ descriva con legge assegnata una curva T contenuta in 
un piano, n, nel quale trovasi il centro di attrazione, Q. Identifiche 
remo © con G e il vettore H di cui nel numero precedente coinci- 
derà, ora con il versore del vettore 0Q0G e si dovrà intendere r=|QG|. 
Il versore H si muove di moto rotatorio intorno alla normale al pia- 
no n. Pertanto, denotando con n il versore di tale normale e con 


v(t) un opportuno scalare, si ha 


ir IS 
ci iù 


(128) = vnA H_. 

Considereremo il problema del moto del solido rispetto al suo ba- 
ricentro, nell'ipotesi che esso sia soggetto alle sole forze di gravi- 
tazione emananti da 0. Si studierà il moto, cioè, rispetto a una ter- 
na, T', avente l'origine nel baricentro, G, del corpo e assi di orien- 
tamento invariabile rispetto a quella fissa. La terna ?' non è in ge 
nerale inerziale ma il momento risultante delle forze di trascinamento 
rispetto a G è del pari nullo. Infatti esso è espresso, rispetto a 


un qualunque polo, 2, da 


(129) i. = _ 'abvagine hs 
na è & dc 


che si annulla per © coincidente con G. Parimente nulle risultano 


le forze di Coriolis, dato che la 7' si muove di moto traslatorio. 
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Si conclude che alla base dello studio del moto di C sta la (127, 2) 
ia quale, tenuto conto della coincidenza di 9 e G e dell'annullar 
si di Mò , diviene [vedi (XI, 46), per 9 = G, pensando co costante 
perchè € è rigido e la 7 solidale], 


(130) où + w A cw = aH A cH 


ove si intende 3g/t. Alla (130) vanno associate le equazioni 


(e) 
Il 


+ (0 - vyn) AH=0, n+uwaAn=0, 


tee20) 


(131) 


(132) nere BARSTa BEDS y 


delle quali è evidente il significato: ia (131, 1) è l'esplicitazione 
della (128) sulla base della regola di derivazione di un vettore varia 
bile espressa in (III, 15), la (131, 2) esprime l'invariabilità nello 
spazio del versore n, le (132) l'ortogonalità di n ed H e l'inva- 
riabilità dei loro moduli. 

Il sistema delle equazioni (130), (131), (132) presenta notevoli 
complessità matematiche. A titolo di applicazione considereremo il ca- 
so più semplice che la curva T sia una circonferenza di centro 0Q.In 
tal caso r e il coefficiente o riescono costanti. Un problema inte 
ressante che si presenta è quello di vedere se sono possibili per € 
delle rotazioni uniformi nel suo moto attorno al baricentro. La loro 
velocità angolare - se esse esistono - dovrà essere costante e si avrà 


w = 0, per cui la (130) diviene 


(1839 WA 6w = aH A cH . 
Proiettando la (133) sulla terna solidale, che ora si suppone co- 
stituita da una terna centrale d'inerzia, si ha, nell'ipotesi che l'el 


lissoide centrale non sia rotondo, 
(134) P:p5 = 0H}Ho , p:p3 = aHoH3 , P3P1 = «H3H} 7, 


dalle quali si deduce la costanza delle tre Hj , data la costanza del 
le componenti Pi di èw rispetto alla T. Il vettore H è, pertanto, 
solidale a ©. Poichè esso forma angolo invariabile con n (è nxH= 
= 0) ne segue che w ed n sono paralleli, dato che in un moto rota 
torio l'unica retta dello spazio con cui una retta del corpo non paral 


lela ad w forma angolo invariabile è l'asse di rotazione. Ne segue 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


401 


w * H = O e quindi, in base a (131, 1), w= vn. 

Ne segue la costatazione interessante che se l'ellissoide centra- 
le è a tre assi (cioè, se C non è un giroscopio) i! corpo presenta 
sempre la medesima faccia al centro di attrazione. 

Le tre quantità H, non possono essere simultaneamente nulle. Si 


i 
supponga che, ad es., la H3 sia differente da zero. Da (134) segue 


P3Pj o 
(135) Hy = i * (1= 1, 2, 3) 
La condizione di ortogonalità, w x H = O, si traduce allora in 
(136) Ipî + Pî + aHî] p3 30, 


che, essendo a > 0, implica p3 = 0. 
Da (134) si deduce, di conseguenza, 


(137) HH=H, = 0; P1P2= 0, 
per cui si ha la coppia di soluzioni 


w = Pili 1 oppure 
(138) H= Hj3 £ | 
w = palo 


le quali, com'è facile verificare, soddisfano a tutte le equazioni del 
problema [cioè, oltre che alla (130), anche alle (131), (132)]. Si con 
clude che per un corpo rigido asimmetrico il cui baricentro descrive 
uniformemente una circonferenza intorno al centro di attrazione sono 
possibili, nel moto attorno al baricentro, tutte (e soltanto quelle) 
‘le rotazioni uniformi rappresentate dalle (138). Esse hanno luogo at- 
torno a un asse centrale d'inerzia disposto parallelamente alla norma 
le al piano contenente la curva descritta dal baricentro del corpo,con 
la circostanza che esso presenta sempre la medesima faccia al centro 
di attrazione (cioè, la velocità di rotazione propria coincide con quel 
la di rivoluzione). Si può invece dimostrare che se il solido è un gi- 
roscopio le due velocità, di rotazione propria e di rivoluzione, posso 
no essere differenti. E' interessante, pertanto, osservare che se un sa 
tellite (artificiale o non) ruota attorno a un centro di attrazione (ad 
es., attorno alla Terra) non presentando sempre la medesima faccia al 
centro di attrazione esso ha una costituzione interna che gode di sim- 


metria giroscopica (beninteso, nell'ipotesi che l'aspetto gravitaziona 
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le del fenomeno sia quello preponderante ai fini dello studio del moto 


del satellite). 


Lai iii 


21 - CORPO RIGIDO DI MASSA VARIABILE 

I problemi connessi alla teoria dei razzi, satelliti artificiali, 
aerei a reazione, ecc., hanno reso di grande attualità la teoria del 
corpo rigido di massa variabile. Trattasi di una teoria di notevole com 
plessità matematica di cui vale la pena di dare qualche cenno nella sua 
più semplice schematizzazione. 

Sia € un insieme di elementi materiali, P, ognuno dei quali è so 
lidale a una certa terna, 7 = (2, ji), sino a un certo istante tp = di 
pendente da P - nel quale esso cessa di essere solidale a 7; oppure: 
sia € un insieme di elementi materiali, P, ognuno dei quali è divenu 


to solidale a 7 a partire da un certo istante tp, dipendente da P. 


Per corpo ri bile, C+, all'istante t, intenderemo 
l'insieme di tutti gli elementi di © che si sono mantenuti solidali 
alla 7 sino all'istante t [nel caso di emissione], o che sono già di 
venuti solidali alla 7 all'istante t [nel caso di assorbimento], ri 
manendo tali in ogni istante successivo. 

Non si eslude, naturalmente, il caso che faccia parte di Cl e ci 
C+ per ogni valore di t, un nucleo rigido, N, solidale alla "7, la 
cui massa non varia e a cui è associata la parte interessata dal feno- 
meno, di emissione o assorbimento. In altri termini, il corpo rigido di 
massa variabile è all'istante t la parte C+ non ancora espulsa (o 
già catturata) di un sistema più vasto, la quale [C+], insieme a un e 
ventuale nucleo di massa invariabile, costituisce - in ogni intervallo 
di tempo che ha l'istante t quale estremo superiore se trattasi di e 
missione, quale estremo inferiore se trattasi di assorbimento - un si- 
stema rigido nel senso abituale. 

E' bene aggiungere, per chiarire meglio la locuzione di sistema ri 
gido a un dato istante t lche, a rigore, può apparire impropria], che 
con essa si vuole mettere in evidenza la circostanza - che è la più es 
senziale per la trattazione teorica del problema - che l'atto di moto 
di C£ è nell'istante t un atto di moto rigido: quello della 7”. 

Noi consideriamo uno schema semplicistico il quale ignora le moda 
lità di emissione (o cattura) ma che già dà l'idea del tipo di proble- 
ma matematico cui si giunge in simili questioni. 

La prima equazione cardinale del corpo rigido di massa variabile 
si deduce ripetendo le considerazioni svolte per stabilire l'equazione 


fondamentale nel caso di un punto di massa variabile, supponendo la 
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quantità di moto espressa mediante la velocità del baricentro, secondo 
la (XI, 22). Si riottiene la (XX, 146), ove con a e v si intendano 
l'accelerazione a; e la velocità v, del baricentro del corpo all'i 
stante tt. 

Per stabilire la seconda equazione cardinale con riferimento al mo 
to del sistema intorno a un punto, 9, fisso o coincidente con il bari- 
centro (e supposto coincidente con l'origine della terna solidale TT), 
si cominci con l'indicare con p), P2,; P3 le componenti della veloci- 
tà angolare, w della terna 7 rispetto alla medesima e con c,g l'e 
lemento generico della matrice con cui si può rappresentare all'istan- 


te t l'insieme dei momenti d'inerzia e di quelli di deviazione [vedi 


x i (22) Je 
A_-C' - BI 
(139) Org 3 SS B =D; Cc) = A} , 03 = 0997=-C',ecc. 
BASA C 


Per semplicità, considereremo innanzitutto il caso di espulsione 
di materia, riferendoci al caso che essa abbia luogo in un punto Q del 
sistema ly. Supporremo, cioè, che nel tempuscolo dt a partire dallo 
istante t venga emessa la quantità di materia m' > 0, concentrata 
nel corpuscolo P. che si distacca dalla posizione Q del corpo con 
velocità v'. Tale vettore rappresenta, pertanto, la velocità di P im 
mediatamente dopo il distacco. 

All'istante t, il momento delle quantità di moto di C+ rispet- 
to ad ® ha rispetto alla 7 le componenti 0r_rgpg ed è,pertanto, e- 


spresso da 


(140) Ko = ©rsPslr - 


La valutazione del momento delle quantità di moto nell'istante 
t + dt del sistema costituito da Ct+at e dal corpuscolo distaccato- 
si si fa tenendo conto delle variazioni subite nel tempuscolo dt dal 
le rs; Pr; jr e del momento delle quantità di moto del corpuscolo P, 
distaccatosi all'istante t. Si ha, pertanto, 


(141) RÉPIIO) 2 (GL + dorg) (Py +dpg) (jr +di,) + (900 +@P)Am'v' 


Noi supporremo, come generalmente avviene in concreto, che l'emis 
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sione di materia abbia luogo in modo continuo. In tale ipotesi, le fun 
zioni intervenienti possono, generalmente, considerarsi variabili con 
continuità ad eccezione, se mai, della velocità di P nell'istante del 
distacco. Conseguentemente, la variazione subita dal momento delle quan 
tità di moto nel tempuscolo estremamente breve dt, data la trascurabi- 
lità dei termini contenenti i prodotti do,dps , ecc. nella ((141) è, 


in base a (140), (141), espressa da 
142) dk, =Rftt90) _g(5 2 (0, gdp +d )3 + djr +0 ‘v' 
VzI ig = Ko = (0rgdp3 +d0,gPs)lr +0rsPsdir +00 Amy 

Le quantità do,g coincidono evidentemente, con i momenti d'iner 


zia e di deviazione cambiati di segno della massa m' supposta nella 


posizione 0, le cui coordinate rispetto alla 7 indicheremo con &;, 


Cor ga 
Posto 
EZ + E - 182 = Egg 
- n 2 2 

(143) Boe = E1E2 ta + E3 r EaEg 
=, cegg, de 

si ha, pertanto, 

(144) do Ls = m'B,s P 


Inoltre, per le fomrule di Poisson (III, 4), si ha 
(145) dj, = w A jr dt , (=, Zi dI 


Denotando sinteticamente con ou, fu i vettori le cui componenti 


rispetto alla 7 sono rispettivamente Orgis ’ BrgUsr qualunque sia 
il vettore u , la (142) si scrive, in base a (144), (145) 
(146) dK, = [cè + w A cw] dt - m'Bw +90 Am'v' 


La continuità del fenomeno permette di scrivere 


(147) m' = - mdt > 0. 
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Inoltre, è facile verificare che risulta 
(148) Bw = 920 A (w A 20) = 20 Av 7, 


ove v esprime la velocità di P supposto in Q e solidale a 7. In 
base a (147), (148), la (146) diviene 


(149) dKo = [où + w A cw + m20 A_(v - v')] dt . 


Tenuto conto dell'equazione fondamentale della Dinamica espressa 
nella forma (XIII, 3) il teorema del momento delle quantità di moto 
(XIV , 18) impone - per £ fisso o coincidente con il baricentro - di 
uguagliare in ogni tempuscolo la corrispondente variazione del momen- 
to nella quantità di moto al vettore Mi at , Se miO) rappresenta 
il momento risultante rispetto ad © dell'insieme delle forze esterne 
agenti su Ck. 

Da (149), dividendo per dt, segue dunque, in definitiva, 


(150) cow + w A w = m 90 A vi + mi È 


lE 


' -v denota la velocità relativa di emissione. 


ove il vettore v_ = v 

E' facile verificare che alla medesima equazione (150) si giunge 
nel caso di assorbimento continuo per cattura. In tale caso è m > 0 
e Vr rappresenta la velocità relativa di cattura. 

E' bene tenere presente che nell'ipotesi di emissione ed rap- 
presenta il momento risultante rispetto ad ® delle forze esterne a- 
genti nell'istante t sull'insieme degli elementi del corpo non anco 
ra distaccatisi, compreso l'elemento P. che sta per distaccarsi (e 
l'eventuale nucleo N di massa invariabile), mentre nel caso di as- 
sorbimento da si riferisce alle forze esterne agenti sugli elemen 
ti già catturati ,sull'eventuale nucleo N e sul corpuscolo P. che 
sta per essere catturato. Naturalmente, non si esclude che il contri- 
buto ad po delle forze esterne agenti su P sia del tutto trascu 
rabile. 

Vi sono casi di interesse concreto in cui il problema matematico 
connesso alla teoria esposta si semplifica in quanto le componenti ri 
spetto a 7 della velocità relativa Vr € gli elementi della matri- 
ce 0rg sono funzioni note del tempo, o addirittura delle costanti - 
almeno in un intervallo di tempo non troppo esteso - per il fatto che 
la parte centrale invariabile, N, è preponderante rispetto all'intero 


Ba. 
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Ad es., nel caso del moto intorno al baricentro [2 = G], se pe 
è nulla e gli assi centrali sono solidali a 7 - anche se le 0,y va- 
riano -, la. (150) mostra che è possibile un moto rotatorio uniforme at 
torno a un asse centrale d'inerzia, ogni qualvolta v_, è parallelo a 
GQ. Infatti, in tal caso, oltre al secondo membro di (150) si annulla 
anche il secondo termine del primo membro, dato il parallelismo di w 


e ow e sussiste, pertanto, la soluzione w = 0, ecc. 
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CAPITOLO XXII 


dl ELEMENTI DI MECCANICA ANALITICA 


ele 
(1} 1 ERINCIPIO D DI D'ALEMBERT 


Sia CC un qualunque sistema materiale! comunque. vincolato! Distin 
guendo le forze in attive e vincolari e supponendo € particellare,la 
equazione fondamentale della Meccanica, (XIII,11) applicata al generico 


TT O nn 
punto Py ,(s= 1, 2, ..., n), di € si scrive 


(1) F - mzas + ds =0, (s:= 1; Zu, sexe N 


Sì 
mentre Wa ea ds denotano la forza attiva e quella vincolare agenti 


ove evidentemente m ed az sono la massa e l'accelerazione di Psr 


Se invece € è continuo, per ogni suo elemento di materia corri- 
spondente ad una porzione piccolissima, c, di Cl (IX, n. 1), l'equa- 


zione fondamentale della Meccanica diviene 


(2) E - uca+$=0, 


ove n è la densità in c, a l' agcalebazione e F é è le forza at 


tiva e quella vincolare agenti su c\ 
Ricordando che - msay e - uca sono rispettivamente le forze di 


inerzia di (Ps e di e e tenendo presente la condizione di ‘equilibrio 


"rest" 
di i uf punto materiale (XV, 2) e quella di un sistema concepito come un 


insieme di punti. o elementi liberi e soggetti a forze attive e reazio- 


ni vincolari (xv, Da bi) de (Ma (2) possono leggersi: durante il moto 


di un qualunque sistema materiale, ad ogni. istante si fanno equilibrio 


le forze attive, quelle d'inerzia e le reazioni vincolari. ) 


mn E pa 
Si considerino le do 


«x 


(3) FE = Mya + (E, = Migag) . E = boa + (E - uea) 


Se su Py (su e) non agisse un vincolo la differenza F - ma; 


[TE - uca]\ risulterebbe nulla in virtù di di (2) e tutta la Fi (ES) 
sarebbe spesa per imprimere moto a_P_ | [e]. 


Invece a causa del vincolo presente, della forza attiva la parte 
[F - uca] va, per così dire, perduta ai fini del moto.| per ta 
e n 
Ie motivo \Fa * - Mm — Agla e pure F - uca) si suole chiamare forza per- 


duta. Li 
== 
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Le uguaglianze (1), (2) possono interpretarsi come relazioni di e 


quilibrio tra le forze perdute e le reazioni vincolari. 
68; LeEoL so ROSE cite Ve), 


mu 


Si ha cioè: durante il moto di un sistema materiale, ad ogni istan 


= E TL LATI 


te st fanno equilibrio le forze perdute e le reazioni vinceolari. 
e_te rea: 


=) 


x 
3a 
74 
4 
De 


ip S 


È ?%, ° 
{e )\ pb tag 
: c die 9° 1? K & } 


pin 
I due enunciati sopra espressi costituiscono due forme equivalen- 


ti del cosiddetto principio di D'Alembert. Esso in effetti costituisce 


un'interpretazione formale delle equazioni (1), (2) ma dal punto di vi 
sta speculativo ha notevole importanza in quanto riporta l'i ipgstazion 
quanto riporta l'i rad 


2104 


ne di ogni problema dinamico co ad Una questione, ione di Statica. 


°° "BI puo “sFféfmare che tutte le volte che” To stato” di moto di un si 


zazione dei vincoli le. equazioni Le movimento di un qu di sta tane 
Fre do ene Meo. equazioni SEMINA 


si ottengono da _quelle dell'equilibrio semplicemente sostituendo alle 


forze attive Le forze perdute) 


CA. 
YI ela 


&} RELAZIONE ED EQUAZIONI IEITICA PELLA DINAMICA 

Una applicazione notevole del principio di D'Alembert si ottiene 
nel caso che C€ sia un sistema a vincoli lisci, Vale allora come con- 
dizione caratteristica delle posizioni di equilibrio, il principio dei 


lavori virtuali, espresso da (XV, 41) 0 (XV, 45) a _seconda che” che tratta- 


si di vincoli unilaterali o bilaterali. Detta st, 0) dl lavoro delle 
er SAR e» 


reni an 


di € a partire dalla posizione esa; Vienaltaalane peri principio” 
our (Sia tar 


di D'Alembert porta a ritenere come caratteristica del moto del siste- 


VERO cstaetatistateni 


LL ria 
ma la disequazione 
Pa e eee 


e e celti 


iI 


\ 


(4) Y ; | 509° n sr sé \ dA - +4 Muri 


nel caso di vincoli unilaterali e l'equazione 


(5) p is Gt a ag 


nell'ipotesi di vincoli bilaterali. 


Ciò si deve. intendere nel senso che L'insieme dei movimenti di cui 


è suscettibile un sistema materiale, C, ‘Soggetto a vincoli lisci e_ade 


fosiminate forze attive è costituito da tutti e soli i moti di C in 
terminare Jorso dritto e SOL LLOUTtO CA Inti ini II 
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corrispondenza ai quali il lavoro delle forze perdute risulta non posi 
tivo per ogni spostamento _pirtuale. e_irrepersibile. CA partire dalla posi- 


zione Bttuale del sistema, nullo .per. ogni spostamento virtuale reversi 


bia, Pa 


So Le (4), (5) si chiamano rispettivamente relazione ed equazione ati 


bolica della Dinamica. Esse possono ottenersi come conseguenza diretta 


TOA i dareste 
delle (1), (2), moltiplicando rispettivamente per lo spostamento virtua 


eni 
le (529 e DI di Py e e e sommando rispetto ad s la prima, inte 


grando ccp cla seconda, col tener conto delle (XV, 31, 32) è 


E! Less, in base al principio di DI Alembert che risulta chiaramen- 


te intuitivo de Toro carattere determinativo dei movimenti dinamicamen- 


lia possibili di un sistema soggetto a a FinoRik liscil 


\Esplicitamente le di A) 


ny a n 
(6) E K(Eg metis * SPg iS O, r te, chgig #0, ©, 
BF1 Dear LL S=i LA 
nel caso di un stetane particellare e 
(7) f (E — ua) x S6PdC < O, f (F - ua) x $6Pdc = O, 
E E 


nel caso di un sistema continuo. 


eI 


3 — EQUAZIONI IN COORDINATE LAGRANGIANE DEL MOTO DI UN SISTEMA OQLONOMO.SOG- 


beni GETTO_A VINCOLI LISCI BILATERALI A 


Sia ‘CN un qualunque sistema olonomo soggetto a vincoli lisci e bi 
ERA: N e 


laterali, ad N _gradi di libertà. Con riferimento agli N parametri 


sa lagrangiani. de q21 er ] il lavoro della sollecitazione attiva per 


un qualunque spostamento yirtuale si esprime nella forma GG: FO] 


Va di uso A 


(8) 


ove le (Q,) sono date (XII, , 50, 53) da \ 


n OP; d0P 
vt ea 9 1,5" dg 


delle quali vale la prima o la 


ticellare.o.c continuo. 


Basta, , evidentemente, sostituire. nelle (9) le forze attive con quel 


seconda a seconda che il sistema sia par 
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le d'inerzia, per dedurre un'espressione analoga alla (8) per il lavo- 
ro virtuale delle for e d'i i 


In altri termini, posto 


20P 
j= & ac 
Sb A ua * dGh ’ 


è espresso dal 


(10) th)+ 


m) _]_ 
(11) SL (2 E, mimi 


pur d'intendere nella (11) 1, data dalla prima o dalla seconda delle 


sia particellare o continuo. 
Si deduce che il lavoro virtuale delle forze perdute è) 


(10) a seconda che C 


sd 


(12) len® + sn Mi E )(op - cm) son 
+ me9 pal caro 


L'equazione simbolica della Dinamica _ (5) si traduce pertanto nella 
OTT VER i nio 
uguaglianza 


Psi \ 
—- 
X 


V& \ 
(13) : (Qn 7 tn) sInG0| 


Ì 


Î 


TTT A 


da ritenersi valida per ogni spostamento virtuale del sistema a partire 
dalla posizione attuale (cioè occupata all'istante t). 
Ciò vuol dire che la (13) 


deve essere soddisfatta qualunque siano 
gli infinitesimi éqy 


ed equivale, pertanto, alle N equazioni 


(14) rag # dr | 


Si riconosce altresì che se sono soddisfatte le (14) lo è di con- 
eguenza l' l'equazione simbolica della Dinamica _per ogni spostamento vir 


tuale a partire dalla configurazione attuale .| se è ne decnce che le (14) 


caratterizzano il moto del sistema, ui 
CA EREcSA 


OSSERVAZIONE - Se il sistema è a vincoli completi (VIII, n. 3) e privi 


di attrito particolarmente adatto è il teorema delle forze vive per sta 
bilire l'equazione differenziale a cui soddisfa durante il moto l'unico 
parametro lagrangiano, q 


In 
Fabth, in tal caso, il lavoro elementare delle reazioni vincolari risul 


, che determina la posizione del sistema. 
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ta nullo, mentre quello delle forze attive (XII, 
(RE; ‘759 hanno le espressioni 


51) e la forza viva 


(15) an) = ofqjadt , 7=3 alga, alg) > 0 


Il teorema delle forze vive (XIV, 34) si scrive, tenuto conto di 


(15) ed eliminando il fattore qdt “comune a tutti i termini 


iù sp geo dra dl99 


e costituisce l'equazione del moto del sistema. 


4 — EQUAZIONI DI LAGRANGE 


Le equazioni (14) sono suscettibili di una trasformazione formale 


\che mette in evidenza gli elementi meccanici da cui il moto dipende, 


Mostreremo,. precisamente, che le Th _ si esprimono con semplici opera- 


izioni. di derivazione, nota che sia l'espressione della forza viva del 


isistema.| Ci riferiremo negli sviluppi analitici al caso che il sistema, 


C , sia particellare ma risulterà evidente che il risultato a cui si 
giunge si mantiene valido anche nel caso che C sia continuo., 


| Supposto il sistema olonomo,) le tp)r in base alla loro definizio. 


ne (10) possono porsi nella. forma ì 


e ___am— 


d sa , 20P;! n d 30P; 
(179) T = SE DI mjV x i n MiVi = (h=1 7. N) 
h dt guri IS dgn! ta p ASH dt 29h , ri, , 
rus I ì 
Tenuto conto delle (XI, 70), si ha LS i A 
i: mi * n N 930P; 30P; 
> v A x Gu & F 
i=1 ila Igp i=1 1 k=i 9h GK k 
(18) Gi 
Lof W de è 90P;  20P; 
AU vu * 
LI ic: i 39p dt 
AT Dar] , i=1 


che in base alle (XI, 72) può scriversi J pa 


n d0Pj N 
(19) B dig * = S Z 
i=ì dh k=1 
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Si ha, cioè, pet la (XI, 73) pPosit= 


n d0P 97 
(20) : b miVi x 7 = == a 
=} Gn èqh 


d 30P; ? 0a vi 
(21) = e «e 7 
dt 39h dqn dt 3ap 
e quindi 
va Cn d 90P; n Vi dT 
(22) E Mmive Xx 3° ——— = £ Mivs * —— = #°_,} 
Ias 1-1 dt 9h Sar iti dqh èqh 
per dedurre da (17), in base a (20), (22) 
hi — i _ — ur 
Îì à pe ; i 
(23) frp= == - = (h= 1,2, 001 N) . 
I dt è dh 9dp | 
Ì censiti 
Le (23) forniscono le preannunciate espressioni dei 1, e si chia 
mano binomi lagrangiani. In base a (23), le (14) divengono 


Le (24) si chiamano equazioni di Lagrange nella seconda forma per 


distinguerle da un diverso tipo di equazioni del moto dei sistemi olono 


Lagrange nella prima "Forma“che” ‘a noi non interes- 


mi dette equazioni di 


Re tea 
sa stabilire. Esse costituiscono un sistema di equazioni differenziali 


ia inionione 


a forma 


nelle Gis Gar sc, q, ognuna del secondo ordine, riducibil 
SI 


(0) 


normale, cioè risolubile rispetto alle derivate seconde delle dio ws 
TERI 


e . 


Per convincersene basta osservare che, in base a (XI, 73), (24) ,il 
sistema è lineare nelle rs der sseg di e il determinante dei coeffi 
cienti delle Gi; Gan scs” & è la larp|, cioè il discriminante della 
parte quadratjca dell'espressiune della forza viva (XI, 73). Ne segue, 
dato il carattere definito positivo di tale parte quadratica (XI,n.10)}, 
che il determinante larpl è diverso da zero e le (24) sono risolubili 
rispetto alle dG;, Gar ---, d- 


Comunemente con la semplice denominazione equazioni di Lagrange ci 
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si riferisce (e così faremo noi) alle (24) [e non a quelle della prima 
forma ]. La forma delle (24) mostra che per scrivere le equazioni diffe 
e na 


renziali del moto di un qualunque sistema olonomo a vincoli lisci ba- 


sta procurarsi l'espressi La--forza viva in coordinate lagrangia- 
2a CLNATE 29rang he 
ne, onde con sole operazioni di derivazione stabilire i primi. membri 


delle (24), e quella del lavoro virtuale della sollecitazione attiva 


che, in base a (8), determina i secondi membri delle (24) come coeffi- 


cienti delle 6qp- 


Se la sollecitazione attiva è conservati (g), siate q) ne 


rappresenta il potenziale, basta richiamare le (XII, 64) per riconosce 


re che le equazioni di Lagrange si scrivono 


(25) A E Sat, Ci cusg Na 
dt gh 9qh 


Posto Sigre = 


(26) 


di 
|u . 


le (25), tenuto conto che _U_ non dipende dalle dir ds, <> &r diven 


gono 


(27) dann By 
dt èdgp gh 


Va 
d 9L dL A | iS 
Î 


E' questa la forma che spesso si dà alle equazioni di Lagrange nel 


caso di sistemi conservativi.|Le funzione I (q, q, t) prende il nome di 


rone lagrangiana o potenziale cinetico. 
=_= =——nt—_—— 


la =__T_=—=== —_ sons... È si è . * 

—— AIla medesima forma delle equazioni di Lagrange si perviene se le 
forze derivano più generalmente, da un potenziale generalizzato, cioè 

nel caso che esista una funzione V (q, q; t) per la quale sussistano 


le uguaglianze 


(28) ig 


Basta allora porre 
(29) LE PbiV; 
perchè le (24) assumano ancora la forma (27). 
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La circostanza espressa dalle (28) si presenta, ad es., nel caso 
di un corpuscolo elettrizzato mobile in un campo elettromagnetico, qua 
lora si esprima la forza di Lorentz - rel vuoto espressa dal secondo 
membro di (XX, 98) - mediante i due ben noti potenziali, scalare e vet 


tore, di uso frequente in elettromagnetismo. 


\ ) 
VIVAT 


(5}- SUL CARATTERE DETERMINISTA DELLE EQUAZIONI DI LAGRANGE 

Nel numero precedente si è osservato che le equazioni di Lagrange 
sono riducibili a forma normale. Conviene ora segnalare qualche imme- 
diata conseguenza di tale fatto. Si osservi, innanzitutto che dalla e- 


spressione (XI, 73) della forza viva di un qualunque sistema olonomo si 


deduce 
97 1 ars. db . ele! 
sm “ lg * ST ig: 
(30) 
97 È 
si aps Ist bh 
dh 
da cui segue 
a ar AZpg , abpq è. 
(31) e” She dg; ( le +] So 
dt 3qgh (epa ddr 
Posto 
da da ab ab ad 
. 1 rs hs - - veg h Ù 
(32) B, ( # E) 5 ai £ ES i = 
hdd [3 0gh 39, ) 4,9, 3a 39, ) Lba 39h 
le (24), in base a (30, (31), divengono 
(33) Bh fa 2%, di Ud + mar 4 - 

Si denoti con Ars il complemento algebrico di ars nel determi 
nante (diverso da zero,anzi positivo) delle ars diviso per il valore 
di tale determinante. Indicando, al solito, con Spa il simbolo di Kro 
necker, si ha 
(34) Abr hs 5 Srs - 
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Moltiplicando la generica delle (33) per Ax ® sommando rispet- 


toa h da 1a N, si ottiene 

(35) Ahr &hs ds = Apr [By + Ql 
che, in base a (34), dà 

(36) Gr 5 Apr (Bp + 0h) = Cel. 9: t) 


ove si è indicato con C_ (Cd, q; t) il secondo membro. 

Il sistema differenziale (36) presenta in forma normale le equa- 
zioni di Lagrange ed è dello stesso tipo di quelle relative alla dina 
mica del punto, espresso dalle (XX, 2), a parte il fatto che in quelle 
equazioni i secondi membri dipendono esclusivamente dalle forze mentre 
nel caso dei sistemi riferiti a coordinate lagrangiane le espressioni 
delle dh dipendono oltre che dalle forze anche dalla loro natura strut 
turale e vincolare, come mostrano, in particolare, le (36), data la pre 
senza dei termini Ap, Bp. Per il sistema differenziale (36) possono far 
si delle considerazioni analoghe a quelle fatte nel caso delle (XX, 2). 
In particolare, si può affermare che le condizioni iniziali di posizio- 
ne e atto di moto determinano il moto del sistema allora e soltanto al- 
lora che le C,_(q, di t) siano tali da soddisfare a condizioni per cui 
risulti unica la soluzione delle (36) soddisfacente alle condizioni ini 


ziali 
(37) q, (0)=:q ; Gr (0). = 97 . 


E' quanto capita ogniqualvolta sussiste il teorema di esistenza e 
unicità, analogo a quello espresso nel Cap. XX, al n. 1, che ci limitia 
mora enunciare. 


Si rappresenti il gruppo delle 2N + 1 variabili t, Qpr dp, (h_= 


= 1, 2, ..., N), pensate come variabili indipendenti, mediante un punto 
P. di uno spazio rappresentativo a 2N + 1 dimensioni. Sia PRI tn: 


sieme descritto da P quando esso varia subordinatamente alle condizio 


ni 

(38) Os E bt a ah < Ip S dr 5 8h £ In £ 8h P 

ove t', 0h, CI Bh: 8} sono delle costanti reali “(h = 1; 2, ssogN). 
Sussiste il seguente teorema di esistenza e unicità: condizione suffi- 


ciente affinchè il sistema (36), (37) ammetta una e una sola soluzione 
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a 2N + 1 dimensioni, comprendente nel 


definito dai valori t = 0, dp = ao) O 


= P P + IS 
è che esista un insieme 2N +1 


suo interno il punto pl°) 


= a”. che definiscono le condizioni iniziali, tale che per ogni P ap 
partenente ad esso le funzioni Cc, (A, g; t) soddisfino alle condizio- 
ni: 
a) sono funzioni continue delle variabili, t, Co dh È 
b) sono derivabili parzialmente rispetto alle Apr In almeno una vol- 
ta con derivate limitate (oppure continue se le C,(q, q; t) sono con- 
tinue e limitate). 

L'intervallo di definizione della soluzione è determinato dalla re 
lazione 0 < t < t' e può avere ampiezza infinita, ad es., se le C, 


non dipendono dal tempo. 


OSSERVAZIONE I - Nel caso di vincoli indipendenti dal tempo le equazio 
ni di Lagrange possono porsi in una forma particolarmente utile per gli 
sviluppi della Meccanica analitica. Si cominci con l'osservare che nel 
caso di vincoli fissi le (32) contengono soltanto i termini quadratici 


nelle q, e, posto 


da da da 
h rs 
(39) les; n =3 (57° Si ) i 
2 -ddg dgr gh 
divengono 
(40) By (q. 9) = - [ps: h] Gpds - 


Le espressioni (39) si dicono simboli di Christoffel di prima spe- 
cie e sono di uso frequente in Meccanica analitica e in calcolo tenso- 


riale. Posto 


r 
(41) = Ar Ips; hl , 
ps 


le equazioni (36) assumono l'aspetto 


r Hi 
(42) Ar + ApIs Anr®h - 
ps 


Le espressioni (41) si dicono simboli di Christoffel di seconda 
specie e la forma (42) delle equazioni di Lagrange risulta oltremodo 


significativa, particolarmente per lo studio dei moti spontanei del 
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sistema (Qp = 0). 


6 — SULL’EQUILIBRIO DI UN SISTEMA OLONOMO 
Ogniqualvolta esiste un teorema di _unicità per il sistema i (36), 
(37)_è È possibile dimostrare che il sistema materiale posto in una posi 


e e—r-—: © —=<"*"=TT_ o TToO mec” sv 
zione di equilibrio con forza viva nulla vi rimane indefinitamente,pur 
rr e ia 


chè, ben s'intende, >, quella posizione appartenga all'insieme S,,,j iN 


cui vale Îl teorema di di unicità) Considereremo, per semplicità, il caso 
di vincoli fissi, nel qual caso le equazioni di Lagrange assumono la 
forma (42). Se je*f= Ultra Spr nasa ) rappresenta una posizione di e 
quilibrio, supposto, per semplicità, che trattasi di vincoli bilatera- 
li 0, se unilate ili, che Ia P' é6trisponde a una ‘posizione | ordina- 


ria, si ha (vedi XVI, 4 


(43) la, ln. Ulfab, Meta Za ci M 


E' evidente che le (42) ammettono, in base a_(43), la soluzione 


(44) q zq (r= 1, 2; sep DÒ 4 
soddisfacente fille condizioni inizialif 
(45) q, (0)= di} P q_(®) = 0, (e = 1; 25 sean DM 


Si conclude che ogniqualvolta sussiste un teorema di unicità per 


le (42) sotto le condizioni iniziali (45),la (44) rappresenta l'unica 


soluzione ammessa dalle (42) i; (43) e ciò significa c che il sistema ri- 


mane indefinitamente ‘in quiete nella posizione "dI CSQUIIIBrIo. Le 


OSSERVAZIONE {7 - Si supponga che il sistema sia a vincoli fissi senza 
escludere l'eventuale presenza di vincoli unilaterali che, per sempli- 
cità, supporremo rappresentabili come si è detto al n. 1 del Cap. XVI. 
Siano valide, pertanto, le (XVI, 1) e sia £7 una posizione di equili- 


brio caratterizzata dalle uguaglianze 


(46) di = Dre Qu =Ws-3 b Mar gag a a 


La posizione P* è, cioè, posizione di confine rispetto alle coor 
dinate Gy Qu4]oro ceo yo - Supposto che il sistema sia inizialmen 


te nella posizione P* con forza viva nulla, per t = O risultano ve 
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rificate le (46) e, inoltre, le 


(47) gq_(0)= O, (ma la Za avep NI è 


mentre le 0, in P* soddisfano alle (XVI, 8). Se in un istante in 
cui sono verificate le (46), (47) ha inizio un moto in cui una delle 
dr con h > N" non è nulla, sia ad es., tale la dh! (h* = N"), d0 
vrà risultare necessariamente dp! > O. Infatti, nel tempuscolo dt a 


partire da quell'istante (che supporremo sia l'istante t = 0) si ha, 

dt? 
2 

videntemente dq), espressione di uno spostamento virtuale, deve risul 


a meno di infinitesimi superiori al dt?, dqp: = dp: ed essendo e 
tare dqy: > O , come mostrano le (XVI, 6). 

Si considerino le equazioni di Lagrange nella forma (33), ove le 
By sono espresse dai soli termini quadratici nelle dr delle (32). 


Nell'istante iniziale e in P* esse divengono 


se (0) 


(48) Qpg (q*) do = O (4%, O) r 

ove le gi denotano i valori iniziali delle dr- Da (48) segue 
(0). (0 Ùa 

(49) aps (4*) 4 ‘a; a 9 (a 0) gpo 


che, in base a (XVI, 8) si riduce a 


« stodatod ù =(0) 
(50) aps (a*) 4, dh = I Q, (0, 0) dh 
h=N" 
E' stato osservato che le ag SONO i coefficienti di una forza 
quadratica definita positiva vedi Osservazione in Cap. XI, n. 10 : il 


primo membro di (50) è pertanto positivo se le non sono tutte 


‘a 
nulle. Invece, il secondo membro di (50) non può essere positivo; in- 
fatti, se in uno stesso termine della sommatoria ambedue i fattori non 
sono nulli, ad es., ciò accada per il termine Op rd (h' » N"); per le 
cose or ora dette quel termine è negativo. Si deduce che ogni termine 

del secondo membro di (50) deve riuscire nullo o per l'annullarsi in ?* 
della corrispondente 0, o per quello della corrispondente dh o per 
l'annullarsi simultaneo delle due quantità. Dovendo annullarsi di con- 


seguenza il primo membro di (50), si deduce l'annullarsi di tutte le 
al) 
ci 


Da quanto si è detto,si conclude che se un sistema olonomo è posto 


in una posizione di equilibrio con forza viva nulla, le sue accelerazio 
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ni lagrangiane iniziali sono tutte nulle. In altri termini, dai princi 
pi della Meccanica non discende come fatto assolutamente generale la 
quiete di un sistema materiale che si trovi ad un dato istante in una 
posizione di equilibrio con atto di moto nullo ma si può tuttavia de- 
durre che se un moto ha inizio esso ha inizio con accelerazioni tutte 
nulle. Tenuto conto del fatto che la quiete del sistema nella posizio 
ne di equilibrio è sempre una delle soluzioni del sistema differenzia 
le della Dinamica, ciò induce a ritenere plausibile postulare che il si 
stema rimane indefinitamente nella posizione di equilibrio. 

A conclusioni analoghe per quanto concerne le accelerazioni delle 
singole particelle si giunge nel caso di un sistema particellare stu- 
diato in base al principio dei valori virtuali come espresso in (XV,n. 
12) è 


{be COORDINATE IGNORABILI 


ERI Kg 
Si supponga che la funzione di Lagrange di un sistema olonomo a N 


da In < N) coordinate agrangiane q;,9, n 
«--, n° Sia precisamente, 


n IT 


enda 


gradi di libertà non dip 


AE 


(51) ra (qe gi O = L (Gn+1” «er yo i x? DI). è TA 


Le prime n equazioni di Lagrange si riducono, di conseguenza, a 


(52) ni i] = Ml be ces È 
dt dp 


le danno luogo agli integrali primi] 


(53)  U tig presi 2 cp (15 2a seg DI |? 


con le (Ch) costanti arbitrarie. 
Le (53), per i motivi analoghi a quelli detti alla fine del n. 4, 
sono invertibili e da esse sono deducibili le di qa, 7, dn come 


funzioni delle rimanenti qg e delle cp: 


(54) Gh =/Up(q,4]r0--1? Dayjronad  ? E) 4% (h=1, Lips D) 


Si introducano le espressioni (54) in quella della . al posto 


delle ‘qp con hxgsn e si ponga 
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D' (Ap4]t cry? Ipa]reooo Li è) = 


(55) 
= L (Gare? prece op? In4pre eo &yrt) — CpUp - 
Dalla (55) segue 
oL' dL 9L 3dup dUp 
— = ++ x - Cc — rr 
dgs gg dUp dds h dgg 
(56) (sal ap seg DI 
dL' 9L dL dup dUp 
im 3 + — 5 = Ch 5 . 
dgg dqs dUp gg dgg 
In base a (53), (54), le (56) si semplificano in 
‘BA ' 
(57) ca i Beni 4, ente cca D+ 
UCt ddg das das 
Ciò significa che le N - n equazioni di Lagyange corrispondenti 
ai valori n + 1, ..., N di h assumono l'aspetto 
Ì , gi 
(58) i, Pec BELSÀ, ae i 


dl 
dt 34n 29h 
e dipendono dalla funzione di Lagrange L' dipendente solo dalle va- 
riabili Tn4 fo tetro yer Ina] e & © t. Le q,y , Ihr cOn h&m 
non intervengono nella funzione lagrangiana L' e per tale motivo si 
dicono coordinate ignorabili. Pertanto, ogniqualvolta n coordinate 
sono ignorabili il sistema delle N equazioni di Lagrange si può ri- 
durre a un sistema di N - n equazioni di Lagrange nelle N-n fun 
zioni incognite costituite dalle N - n coordinate lagrangiane non i 


gnorabili, dipendenti dalla funzione lagrangiana (55). 


CF PICCOLE OSCILLAZIONI DI UN SISTEMA OLONOMO NELL’INTORNO DI UNA SUA CONFI- 
GURAZIONE DI EQUILIBRIO STABILE 


Sia © un sistema olonomo a vincoli bilaterali, lisci e indipen 
denti dal tempo, soggetto a una sollecitazione conservativa di poten- 
ziale U (Qua Gas sei q)- Si rappresenti con P* una posizione di 
equilibrio stabile per € (XV, n. 14) e si supponga che la stabilità 
sia riconoscibile dall'esame delle derivate prime e seconde di U. Sen 


za perdere in generalità, potremo supporre nulli i valori delle qy in 
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in P*. In tali condizioni l'esistenza del massimo di U [che, in ba- 
se al teorema di Dirichlet (XV, n. 14) è condizione sufficiente di sta 


bilità] si traduce nelle uguaglianze 


Ure i ua = = Si di 
(59) dn ag Era 10." per qj q9 ga A lo) 


e nella condizione che la forma quadratica 


, 2 
(60) y = (— ZhZx 
ddp 9%k 
con i coefficienti calcolati in ?P* (cioè per valori tutti nulli del- 


le Ap) sia definita negativa. 

Il teorema di Dirichlet assicura che se il sistema viene posto in 
una posizione non troppo discosta da quella di equilibrio con forza vi 
va sufficientemente piccola esso rimane nelle vicinanze di P* con for 
za viva piccola. In base alle precisazioni date nel n. 14 del Cap. XV, 
ciò significa che ove i valori iniziali delle I € delle dh (h=1, 
2, +..., N), siano sufficientemente vicini allo zero, tali si manterran 
no pure le Ap (1), gp (è) che individuano il moto del sistema. In tale 
caso sono accettabili per il potenziale U e per la forza viva, 7, svi 
luppi di Taylor nell'intorno dello zero arrestati ai termini quadrati- 
i 
NetI U= 37 Uk dk 157 hi 
ove, evidentemente le = sono le derivate seconde di U valutate 
per valori nulli delle q € le apr rappresentano ciò che diviene 
il coefficiente ak dell'espressione (XI, 75) della forza viva quan- 
do in esso si pongano uguali a zero tutte le Ip: 

Per ottenere le q, (È) che rappresentano il moto del sistema è 
sufficiente studiare le equazioni di Lagrange che si ottengono dalle 
(27) introducendo in esse la funzione di Lagrange definita da (26) e 
tenuto conto di (61). Tuttavia preferiamo seguire una via diversa che 
permette di illustrare il significato dei risultati. A tal fine ricor 
diamo che un teorema di Algebra assicura l'esistenza di una trasforma 
zione delle Ih in altre variabili I tale che le due forme quadra 
tiche (61) assumano simultaneamente forma normale, cioè divengano (nel 


le nuove variabili dh) 
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(62) U= Foa, T=xsh we 


ove le apr Bh sono delle costanti reali. Non giustificheremo tale 
teorema che soltanto ammetteremo: ci limitiamo solo a osservare che so 
stanzialmente le difficoltà che si presentano per determinare le co- 
stanti dpr 8h sono equivalenti a quelle che si incontrano per risol 
vere il sistema delle equazioni di Lagrange che si ottiene se si fa u- 
so delle (61) anzichè delle (62). 

In base a (62), la funzione di Lagrange è 


- L (al giri + 
(63) Laz 4% 


e le corrispondenti equazioni di Lagrange si scrivono 


(64) 87 dj +4, q, = O: } (non sommato rispetto a _h; h = 1, 2,...,N). 
Posto 
Ch 
(65) o, E T° 4 (h= Ip Di ecs N) 
h 8h ' , ' 


le (64) assumono l'aspetto dell'equazione dei moti armonici (II, 91): 
(66) CA ti O , (non sommato rispetto ad _h; h= 1, 2,...,N). 


Le coordinate gi si dicono coordinate normali. Le (64) mostrano 
che se il sistema è posto in prossimità di una posizione di equilibrio 
stabile (riconoscibile sulle derivate seconde) con forza viva sufficien 
temente piccola, esso si muove in un intorno di quella posizione con un 
moto caratterizzato dal fatto che le coordinate normali variano con le 
legge dei moti armonici. 

Le frequenze di tali moti armonici sono espresse evidentemente dal 
le quantità w,/27 . I singoli moti armonici componenti si dicono vibra 
ztoni semplici e le loro frequenze frequenze principali. La più bassa 
di tali frequenze si suole chiamare frequenza fondamentale. Con una lo 
cuzione presa dallo studio dei fenomeni acustici essa si suole anche 
chiamare nota fondamentale, mentre le altre frequenze diconsi anche ar 


moniche. 


; 9 MOTI VARIATI SINCRONI 


Pe 


Di un sistema olonomo a N gradi di libertà, soggetto a vincoli 
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an 
<< Kyo si consideri cun prefissato moto, LD tra quelli ‘consentiti dai 


CO Ni 
vincoli tra due prefissate configurazioni estreme, Lor C) , e due istan 


di itor ti} Esso sia caratterizzato dalla scelta di un 'N-upla di Pan" 


zioni orti) è q2 (8), pres Gg (0)/ Ad ogni istante t dell'interv 
EIA 
to © tiri si associ alla generica coordinata Gy (8) una sua variazione 


i i —_— n 
arbitraria, éq,, che si annulli, però, negli istanti \t_, til ko viene 


così a definire - in modo non del tutto coincidente a quanto muro 


qualche trattato, ma forse più conveniente - un moto variato di M = 


che indicheremo con | i Hy = tra prefissate configurazioni estreme, carat 


terizzato dalle funzioni dil ® Paese dalle dn a + 6Qp: Esso si dirà 


indicare c che le posizioni corrispondenti occupate dal ‘sistema nel moto 


M_ e nel moto HM vi caratterizzate rispettivamente dalle N-uple qp € 


dh + E sono raggiunte nel medesimo. istante ti. Si badi, tuttavia, 
che le leggi orarie dei moti, M, 45) sono generalmente differenti. Ha 
molta. _interesse valutare le variazioni subite dalle velocità lagrangia 


va qp} nel passaggio da M a M,.. Indicatele con 59, si ha, evi- 


ji \ Sis VS 
dentemente, 
È d(qp. fr 6g) & dég, 
di ua — gg — © Sg» 


La corrispondente variazione del primo ordine” della forza viva, 
7 (q, gi t), tenuto presente che le acelaioni osetisponiznti. sano, pad 
giunte nel medesimo istante, si ottiene per differenziazione e trattan 


do t come costante. Si ha, pertanto, tenuto conto di (67) 


37 P_, 97 97 dégp 
IG dh Ign dn dt 


ST 


do} PRINCIPIO DI HAMILTON 
Si supponga che l'N-upla qj(t), q2(t), ..., q (0) caratterizzi 
il moto reale di un sistema olonomo soggetto a vincoli lisci e bilate- 
rali. Tale N-upla di funzioni soddisfa pertanto alle equazioni di La- 
> _gTange (24)\ Detta (CS) 
== —ETETZ°. 


—= io nd 


una qualunque variazione della generica 
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annullantesi negli istanti_ to; tir si _moltiplichi la generica delle 
nice 


(24) per sq at, si sommi rispetto ad h dal1aNe si integri nello 


intervallo iIt_ = tl 


Integrando per parti, da (69) segue 


t ti [ 3T déqp or 
P = +( + 0h) san [at = 0 
to to Lagn dt 29h 


(70) $qh 


‘ 8qh 


Dato l'annullarsi delle Sqp negli istanti torti: il primo ter 
mine di (70) è nullo. Di conseguenza, tenuto conto di (8) e di (68),si 
ha 


È 1 U ° ‘ 
(71) / (aria sal) ab=0 
t 


(e) 


La (71) mostra che in corrispondenza al moto reale gel sistema 0 


annulla la somma della variazione sincrona del primo. ordine della for- 


za viva e del lavoro virtuale delle forze attive corrispondenti all'in 


tero intervallo di tempo. 


Tale proprietà è caratteristica nel senso che qy (t) che 


la soddisfa, nella classe dei moti consentiti dai vincoli tra due pre- 


fissate configurazioni, rappresenta proprio i . Infatti,sup 
posto che l'N-upla q (È) soddisfi alla DE segue in base a (68), 


'’ 


t[ 37 dsqgn 37 
to Lian dt 24h 


Integrando per parti e tenendo presente che le éqpy si annullano 


negli istanti t t}, da (72) segue 


o” 


t m m 
(73) i |- Ea 4 0, | sqpdt = 0 
to at Igp Igp 


Le (73) sono valide per ogni possibile scèlta delle sq) , salvo 
la condizione di annullarsi negli istanti estremi dell'intervallo tem- 


porale considerato. Da ciò, ammettendo una naturale ipotesi di continui 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


425 


tà per le gqyr; 9h esclusione _di fenomeni d'urto, ecc. - segue l'annul 


= 


larsi per ogni t compreso tra Leal e Ten) di ognuna delle espressio- 


ni contenute in parentesi quadra. nella A «|Infatti se per assurda i- 
| TEA sa 


ad es., il coefficiente di _$q1 ive 


t = t compreso tra to 


, ecc. implicherebbe l'esistenza di un intorno e di & ove 


et, la supposta continuità delle, 


quel coefficiente manterrebbe sempre il medesimo segno, ad rn quello 


positivo. Basterebbe allora assumere identicamente nulle tutte le se, 
ad eccezione di e identificare questa con una funzione di t nul 
la al di fuori dell'intorno e e diversa da zero e di segno invariabi 
le entro e perchè il primo membro di (73) non possa risultare nullo, 


contrariamente a quanto la [3 Bressa esprime) Rimane così dimostrato 


che l'N-upla considerata soddisfa alle equazioni di Lagrange e rappre- 


senta, pertanto, il moto reale. 


Particolarmente interessante è il caso che. le forze attive siano 


conservative In tale ipotesi, se U denota il loro potenziale, si ha 


61°) = su e la (71) diviene 

. ti 

(74) f $(T + U) dt = @®. 
te 


Dato che nel passaggio da M a My la variabile t non si va- 
ria, nella (74) l'operatore è può portarsi fuori del segno di inte- 
grale. Tenuto conto di 26], la (74) si scrive, pertanto, 


Liprot di FHAMICION 


L'integrale che interviene nella (75) si chiama integrale di Hamil 


(75) 


ton e la (75) si legge: Dato un sistema materiale soggetto a vincoli li 


set bilaterali -e-a forze conservative) tra tutti i moti consentiti dai 


vincoli tra configurazioni estreme e istanti prefissati, quello che ef- 


fettivamente ha luogo: è garatterizzato gal rendere stazionario l'inte- 
____———_6 PI 


grale di Hamilton. Naturalmente, la stazionarietà va intesa concordemen- 


- 


te a quanto si è detto prima, cioè, tenendo fissa la variabile t nel- 


l'eseguire la variazione prima. Tuttavia si può dimostrare. che tale re- 


strizione può essere tolta prendendo in considerazione anche variazioni. 


asincrone. 


E' evidente che quanto si è detto rimane valido anche nel caso di 


vincoli olonomi _==A i moti senza fenomeni di distacco o di 


attacco, cioè, pero confine Cn concernenti solo posizioni ordi 
narie.\ Il principio di ‘Hamilton ha_ avuto varie generalizzazioni ma già 
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in questa forma esso costituisce la. entale di svariati svi- 
luppi della Meccanica analitica e della Fisica teorica. 
A Vale la pena di _osservare che il principio di Hamilton si può in 


iterpretare come un principio di equipartizione. ella passgio. Precisa- 


linente, tenuto conto ‘che i valori medi fi ,T \ nell' intervallo ti 
ab È cinetica e di quella. potenziale sono espressi d dalle rela- 
cai 1 i = 1 le 
(76) due === pat, mae == Udt , 
testi #65 tick #6 


e del fatto che l'operatore Te) non opera sulla variabile tempo, la (75) 
_può porsi nella forma 


(77) è (T- a) =0, 


che si legge: tra tutti i moti consentiti. dai vincoli tra due prefissa 


te configurazioni quello reale rende stazionaria in media (anzi, mini- 
È da 


—— mete eremo 23 è iii za ila 


nn 
ma - come può dimostrarsi se l' intervallo Es, * ti è sufficientemente 


piccolo) la differenza tra i | valori medi dell'energia. cinetica e di quel 
la potenziale. e 


Trattasi di un principio che in accordo con il principio fisico 


dell'egquipartizione dell'energia attribuisce al moto reale la proprie- 


tà (caratterizzante) di rendere in media stazionaria (o, addirittura, 


minima) la differenza tra le due possibili forme di energia meccanica, 
il che è quanto dire che le due forme di energia tendono in media a 
differire il meno possibile. 

si 
\I1)- MOTI VARIATI ASINCRONI 

Sia Cl un sistema olonomo a N gradi di libertà, riferito alle 


Pe Matra ni mu ione 


N coordinate lagrangiane CONA 21 DOGE _x e sia, M uno qualunque dei 


———,__t_sme mer serene enim 


moti consentiti dai vincoli tra due prefissate configurazioni estreme 
——_—_———— r 


a renne 


e TA TOGNI 
occupate negli istanti sa e tal: Si fissi un'arbitraria N-upla di va 
TEEN anita 


vite sedi ATTI RZ OLA Rn 


iii di iiiiciziim___o 
riazioni |s an} delle Th nulle negli istanti te & ti e inoltre u- 


n alain Elicona asia ritmi n aes 


na va variazione st del generico istante. Le funzioni dei 4 tempo ch 
+ 6qp del'intucono osizioni vartate del del sistema e un moto che è stato 


detto (n. 9) moto variato slacrri.JRi penci insscn a su quel moto di € 
nel quale le posizioni caratterizzate dalle g + _S9, vengono raggiun 


te _ nell' istante sel un tale moto si dice moto variato asinerono e 
i LR sa de Mine se dia DI 


lo indicheremo con }_ i può dire in.sostanza che da un moto varia 
CR + 
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to Ss sincrono definito da certe funzioni di di t (nulle agli estremi), Sqp.(t), 


si passa a un corrispondente. moto variato asincrono soltanto mutando la 
int ne È 


aci pe 
legge di dipendenza dal tempo, cioè mutando l' istante _ nell'istan- P 
legge di dipendenza da tempo. silos Mutandio l'istante * ne. 

te lt + dt. 

709) Per procurasi le variazioni asincrone delle velocità tagrangiane 


{ n) ) basterà, pertanto, derivare le re + 6qh rispetto al nuovo tempo 


€ 3 Sta Si ottiene. 


alq, + 6 4h = 
aa)? a Co Ah) *« *F SE $ 
were ee == > 

dl(t + St) 1+dSit° 
(78) dt 

( sli ( ast dsgp ast 

= (int iS = GS ci ' 
at 7 | dt at ue 


ove si è denotato con 80 gp la variazione asincrona di qy e si so 
no trascurati gli infinitesimi di ordine superiore a 8$t, 5qp , assun 
ti come infinitesimi principali. In corrispondenza alla (78), per dif 


ferenziazione,| si ha la variazione asincrona della forza viva 


Q7 dT , CHA 
607 = — sq, + — 66Ugn+ — sta 

dqGh dh dt 
(79) 

dT d7 dégp , ASt dT 

a |A st 
dqp Ign dt dt dt 
Alla (79) si può dare una forma molto espressiva e utile nel caso 

di vincoli fissi. In tale ipotesi la 7 non dipende esplicitamente dal 
tempo e manca, pertanto, l'ultimo termine di (79). Inoltre, essa si ri- 


duce (XI, 75) a una forma quadratica nelle dp e, per un noto teorema 


(di Eulero),si ha 
I = 
RE 
(80) 0g, AF 
ddp 


Di conseguenza, tenendo presente la (67), (68), la (79) diviene 


(81) 
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12)- PRINCIPIO DELL'AZIONE STAZIONARIA 

Operando sul principio di Hamilton è possibile stabilire un nuovo 
principio variazionale suscettibile di importanti sviluppi nella Fisi- 


ca teorica e, in particolare, nella Meccanica quantistica. \ 


Per dedurlo, cominciamo con l'osservare che, tenendo conto di (81), 
la relazione (71), che esprime il principio di Hamilton nell'ipotesi di 


vincoli fissi, può presentarsi nella forma 


til) ast 
(82) | SE +29 Get st 68) a = 0 
E + 1 


Si limiti la scelta delle possibili variazioni st di t a quel 


le soddisfacenti all'equazione 


(83) ZE 


La condizione (83) in effetti determina a meno di una costante la 


funzione ét di t: si ha, precisamente, 


Vi 


(85) DÌ 7 = éL 


e la (82) diviene 


La (a) 
(86) 6° (27)dE + 27% dt. = .0 
Èo 


che può presentarsi nella forma 


ti 

(87) / 66°) (prat) = 0. 
© 
(©) 


sla) = 


E' facile mostrare che l'operatore è permutabile con quel- 


lo d'integrazione. Da (87) segue, pertanto, 
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(88) \64 = 0}. 
pur d'intendere 


(89) AS DIdt 
to 


La 4 si suole chiamare azione. 
Si osservi che la relazione (85), nel caso di forze conservative, 


diviene 
(90) #9 ‘7-0, 


che, denotando, al solito con E l'energia totale, può scriversi 


(91) sE =0. 


Per tale motivo i moti variati asincroni per i quali sussiste la 
(83) si dicono isoenergetici. La (88) costituisce il principio dell'o- 


zione stazionaria o, anche principio di Hòlder. Esso si enuncia: Date 


un sistema olcnomo a vincoli lisci, bilaterali e indipendenti dal tem- 


po, tra tutti i moti consentiti dai vincoli tra due determinate confi- 


gurazioni estreme, quello che si realizza è caratterizzato dal fatto di 


ere stazionaria l'azione nel confronto con tutti i moti vartati a- 


rend 


sineroni ‘isoenergetici tra le configurazioni estreme prefissate. 


| Avvertiamo che l'enunciato detto è valido anche nel caso di forze 
non conservative, pur di sostituire la condizione (85) alla (91), deno- 


minandola anch'essa condizione di isoenergeticità. 
OSSERVAZIONE - Si ponga 


ar 
(92) Ph = — è» 
èqp 
Le quantità Ph prendono il nome di momenti. Nel caso di un siste 


ma soggetto a forze conservative, da (26), (92) segue 


(93) 1: do 5 


Se i vincoli non dipendono dal tempo, sussiste la (80) e si ha 
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I > 
(94) T=ssbh %& 


La (94) permette di dare all'espressione dell'azione la seguente 
e OT 
forma, particolarmente adatta per gli sviluppi della Meccanica quanti 


stica, 


ti 
(95) A= tI Ppd9p - 
t 


(©) 


E-$ 
SI 
‘ 13°-- EQUAZIONI CANONICHE 

Supposto il sistema soggetto a forze conservative e a vincoli li- 


sci, si ponga 


92L 
(96) A = ST Ù 
In base all'espressione (XI, 73) della forza viva e all'Osserva- 
zione fatta alla fine del Cap. XI e alla (26), si riconosce che l'ele 
mento generico del determinante (96) coincide con apk. € che risulta 


inoltre 
(97) dà = Ilapgll > 0, 


Faremo alcune considerazioni che hanno una grande generalità e si 
mantengono valide anche al di fuori della pura Dinamica. Basterà sup- 
porre che Z sia la funzione di Lagrange relativa a un sistema diffe- 
renziale (che traduce un qualche problema fisico) del tipo di quello 
delle equazioni di Lagrange, soddisfacente alla condizione A > O. 

Ripresa la considerazione dei momenti definiti dalle (93) [e che 
diconsi, anche momenti generalizzati della quantità di moto: nel caso 
di un corpuscolo di massa m e coordinate cartesiane ortogonali Xp: 
(hh 1a 2, Lei Ph coincidono - com'è di immediata verifica - con 
le quantità {Xp 1 si osservi che le equazioni di Lagrange (27) pos- 


sono presentarsi nella forma 


èL 
ap 


ge 
D° 
Il 


(98) 


La condizione A > O permette di risolvere le (93) rispetto alle 


Ah , deducendone le relazioni 
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(99) | Ip = Sì (p, (C97 t) r 


per cui, in base a (99), i secondi membri di (98) possono pensarsi e- 
spressi in funzione delle Ip: delle Ph © di. E. 

Si ponga 

“Ra . 

(100) ‘Fara zal "Sol dn © dl. 

La # è detta funzione di Hamilton e può pensarsi sia come fun- 
zione delle Apr Ip t che delle CA Ppr t. In tale seconde eventua 
lità da (100), in base a (93), (99), si deduce 


dd ISk dL 9SL dL 

gi ge ES 

dd, dd gg 99h ddp 
(101) 

chel ISk aL 9S ” 

a STARE + dh , 

Ph IP day Php 


ove le espressioni con sommatorie si annullano per effetto delle (93). 
In definitiva, tenuto conto di (98), le (101) divengono 


(102) dg = 1 ho 4 (h= 1, Za can Da 


Le equazioni (102), quando si pensi la # espressa mediante le 
Ap: Ph È costituiscono le equazioni di Hamilton e sono la base di no 
tevoli sviluppi della Meccanica analitica, della Meccanica celeste, del 
l'Ottica geometrica e della stessa Fisica teorica. Le (102) sono state 
dedotte come conseguenza delle equazioni di Lagrange ma vale il vice- 
versa. Si intende dire che il sistema di equazioni (102) è, in genera- 
le, traducibile in un corrispondente sistema differenziale di Lagrange. 

E' interessante osservare che se un certo numero di coordinate la 
grangiane sono ignorabili nel senso che la Lo non dipende da esse - e 
stano esse le Gi, d9, «#7 An , con n < N - neppure la # vi dipen- 
de, com'è evidente, in base a (99), (100). Le (102) danno luogo allora 


agli n integrali primi 
(103) Php = Sho; (ist, Do sses DI 
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[a le Ch costanti arbitrarie. Gli integrali primi sono sostanzial- 
| mente. quelli espressi dalle (53) che, così, sono ritrovati per. altra 
fvia. 
i Moltiplicando la generica equazione delle (102, 1) Per_Ppyr È la i ge 
nerica delle (102, 2) per Gn sommando =eae- ad bh. _da..1 a_N,_ si 


deduce 
Guì. 98. . 
(104) = Ph + ay Da 
Ap. 29; di 
Nel: 3 
Tenuto conto che è 
dl) 34 . 9A. 9A 
DE at” pp fhtag nta 
la (104) dà 
dH 94 
CUD de sE © 


La (106) mostra che se ’ non i dipende esplicitamente dal tempo 


(cioè, nel caso dinamico, se i vincoli sono fissi), il secondo membro 


si annulla e si ha EL ‘integrale primo). 


(107) / H = cost.| 
L= T4+4 


Nel caso di un sistema dinamico vale la (26) e l'espressione del- 


la H, i in base a (100), diviene. 


dv 
(108) kose = Ba 
9h 


Se i vincoli sono fissi sussiste la (80) e la (108) si riduce a 
(109) ff T'- 0 x 


Si riconosce, così, che nel caso di un sistema dinamico a vincoli 


indipendenti dal tempo la funzione di Hamilton coincide con l'energia 
(botata del sistema e la (109) esprime l'integrale dell'energia. 


SI 


14 > EQUAZIONE DI HAMILTON-JACOBI 


E' utile per molte questioni di Meccanica analitica e di Fisica 
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teorica mostrare che l'integrazione del sistema differenziale 102) del 


le equazioni canoniche, si può far dipendere dalla possibilità di deter 


minare un integrale, detto integrale completo, di una certa equazione 


“ 


differenziale alle derivate parziali, detta di Hamilton-Jacobi. Essa è 


la seguente 


IdV CAVA 
(110) —_—. Lo — + È = 0 
dot dq 


_Hamilton H (q, pi t) al posto delle Pp_si è formalmente scritto 


a. Si è, cioè, posto 

lata 2 

111 \ p. = h= 1,2, 0 N 
(111) Ph si i = ETERO RI 


Una soluzione V(q, t) si dice un întegrale completo della (110) 
eta te OE GO 
se essa dipende da N costanti erbiteario Ai, <.< A, © a), ser Ag e inoltre xi- 


_sulta 
92V 
(112) =" # O. 
da dak 


Dette bj, ..., Bi_ N nuove costanti arbitrarie, si considerino 


lel NI _equazioni 


(113) Tai Cn Te dg ciss WI a 
Per la (112), esse sono risolubili rispetto alle I e danno luo 
go alle uguaglianze 


Am 


(114) ‘an =(9n tan ba | 
6 ; xd 


Sostituendo le espressioni (114) delle q, nei secondi membri del 


le (111) si ottengono le uguaglianze 


(115) Ds i la, de + hl, Ba ssaa) 


Le (114), (115) danno le g} P,) in funzione di t e delle 2n 
costanti arbitrarie ap: b, . Dimostreremo che esse forniscono l'inte- 
grale generale del sistema canonico (102). 
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A tal fine si derivino la (110) rispetto alla a) € le (113) ri- 
spetto a t. Si ottiene 


(116) REZZA == 0 (hi = 1, Ze sess N) 


(117) + U g, = 0 (h=1,2,..., N) 


Dalle (116), (117), tenuto conto delle (111), per sottrazione si 


ottiene 


(118) I (4-0 (bh = È, Za 00°, N) 
daL ddr Pr 


Le (118),tenuto conto della (112), implicano l'annullarsi di tutte 
le espressioni in parentesi, cioè le (102, 1). 
Si derivino ora le (111) rispetto a t e la (110) rispetto a Ip: 


Si ottiene 


: ws Vv 
(119) pp= —— q, + 3 
39, 29, 29, 2t 
(120) MEN AREE: PA a NC 9 
dt dh ddp È) 3g dgr dd, 
3 se 


Dalle (119), (120) per sottrazione si ottiene [vedi (111)]. 
(121) Dpr SOT Li, pra (te Sei ) 
CISA ddp ces dPr 


che a causa di (102, 1) dà luogo a (102, 2). Tenuto conto che le espres 
sioni (114), (115) delle Ip Ph dipendono da 2n costanti arbitra- 


rie, il teorema si deve ritenere dimostrato. 


Nel caso che la H non dipenda esplicitamente da t conviene por 
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Le 
(122) CS W laja se, gg) - BE 


ove la W dipende dalle sole q, e non da t ed E è una costante 


arbitraria. In tal caso la (110) si riduce a 


(123) H (a. an) SE 


mentre le (111), (113) divengono [vedi (122)] 


9 2° 2E 
(124) pis, ph = E: 


dgh d ap d ah 
Si osservi che la costante E che rappresenta l'energia totale e le 
2N costanti apr bi non sono indipendenti ma legate in base alle condi- 
zioni iniziali. 

Vale la pena di osservare che un opportuno cambiamento di variabi 
le mostra che la (111) nel caso di un corpuscolo assume la forma della 
prima equazione di Schrédinger, ben nota nella Fisica quantistica. 

Tale equazione può, pertanto, dedursi sulla base della Meccanica a 
nalitica. 

Si ponga 


(125) y = e 


ove h è una costante e (i l'unità immaginaria. 


Da (125) segue 


V 
I _ ; 271 dV 
da, h da, 


. V 

chi SP n 92v _ 4n2 (a | 
2 2 

ddr h da, h dg, 


Se si suppone h molto piccola, il primo termine contenuto nella 


(126) 


parentesi quadra del secondo membro di (126, 2) ha in generale modulo 
molto piccolo di fronte al secondo. Denotando con 4A, l'operatore di 


Laplace, da (126, 2) segue in tal caso 
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b) ami E N 2 
(127) spe a *" gy [SE 
h? x=i dg, 


che tenuto conto di (111), (125), si può scrivere nella forma: 


v © pi 


(128) Aoy = — 
h? r=1 


Nel caso particolare di un corpuscolo P. non soggetto a vincoli è 
(1.29) br _ ga, 1 


se con x, si denota la coordinata r-esima di P rispetto a un riferi 


mento trirettangolo levogiro. 
In tal caso la sommatoria a secondo membro di (128) si identifica 


con il prodotto della massa per il doppio dell'energia cinetica e, sus 


sistendo l'integrale dell'energia, risulta, quindi, oltre a In = 3], 


(130) £ p°i = 2Tm = 2(E + U) m 


E=1 


La (128) assume, pertanto, la forma 


812m 


(131) bay + Vv (E+U)=0, 


che, per h coincidente con la costante di Planck, è propria della pri 


ma equazione di Schròdinger. 
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CAPITOLO XXIII 
MECCANICA DEI CONTINUI CLASSICI bai 


1 — GENERALITA” 

La Meccanica dei Continui è la base fondamentale di svariati set- 
tori dell'Ingegneria, della Fisica e delle Scienze naturali in genere 
e presenta in sè un notevole interesse matematico per i difficili pro- 
blemi (spesso insoluti) che essa presenta anche al Ricercatore teorico. 
Noi ci proponiamo di stabilire le equazioni fondamentali nel caso di 
un Continuo tridimensionale che definiremo quale Continuo elassico per 
distinguerlo da tipi più generali di Continui di cui faremo cenno nel 
capitolo successivo, avvertendo sin d'ora che sono proprio i Continui 
classici i più usati in tutti quei rami della Scienza ove la Meccanica 
dei Continui rappresenta un supporto essenziale (Scienza delle Costru- 
zioni, Idrodinamica, Magnetofluidodinamica, ecc.). 

Tra tutte le configurazioni di cui è suscettibile un Continuo tri 
dimensionale fissiamone una, C*, che assumeremo come configurazione di 
riferimento. Denoteremo con C la configurazione attuale del Continuo 
(cioè, quella all'istante tt), con P* il generico punto di C* o - se 
si vuole - il generico elemento del Continuo in C* e con P la sua 
posizione all'istante t, cioè il corrispondente di P* in C, avver- 
tendo che con le locuzioni (C*, C ci riferiremo indifferentemente al 
Continuo pensato nella configurazione di riferimento o in quella attua 
le o alle regioni dello spazio corrispondenti a quelle configurazioni. 

Quale configurazione, C*, di riferimento si potrà assumere quella 
occupata dal Continuo nell'istante iniziale (t = 0) o, comunque, una 
tra quelle ad esso consentite. Supporremo, pertanto, che per t=0 Cl 
coincida con €* e P icon P*. 

Rèferiamo il sistema - come si è fatto nel Cap. VII - a una terna 


trirettangola levogira, T*{0O, c;) (Fig. 1) denotando con yy le coor- 


I 
I 
I 
l 


Ci los E 
di Fig. 1 
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dinate di P*, con x, quelle del suo corrispondente, P. Tali coordi- 
nate sono legate dalla trasformazione (VII, 1) che per comodità ripor- 


tiamo: 
(1) x; 3 XilYar Yor Y3? E) x (ice 1, Za BI è 


Supporremo valido tutto quanto è stato detto in (VII, n. 2) sulla con- 
tinuità, regolarità e invertibilità delle relazioni (1), richiamando 


l'attenzione sulla circostanza che per t = 0 si ha 
(2) R5 = VP: Dies ly l(E= 0) a 
Conviene richiamare l'attenzione sul fatto che le componenti del 


vettore che esprime la velocità all'istante t di un elemento P* 


(cioè della particella che all'istante t = 0 si trova in P*) sono 


(0) 


spresse dalle 


è dXr o) Y2r ya t) 
dt 


Le (3) sono le espressioni lagrangiane della velocità. Se nelle 


To) 


spressioni delle v, si sostituiscono le yy con le funzioni delle 
Xx, Ottenute invertendo le relazioni (1), si hanno le componenti eule- 
riane - che indicheremo con e, - del vettore velocità; esse, evidente 
mente, esprimono la velocità di quell'elemento del Continuo che nello 


istante t transita per il punto P. Si ha 


(4) er (X1: X2, X37 t) = vr [y1(xgi 0), ya (xgi 1), Y3 (Ki Digi 


Se f è una qualunque funzione delle xj e t, tra la sua deri- 


vata totale rispetto a t e quella parziale sussiste la ben nota rela 


zione 


df of d£ 


(5) aaa a 


ove (come in Cap. VII) si sottintende la sommatoria ga 1 a 3 ogniqual- 
volta due fattori di un medesimo termine hanno lo stesso indice. 
In particolare, il vettore accelerazione del generico elemento può 


esprimersi nelle due forme, lagrangiana la prima, euleriana la seconda, 
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(6) a=tg; a=z7= — +e 


Alle (6) corrispondono le relazioni scalari sulle componenti 


n 2, dVr pes der der 
(7) en" ra ope + Fra osa 


Nel n. 15 del Cap. III si è introdotto il concetto di atto di mo- 
to, avvertendo che la definizione ivi data prescinde dal fatto che il 
Continuo sia rigido. Ricordiamo che, detta A la velocità euleriana 
nel punto A dello spazio, si definisce atto di moto all'istante t l'in 
sieme dei vettori applicati (A, ei) Aggiungiamo che si chiamano linee 
di- flusso quelle linee che in ogni loro punto, A, hanno la tangente pa- 


rallela alla velocità Si chiamano, invece, linee di corrente le 


e 
traiettorie delle “e del Continuo. E' evidente che le 
linee di flusso dipendono in generale da t, mentre, invece, le linee 
di corrente dipendono dalle particelle. In generale i due tipi di li- 
nee non coincidono. Basta pensare, ad es., al caso che il Continuo si 
muova di moto rigido: le linee di flusso sono delle eliche cilindriche 
(teorema di Mozzi, Cap. III, n. 16); invece, le traiettorie dei singo- 
li punti sono tali solo in casi particolari. 

Il moto di un Continuo si dice permanente o stazionario quando il 


vettore e non dipende da t qualunque sia A. In tal caso le linee 


A 
di flusso sono indipendenti dal tempo e coincidono con quelle di corren 


tes 


2 — SFORZI SPECIFICI 

Si consideri il Continuo nello stato attuale e sia w il versore 
di una qualunque direzione orientata, applicato in un punto interno a 
C. Sia il piano per P ortogonale a w; dei due semispazi in cui 
t divide lo spazio, diremo positivo quello in cui w penetra,negativo 
l'altro (Fig. 2). Detta do un'areola circostante P in , si deve 
ritenere, concordemente a quanto si è detto al n. 1 del Cap. XIV, che 
l'insieme delle forze di contatto che gli elementi materiali apparte- 
nenti al semispazio negativo e contigui a esplicano attraverso do 


(cioè, con rette di applicazione che tagliano do) su quelli del semi 
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spazio positivo hanno risultante, R, Qi modulo proporzionale a do. 
Esso sarà, pertanto, rappresen 


tabile nella forma 


(8) By = tu do . 
Si riconosce, così, che in 
ogni istante, per ogni P e 
per ogni w esiste un vettore 
A , dipendente da t, P, w, a- 
vente le dimensioni di una for- 
za diviso per una superficie, 
per cui sussiste la (8). Esso 


si chiama sforzo specifico e, 


in base a quanto è detto in Cap. 


Fig. 2 XIII, n. 13, ha le dimensioni 
di una forza diviso per una su 
perficie: 6,, = [F£7?] = [R7}t7?m]. Le componenti di è, secondo una 


qualunque terna di riferimento si chiamano componenti degli sforzi, o 
componenti di tensione relative all'orientamento di w. E' evidente, 


in base al principio di azione e reazione (XIII, n. 7) che il semplice 


- mutamento del verso di w muta quello di Ri ». Si deve, pertanto, ri- 
tenere 6 
(9) che = Ly + 
Generalmente il vettore è non è parallelo a w: il suo compo- 


nente parallelo a w si dice sforzo normale, quello ortogonale a w 


sforzo tangenziale. Se Da è invece parallelo a w esso prende il no 
me di pressione o di trazione a seconda che sia concorde o discorde a 


W. Il motivo è evidente. Per naturale passagoio al limite, il concetto 
di sforzo specifico ha significato anche se P appartiene alla superfi 
cie Z , che delimita il Continuo; in tal caso, però, sarà naturale ri 
tenere che sia Ri © dg O in ogni porzione di % ove non siano ap- 
plicate dall'esterno sul Continuo forze superficiali o non ci sia il 


contatto con altri corpi (ma ciò sarà ulteriormente chiarito al n. 6). 


3 — ADATTAMENTO DELLA PRIMA EQUAZIONE CARDINALE AI CONTINUI 
Sia AC una qualunque porzione di Cl e sia o il suo contorno. 


Non escluderemo che o abbia una parte in comune con la frontiera 5 
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.di (€. In tal caso diremo o, tale parte, oj la rimanente (Fig. 3). 


Attraverso ogni elemento 6 di o si 


esplicano su AC delle forze esterne 


rappresentabili con il vettore £edo, 


ove fe rappresenta la densità delle 


dm 


forze superficiali esterne [Cap. XIV, 
n. 1; (10)]. Per il concetto di sfor- 
zo specifico introdotto al n. 2,si de 
ve inoltre ritenere che la forza in- 
terna che si esplica dall'esterno su 
AC attraverso un elemento do; sia 
esprimibile nella forma é@_7do;j , se 
O, con n si denota il versore della 
Fig. 3 normale interna a o nel suo generi 
co punto. 

Noi per semplicità ammetteremo (anche in tutti gli sviluppi succes 
sivi) che i vettori da siano rappresentabili con funzioni continue,de 
rivabili e dotate di tutti i requisiti di regolarità necessari per po- 
ter eseguire le operazioni analitiche che si presenteranno. In questa 
prima introduzione alla Meccanica dei Continui non è possibile - senza 
ampliarne troppo gli sviluppi - considerare casi in cui gli sforzi pre 
sentino singolarità di vario tipo, dovute a forze concentrate, urti, 
ecc. Ciò premesso, è evidente che la prima equazione cardinale della 


Meccanica (vedi XIV, 10, 12) assume l'espressione 


(10) f vase = { ur © ac ef èndoi +] £l) ao, 
AC AC doi = o 


1 e 


Naturalmente, se AC è tutto interno a C nella (10) manca il 
termine con l'integrale esteso a 06 che si annulla. Se, invece AC 
coincide con l'intero € manca il termine con l'integrale esteso a 0; 
che si annulla e la (10) si riduce alla (XIV, 12) 

Segnaleremo una conseguenza della (10) che risulta di notevole u- 
tilità per il seguito. Si supponga, a tal fine, che AC sia tutto in- 
terno a €. Proiettando, in tal caso, la (10) sull'asse di indice r 


della terna di riferimento, si deduce 


(11) fa a = | ula_ = PI) an 
(o) DEA AC = È 


la componente r-esima di dn° Applicando il 


ove si denoti con dr 
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teorema della media al secondo membro di (11), si ha 


(12) ti $nrd° = AC [uca, = pl), A 
o 


ove racchiudendo nella parentesi | la funzione y(ar - pie si ine 
tende significare che quella funzione va valutata in un punto convenien 
temente scelto entro AC. Facendo tendere a zero AC. in modo che tutti 


i suoi punti tendano a un punto P ad esso interno, da (12) si deduce 
- 1 3 _ mil) 
(13) lim TC Senato = u(ar Fr mM 


ove il secondo membro va valutato in P. 
Le uguaglianze (13) possono compendiarsi nell'unica uguaglianza 


vettoriale 


(14) lim sE fado sce 


4 — SULLA DIPENDENZA DA w DEGLI SFORZI SPECIFICI 
La dipendenza dalla direzione caratterizzata dal vettore w la- 

scia pensare che per ogni P e in ogni istante, t, la caratterizzazio 
ne degli sforzi rappresenti un insieme di »? incognite vettoriali.Di 
mostreremo che, invece, non è così: sussiste una proprietà degli sfor- 
zi specifici che permette di esprimere il vettore La mediante tre so 
li vettori, qualunque sia w. Precisamente, denotando con ègs ciò che 
diviene LHR quando sia w parallelo e concorde all'asse di indice s 


(cioè coincida con c,) si ha 


(15) Lu = doWo ' 
se con w, si denotano le componenti di w. 

La (15) mostra che occorre e basta la conoscenza degli sforzi spe 
cifici relativi agli orientamenti degli assi di riferimento (cioè, in 
ultima analisi, relativi a tre orientamente a due a due ortogonali) per 
chè sia noto lo sforzo specifico qualunque sia w 

Cominciamo con l'osservare che nessuna restrizione nasce se si sup 
pone, come faremo, che w formi angoli acuti con gli assi coordinati. 


Infatti, se la (15) è vera, in tal caso lo è anche se si cambia verso 
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a uno degli assi coordinati, dato che ciò produrrebbe il cambiamento si 
multaneo del segno della corri- 
spondente componente di w e del 
verso del corrispondente vetto- 
re ds e, in definitiva, ognu- 
no dei termini della (15) non 
muterebbe. Neppure l'esclusio- 
ne del caso che uno di quegli 
angoli sia retto rappresenta u 
na restrizione. 

Supposto, dunque, che w non 
sia nè parallelo a uno degli as 
si coordinati, nè a uno dei pia 


ni coordinati, si disegnino le 


Fig. 4 tre semirette uscenti da P,con 
cordi ai versori cj (Fig. 4) e 
si consideri in prossimità di P un piano, t, ortogonale a w , inter- 
secante quelle semirette nei punti 0}, Q., Q3. Si costituisce, così un 
tetraedro, detto tetraedro di Cauchy, di cui considereremo quale base 
il triangolo scaleno 009,03; e quale altezza la distanza, h, di n da 
P. Il suo volume è Ah/3 , se con A si denota l'area della base. I- 
dentificando la porzione AC del numero precedente con detto tetrae- 


dro, la (13) diviene 


(16) lim i / 6910 = ata < OY), 


ove l'integrale superficiale è esteso all'intera superficie del tetrae 

dro (che si suppone tutto interno a C). Poichè i secondi membri di (16) 
sono delle quantità finite, ciò che si ottiene dai primi membri soppri- 
mento il fattore h al denominatore rappresenta, per ogni r , un infi 


nitesimo dello stesso ordine di h. Ne segue 


" 1 
(17) lin i è do = O 
46 A 5 nr 


Si denoti con o la faccia del tetraedro di area A, con og quel 
la ortogonale al versore cy e con Ag la sua area (s = 1, 2, 3). E- 
videntemente, n si identifica con cy sulla faccia og , con -w sul 


la faccia o. La (17) può presentarsi, pertanto, nella forma 


7 1 = SI 
(18) lim X |- Li dard + f x, 003 | = 0 
h+0 o CSI 
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avendo indicato con è la componente r-esima di de E con X,s quel 


wr 


la di ds (Xs = ds x Cp). L'applicazione del teorema della media agli 


integrali della (18) dà 


As 
(19) lim [o lia lim — Xrs| ‘ 
haò 11 bp * 
ove, al solito, le parentesi | | significano che le funzioni in esse 


racchiuse vanno valutate in punti convenientemente scelti nei rispetti 
vi campi di integrazione. Poichè ognuna delle facce a forma di triango 
lo rettangolo è la proiezione ortogonale della faccia a forma di trian 
golo scaleno sul piano a cui essa appartiene (e parallelo a un piano 
coordinato), si deduce, tenuto conto dei versi dei vari versori, Ag = 


= Awsr, per cui la (19) al limite da 


(20) 


Le tre relazioni scalari (20) equivalgono evidentemente alla rela 
zione vettoriale (15) che risulta, pertanto, dimostrata. Le quantità 
Xre si chiamano caratteristiche di tensione o, anche, componenti di 
tensione o, anche, componenti dello stress. 


OSSERVAZIONE - Quale immediata conseguenza della (15) sussiste una pro 
prietà (detta osservazione di Cauchy): se gli sforzi in corrispondenza 
a un dato punto sono tutti normali, qualunque sia w, essi hanno la me 
desima grandezza. Ciò significa che se too è parallelo a w _, qualun- 
que sia w, il suo modulo non dipende da w. Infatti, se per un dato P 


ciò avviene, si ha 


(21) dg PL dg Py ° 


Le (15), (21) implicano 


Mer) PyWsts 7 PsWsSs ’ 


la quale può sussistere qualunque siano le Wo allora e solo allora 


che le PL © B, abbiano un comune valore p: 


(23) Pi, = Pr = Pa = Pa = D 4 


La (21, 1) si scrive, pertanto, 
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(24) è, = pw . 


La (24) è caratteristica dei fluidi non viscosi (in particolare, i 
Liquidi perfetti) per i quali essa è verificata per ogni P e in ogni 


istante. 


5 — EQUAZIONE INDEFINITA DELLA MECCANICA DEI CONTINUI 
Si consideri una porzione AC del Continuo tutta interna ad esso 


e sia o la sua frontiera. Dalla (10), identificando gj con o e 


sopprimendo l'ultimo termine, si deduce 


(25) J uta - El?) ac - fango = 0 £ 
= 2A n 
AC o DR 
Tenendo presente la regola (XI, 9) e la (15) scritta quando si i- 
dentifichi w con il versore n della normale interna a oc (che sup 


porremo dotata di normale in ogni suo punto), si ha 


(26) i 6a / g_n_d } PI 
o = n_do = - esi P 
ga 808 AC dXs 


per cui la (25), scrivendo tutto sotto un unico segno di integrale, di 


viene 


dd 
(27) / [ua - e‘) + agi [ac = 0 : 
sc l dxXs 


Poichè la (27) sussiste qualunque sia la porzione AC del Conti- 
nuo e si suppone che la funzione integranda sia continua e indipendente 
dal campo di integrazione, la (27) implica il suo annullarsi in ogni 


punto interno a € e in ogni istante. Si ottiene così l'equazione 


(28) Tha GODE Sig a 


che costituisce l'equazione indefinita della Meccanica dei Continui e 
risulta fondamentale per il loro studio. Le corrispondenti equazioni 
scalari ottenute per proiezione sugli assi di riferimento, scritte me 


diante l'uso delle caratteristiche di tensione, X,g: sono, in base a 
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der de dX 
; sapete cip) a È 3 
(29) u | 5È + Fra e, ] eF, 3x5 7 tas la din DI a 
Nel caso statico le (28),(29) si riducono a 
dd dXrs 
(30) = up) 2 Ò = up ©) 
Xs dXg 


6 — CONDIZIONI AL CONTORNO 
Le equazioni differenziali (28), (29), (30) valgono - come si è 
detto - in ogni punto interno a €. Sulla sua frontiera sussistono, in 
vece, delle relazioni di continuità tra gli sforzi e le forze superfi- 
ciali di provenienza esterna. Per stabilirle, si supponga P sulla 
frontiera e sia dr un elemento superficiale di I circostante a P; 
supposto che ? sia dotata di piano 
tangente in ogni suo punto, si potrà 
pensare piano l'elemento da, data la 
sua estrema piccolezza. Si denoti con 
dx t il cilindretto avente una base co- 
EESTZZZZA p incidente con md’ e le generatrici 
costituite da segmenti di uguale lun 
ghezza, 2, paralleli alla normale in 
terna, n, a % in Ps L'altrà base 
del cilindretto è un'areola di giaci 
tura parallela a quella di dI (Fig. 
Fig. 5 5) circostante al punto P’ estremo 
del vettore (P., n) applicato in P 
e di grandezza do = dd’. Tenuto conto che la normale interna in P' al 
cilindretto ha il versore - n e detta 0o' la superficie laterale del 


cilindretto, la prima equazione cardinale dà 


(31) f uta - El )ac - f è 1do'= = 9, (Par + Var . 


Proiettando la (31) sugli assi di riferimento e applicando il teo 


rema della media, si ottiene, col solito significato della | Ì, 
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ora a opt) CAS ' CS) la 
(32) [ene] o + LAE |ula, F, I}. = | dnr (P ) + i Ar 
ove con b si denota il raggio di dr supposto circolare. 

Al tendere di 2? a zero, tenuto conto della presupposta continui 
tà delle funzioni in giuoco, da (32) si deduce (in P), 
ele) £ (©) 
E È 


(33) ò x cn 


nr SETS ES O S 


che si può sintetizzare nella relazione vettoriale 


(e) ; (e) 
(34) ag BE Pd igfigeti 
Le (33), (34) rappresentano, in due forme diverse, le relazioni al 
contorno da associare alle equazioni indefinite. Esse, sostanzialmente, 
esprimono la circostanza che sulla frontiera di un corpo lo sforzo si i 


dentifica con la densità della forza superficiale presente. 


7 — VALORI MEDI DELLE CARATTERISTICHE DI TENSIONE 


Si ponga 


(35) Bro E i [ feet appese + J sie) x5dL IÈ 


Le quantità si chiamano coordinate astatiche della solleci- 


des 
tazione (ivi comprese le forze d'inerzia nel caso dinamico), e inter- 
vengono in importanti proprietà di media della Meccanica dei Continui. 
Si moltiplichino ambo i membri di (29) per xwdC e si integri in €; si 
aggiunga ciò che si ottiene moltiplicando ambo i membri delle (233, 2) 


per xydI e integrando su LI. Si trova 


dXrs 
(36) e e xyAC + È Kees xyNgd Ret 


che può scriversi 


dXrs X+t XL 
(37) co e (5 (© Li Ha TRS dEi + ù Xrs xt ns dî = - C aL 


Applicando la regola (XI, 9), si riconosce che il primo integrale 


di. (37) si distrugge con il terzo. Inoltre la derivata di x} rispet 
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to alla xs evidentemente è uguale a 1 se t = s , a zero in caso con 


trario. Per tali motivi la (37) diviene 


(38) VESTETETE (e, Be Za 3) è 
G 


Sulla (38) si legge che, pur essendo le Xes delle incognite, 
tuttavia i loro valori medi in € sono noti in ogni istante in cui 
tutte le forze (comprese quelle d'inerzia) sono note o, per lo meno, 
sono conosciuti i valori delle loro coordinate astatiche. 

Da (38) segue un'interessante limitazione inferiore per il massi 
mo modulo di ognuna delle caratteristiche di tensione. Tenendo presen 
te che il valore del modulo di un integrale non supera quello dell'in 
tegrale del modulo della funzione integranda e maggiorando questo con 


il suo massimo in C, da (38) segue 
39 X > n 
DR | Felgan = lazal 


La limitazione (39) può presentare interesse concreto nella Scien 
za delle Costruzioni in quanto può rivelare condizioni di pericolosità 
per la resistenza dei materiali: se le forze esterne sono troppo eleva 
te, |art|] può risultare piuttosto grande e la (39) indica allora chia 
ramente che gli sforzi superano a volte i valori che l'esperienza dà 
come limiti per evitare delle lesioni. 

In Meccanica dei Continui possono stabilirsi delle limitazioni più 


efficaci delle (39) ma qui non è possibile occuparsene. 


8 — SIMMETRIA DELLE CARATTERISTICHE DI TENSIONE DEI CONTINUI CLASSICI 

Una delle proprietà caratteristiche dei Continui classici è l'am- 
missione che l'insieme dellé forze di contatto attraverso ogni elemen- 
to superficiale do (quelle di cui si parla nei numeri precedenti) sia 
riducibile al loro risultante Ly 30 applicato in un punto P di do. 
Tale ammissione ha un ruolo fondamentale in tutti gli sviluppi succes- 
sivi in quanto ha come prima sua conseguenza la simmetria delle carat- 


teristiche di tensione, Si dovrà, cioè, ritenere, 
(40) Xrs = Xsr r (03S = 1, 2, 3). 


La giustificazione della (40) si ha facilmente tenendo conto del- 


la seconda equazione cardinale. Essa, per l'assenza di coppie che si e 
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splichino attraverso gli elementi superficiali, comunque sia scelta u- 
na porzione AC tutta interna a € e tenuto conto del concetto di 


sforzo specifico, in base a (XIV, 11, 13), si scrive 


(41) f TP Anu(a - E )ac + . TPA $_do = 0. 
AC " (o) = 


Il vettore da si può interpretare come densità di forza esterna 
superficiale agente sulla porzione AC di € e lo si potrà momentanea 


£°°. Facendo uso dell'indicatore di Ricci (I, 146), 


mente indicare con 
la (41), per proiezione sull'asse di indice p e identificando T. ron 


l'origine degli assi di riferimento, dà 


(0) 


- pl) (e) 3, -— 
(42) f eprs*r (as Fa )AC + / eprs*rÎs do O 4 
AC 


La (42) si può esprimere mediante l'uso delle coordinate astati- 
che relative a AC, le quali, evidentemente, si ottengono dalle (35) 
semplicemente considerando come campi di integrazione AC e o anzi- 


chè C e Z. Si ottiene 
(43) e a = 0 è 


Le coordinate astatiche sono dunque simmetriche in relazione a ogni 


porzione AC di € e la (38) dà come conseguenza 


(44) fi Ea de =. 


Poichè la (44) è valida qualunque sia il campo di integrazione e 


la funzione integranda è continua e indipendente dal campo dC, ne se- 


gue, in ogni punto P e in ogni istante, 
(45) e x = 
equivalente alle (40). 


Si osservi che la relazione di simmetria delle X,s esaurisce gli 


effetti delle seconda equazione della Meccanica a cui equivale. 
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9 — LAVORO DELLE FORZE INTERNE DI CONTATTO 

E' di importanza fondamentale per lo sviluppo della Meccanica dei 
Continui, soprattutto per l'utilizzazione di concetti e teoremi di Ter 
modinamica indispensabili per stabilire le equazioni costitutive,poter 
disporre di espressioni adatte del lavoro compiuto dalle forze interne 
nel passaggio dalla configurazione attuale a una ad essa vicinissima. 
Tale scopo si può raggiungere postulando che essa, in corrispondenza 
ad ogni elemento di volume del Continuo, sia rappresentata da una for 
ma lineare nelle variazioni di certe quantità che caratterizzano la de 
formazione, con coefficienti che hanno le dimensioni (e il significa- 
to) di stress. Tale modo di procedere ha significato piuttosto astrat- 
to e mentre può riuscire utilissimo e, a volte, unico strumento dispo- 
nibile - come accade per tipi molto complessi di Continui (microstrut- 
ture) - non lo è,invece, nel caso dei Continui classici per i quali pre 
feriamo - per motivi di maggiore concretezza procedurale - usare come 
punto di partenza il teorema delle forze vive (un procedimento analogo 
non raggiunge lo scopo se non si conoscono già le equazioni indefinite, 
come accade per i Continui strutturalmente molto complessi). 

Dal teorema delle forze vive, espresso nella forma (XIV, 23), te- 
nuto conto di (XII, 55), (XIV, 28), si trae, per il lavoro elementare 


delle forze interne, l'espressione 
anti i £ ue x e dcat- | url®°x eacat - 
2 dt e = Psa = 


- [a x edrdt , 
x 


da ritenersi valida in ogni istante e per ogni tempuscolo dt [e aven 


(46) 


do indicato con e la velocità in forma euleriana]. 


Ricordando la regola di derivazione (XI, 4), da (46) segue 
(47) apt, . uta - FI) x e acat - fs x edi dt , 
E D 


la quale, in base a (28) diviene 


i 20 
(48) ar ‘i)- 3. = * e dc dt - / £6°) x eardt . 
"è an — z 


Conviene scrivere la (48) nella forma 
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A n Ti 1 ($ celacats / 4 una - 
c dxg +S SI c Ss dXg 
(49) 
È |P PPr 
p» 
la quale, tenuto conto della regola di trasformazione (XI, 9) e del 


le condizioni al contornc (34), diviene 


(Li a 
(50) dL = a dg * Tao dC .idt +. 
La (50) può presentarsi nella forma 
(51) anti) - f arti) acat , 
€ 


ove, tenuto conto della simmetria delle Xre si intenda 


(da N pi | È =. 
(52) de dg A rr da ig È Xrs\ 3Xg sa dx /° 


E' evidente il significato di agli). il prodotto ar li) ac dt. rap 
presenta il lavoro elementare delle forze interne corrispondenti all'e 
lemento dc di Continuo nello stato attuale e al tempuscolo dt e,per 


tanto, arl) ha il significato di densità di lavoro di tipo euleriano 
per unità di tempo. 

Ottenuta l'espressione del lavoro elementare, nessuna difficoltà 
si ha per stabilire quella corrispondente a uno spostamento piccolissi 
mo del sistema dalla configurazione € a una vicinissima C + 6C,qua 
lunque sia la natura di tale spostamento (possibile o virtuale): baste 
rà pensare a un moto ideale che lo realizzi [del resto, se i vincoli 
sono fissi ogni spostamento elementare è anche possibile e virtuale 
(VIII, n. 7]. In definitiva, si tratterà di identificare nelle (50), 
(51), (52) il vettore edt con il vettore gu con il quale si deno- 
ti lo spostamento del generico punto del Continuo concomitante allo spo 
stamento (di qualunque tipo) che il Continuo ha subito nel passaggio da 


C a C++6C. Si ha, pertanto, 


(53) de f s0°5) ac 
c 
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(54) PACO 


OSSERVAZIONE - Il procedimento che ha portato alle (52), (54), se si e 
scludono da quelle uguaglianze gli ultimi membri, è indipendente dalla 
condizione di simmetria delle ? GRA la quale non interviene in nessun 
momento. Vale la pena di osservare che dall'ammissione che il lavoro 
delle forze interne sia nullo in corrispondenza a un qualunque sposta- 
mento rigido infinitesimo - derivante dai principi generali della Mec- 
canica, in particolare dal principio di azione e reazione - discende im 
mediatamente la simmetria delle Xrs- Si supponga, infatti che lo spo- 
stamento del Continuo da C a € + SC sia uno spostamento rigido in- 
finitesimo rotatorio caratterizzato dal vettore rotazione 6'w. Di con- 
seguenza, il vettore éu che interviene in (54) è espresso da éu = 
= é'w A OP. (essendo O sull'asse di rotazione) ed ha componenti e- 
spresse da (Su = e d'wX per cui si ha 3(6u) = e d'w 


Xe) (E 5P L°p r/3Xs ras L 
Db) L il lavoro delle forze interne corrispondente a 


Denotando con 
una qualunque porzione AC di € e allo spostamento rigido di cui si 
(1) 

dr 


è detto e con gig ciò che diviene l'espressione ‘54) di 


in tal caso si ha, pertanto, 
(55) giri tti _ / sat lao = Ato, / dc dg E è 
AC AC 


Dovendo l'ultimo membro di .(55) essere nullo qualunque sia il vet 
tore $'w e qualunque sia il campo d'integrazione (ed essendo indipen 
dente da esso e continua la funzione integranda) da (55) segue proprio 


la (45) che esprime, appunto, la simmetria delle Xrs: 


Il significato di sg 04) è analogo a quello di arl®), rappresen 
ta la densità di lavoro delle forze interne nel passaggio del Continuo 
dalla configurazione € a quella vicinissima € + 6C, mentre il pro- 
dotto 82.5) ac dà l'analogo lavoro in corrispondenza al generico ele- 
mento di volume dC dello stato attuale. Trattasi di espressioni di 
tipo euleriano [come anche la (51)] mentre è desiderabile in molte que 
stioni disporre di espressioni di tipo lagrangiano mediante le quali 
sia possibile esprimere il lavoro delle forze interne operando sullo 


stato di riferimento anzichè su quello attuale e si abbia, in partico- 
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lare 
(56) sntD) — . s*2°5 aes. 
e 
Il confronto delle (53), (56) porta all'uguaglianza 
(57) so ac = st 9 li ac* 
che lega le due densità di lavoro, la lagrangiana (la s*g ti, e leu 
leriana (la sr 65). Del resto, l'uguaglianza (57) risulta evidente se 


si riflette che i suoi due membri rappresentano la medesima entità: il 
lavoro delle forze interne nel passaggio da © a © + s© espresso u- 
na volta con riferimento all'elemento dC , una volta all'elemento cor 
rispondente in C*, dC*. Se si tiene conto della relazione (VII, 24), 


da (57) segue 
(58) sei) = perl) , 


L'espressione (58) di g*g (3) non è ancora però di tipo lagran- 
giano in quanto in essa intervengono [vedi (54)] derivazioni dispetto 
alle coordinate x, dei punti dello stato attuale (le quali sono, in 
generale, funzioni incognite delle y; e del tempo); per ovviare a ta 
le inconveniente cominciamo con l'osservare che, detta ff una qualun- 
que funzione scalare o vettoriale delle coordinate xy e supposte va- 


lide le relazioni (1) che regolano il moto del Continuo, si ha 


d£ d£ 
i — s f = 
(59) 3Y, a ra Rag * 
Denotando con Ae il complemento algebrico di Xr.s nel deter- 
"d 


minante D delle X, a (ove, come nel Cap. VII, la virgola denota de 
' 


rivazicne rispetto alle Va ), ben note regole sui determinanti impli 


cano 
(60) X A = X A = D $ p 
T,S Lr,P Sit pio rs 
ove, al solito, _ indica il simbolo di Kronecker. 
Da (59), (60), moltiplicando ambo i membri per Aor' segue, in ba 
se a (60), 
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d£ 


Se | 
(61) n” D Apr É,r © 


La (54), tenuto conto di (61) dà 
; A 
Ci 
(62) EL = X, (su), — 


Ss 1°) D 


Si consideri la matrice di componenti Bb per la quale risulta- 


no valide le uguaglianze (l'una conseguente all'altra) 


(63) x = 


Tenuto conto di (63), la (62) diviene 


(i) 1 sg 
(64) dr D Krb (8u_) p ali Krb 6%, p a 
ove si è tenuto conto della ovvia uguaglianza su, = 6xX_ e {6x_) P = 
, 
= $%r,p . 


In base a (64), da (58) si deduce una prima forma dell'espressio- 


ne lagrangiana della densità di lavoro delle forze interne. Essa è 


(65) 6*4 = K Sx 5 


La matrice non simmetrica delle Kos ha un ruolo importante in 
molte questioni di Meccanica dei Continui e definisce ciò che si chia- 
ma lo stress non simmetrico di Piola Kirchoff per distinguerlo dalla ma 
trice simmetrica delle Xrs detta dello stress di Cauchy. Le (63) mo- 
strano che tra le due matrici esiste una corrispondenza biunivoca [sup- 


posto, come è in realtà, D #0 (VII, n. 2)]. 


Insieme all'espressione (65) della densità di lavoro delle forze 
interne ne esiste una seconda, pure di tipo lagrangiano, particolarmen 
te utile per l'utilizzo della Termodinamica. Per ottenerla è sufficien 
te introdurre una seconda matrice lagrangiana di stress, detta matrice 
simmetrica di stress di Piola Kirchoff. Indicando con tex > ta le 
sue componenti, essa è definita dalle uguaglianze (di cui ognuna è la 


conseguenza dell'altra) 
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(66) X = 


Da (63), (66), in base a (60), si deducono le uguaglianze (di cui 


ognuna è conseguenza dell'altra) 


(67) K = 


CI *r,p Ypr Ù i si x Y 


pr D Arp rL 


per cui la (65), tenuto conto della simmetria delle Toe , può presen- 


tarsi nella forma 


1 
p AE: dx, = , di A à 
CS d3f 148 2 Ly —LyS 4 Leb rS 


Ricordando la definizione delle caratteristiche di deformazione 
(VII, 27), si riconosce che il fattore che moltiplica Eee nella (68) 
coincide con le variazione des subita dalla Re nel passaggio del 
Continuo dalla configurazione € a quella vicinissima € + 6C. Pertan 
to, la (68) assume l'espressione 
(69) asa = x te, 
la quale risulta particolarmente espressiva in quanto fa intervenire e 
splicitamente la deformazione del Continuo nel passaggio da C a € + 
+ 6$C; in particolare, sulla (69) si riconosce immediatamente che in o- 
gni spostamento rigido il lavoro delle forze interne è nullo: infatti, 
se lo spostamento da C€ a C + SC è rigido le Ere in corrispondenza 
a tale spostamento non variano (e le 6E LS sono tutte nulle) dato che , 
esse caratterizzano allungamenti e variazioni angolari degli elementi 
del Continuo e questi rimangono invariati in ogni spostamento rigido. 


Ciò risulta di immediata evidenza dall'esame delle (VII, 33, 34). 


10 — FORMA LAGRANGIANA DELLE EQUAZIONI INDEFINITE 

Le equazioni indefinite (29), (30) sono di tipo euleriano e men- 
tre riescono senzézaitro utili nel caso dei continui fluidi quasi sem- 
pre non lo sono nel caso dei continui solidi per i quali è essenziale 
la valutazione delle deformazioni e il confronto con lo stato di rife 
rimento. Non è difficile trasformare le (29), (30) e dare ad esse for 
ma lagrangiana mediante l'uso delle (61), (63), (66) ma i calcoli si 


presentano alquanto laboriosi. Invece si raggiunge rapidamente lo sco 
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po mediante l'applicazione della relazione simbolica della Dinamica,te 
nuto conto dell'espressione lagrangiana (65) della densità di lavoro 
delle forze interne. In base a (56), (65) la relazione simbolica (XXII, 


7), nel caso dei vincoli lisci e bilaterali si. traduce nella relazione 


* * CEL P *(€) Re 
(70) feet, 200 + N (Pi a.) su, dEe* + a su dI (0) 


da ritenersi valida per ogni spostamento virtuale su, a partire dal- 
la configurazione attuale. 

Che gli ultimi due termini di (68) rappresentino il lavoro vittua 
le delle forze esterne e d'inerzia in forma lagrangiana si giustifica 
osservando che, data l'invarianza della massa, risulta udC = u*dC* , 


(©) ac* rappresenta la forza esterna di massa a- 


(XI, 1) e pertanto uF 
gente sull'elemento dC (con pl® espresso in funzione delle Y;). * 
noltre, si è supposto che il vettore gel©) sia funzione dei punti del 
la frontiera 1% di .(* definita dall'uguaglianza £*C® as = £0° as, 
sussistendo tra gli elementi superrticiali il legame espresso dalla (VII, 
21) quando si scriva dr* al posto di do* e dr al posto di do. 
Tenuto conto della regola di trasformazione (XI, 9) e denotando 


con n* il versore della normale interna a s*, si ha 


= * — 
fr, SUL) s de: _ i, Krs,s su, de* = 


nu 
* 
= 

H 

n 
(en) 
[(’ 

la] 

v 
(A 
Q 

* 
Il 


(71) 


per cui la (70) diviene 


(72) [pre a) Kg, | 98,40* + fera = d 


Dalle (72), per l'arbitrarietà del vettore su, seguono le seguen 


ti equazioni differenziali e al contorno 
(73) K = u* (pÎ9 - a) (in c* ) 
rS,S È 3 co 3 


(74) Kg = pria (su x* ) 


Alle (73), (74), in base a (67) si può dare la forma 
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(e) 


SE = da : * 
(75) (kg Ciel; u (Ei a,) (in CE |} 
+ = gal) * 
(#84 *r.g Sas "5 7 fr si pae e 
Nelle (73), ..., (76) che rappresentano la cercata forma lagran- 


giana delle equazioni indefinite e al contorno si è indicato con I* la 
frontiera di CS. 

Le equazioni (73), ..., (76) sono state ottenute nell'ipotesi di 
vincoli lisci e bilaterali ma possono dedursi in generale mediante di- 
rette trasformazioni sulle (29), (33) e pertanto vengono accolte in ge 


nerale. 


11 — PRINCIPIO DI INDIFFERENZA MATERIALE 

Le equazioni indefinite della Meccanica dei Continui, in qualun- 
que forma espresse, rappresentano un problema analitico largamente in- 
determinato, salvo casi particolari. Già nel caso di maggiore semplici 
tà dei Continui classici esse contengono ben dieci funzioni incognite: 
le sei Xrg 3 Lor (o stress equivalenti), le tre X, (o le tre compo 
nenti di spostamento U- ik S yy) e la densità, u. Le equazioni inde 
finite sono invece in numero di quattro, le tre (29) o equivalenti e 
l'equazione di continuità espressa in una delle forme (XI, 2),(XI, 14), 
oltre alle condizioni al contorno. Nel caso statico le funzioni inco- 


gnite si riducono a sette. L'indeterminazione che si presenta è natura 
le e dovuta al fatto che in nessun momento è intervenuta la natura fi- 
sica del Continuo, atta a dare informazioni sul suo comportamento di 
fronte alle sollecitazioni esterne che permettano di stabilire delle 
relazioni tra sforzi e deformazioni (relazioni costitutive). 
Un'ammissione fondamentale nella Meccanica dei Continui è quella 
che si riassume nel principio di indifferenza materiale, il quale, sul 
la base di osservazioni sperimentali e di considerazioni a carattere 
intuitivo, afferma,sostanzialmente, che la dipendenza funzionale dello 
stress presente nello stato attuale (cioè, nel caso dei Continui clas- 
sici, la matrice delle xo) dalle variabili che lo caratterizzano ha 
significato intrinseco e non muta se si cambia la terna di riferimento 
passando ad un'altra mobile rispetto alla prima di moto rigido. Più bre 
vemente, le relazioni costitutive mantengono forma invariata per effet 
to di un moto rigido del sistema di riferimento. Ciò significa che le 
componenti dello stress di Cauchy rispetto a due terne 7, ?'! di, cùl 
la seconda si muove di moto rigido rispetto alla prima (dette Xrs quel 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


458 


le rispetto alla 7, LI quelle rispetto alla 7') sono legate dalle 
relazioni 
Ù = 
(PIA Xrs Rir Kip Rps i 
se con Rs | sî denotano i coseni direttori degli assi della T' ri- 


spetto a quelli della 7 (cioè; R è l'operatore di rotazione che mu 
ta la ? nella ”7'). La relazione (77) è di immediata giustificazione: 
essa rappresenta la legge con cui variano le componenti di un operato- 
re, X , il quale operando su un vettore w, produca un nuovo vettore 
Xw avente un significato intrinseco, cioè tale che le sue componenti 
nel passaggio dalla 7 alla 7' mutino semplicemente con la regola 
espressa dalle (I, 145). In realtà, dato il significato delle Xrs LL 
vettore Xw ha in base a (15) il significato di sforzo specifico a cui 


il principio di indifferenza materiale vuole dare significato intrinse 


co nel senso detto. Dette, allora X,, © Tos le componenti di XY ri 
spettivamente nei riferimenti 7' e ? e wi 1 Wi quelle di w, per 
le: :(1, 145), oltre a w! = R._ w. , si ha 
D ip £ 
' va ' = 
(78) Xig Wi Xe Roe Wa Rir Z;b LT È 


Dalla (78) per l'arbitrarietà di Ba segue 


' — 
(73) Xrg Rpr = Bir Xip ; 


che, in base a (I, 141), dopo aver moltiplicato ambo i membri per Rps 
e sommato rispetto a p, dà proprio la (77), analoga alla (I, 143). Va 
le la pena di osservare che le (77) possono sintetizzarsi nell'ugua- 

glianza matriciale xX' = rl9) XR . Tale relazione dà informazioni pre 
ziose sulla dipendenza funzionale delle Xrs dalle variabili geometri 
che e cinematiche, ma non possiamo qui dilungarci senza un opportuno 

approfondimento dello studio della deformazione dei Continui. A titolo 


di semplice informazione diremo che nel caso dei corpi elastici, cioè 


di quei Continui per i quali le Xe dipendono dalla deformazione so- 

lo tramite i valori assunti nello stato atturzle dalle SE, Li prin- 
, 

cipio di indifferenza materiale [cioè, la (77)] porta alla conclusione 


che le Za dipendono da quelle variabili secondo le relazioni (66) 


INI 


ma ove le Y dipendono dalle Bra soltanto attraverso le caratt 
’ 


am 
ristiche di formazi 3 = c 
ristiche di deformazione, E pg? (VIE, 31) tea Laos (pg) 


OSSERVAZIONE - Nelle considerazioni svolte (e in quelle che saranno 
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svolte) con riferimento alle equazioni generali della Meccanica dei 
Continui, in particolare nel valutare quali e quante siano le incogni- 
te fondamentali, non si è mai accennato all'intervento della temperatu 
ra. In realtà, data la natura delle considerazioni svolte e la loro li 
mitatezza, non è stato necessario farlo ma si avverte che essa ha un 
ruolo non trascurabile e in generale (se si eccettua il caso di trasfor 
mazioni isoterme) rappresenta una nuova incognita nel quadro del proble 
ma generale; ad esso va, però, associata una nuova equazione, quella di 
propagazione del calore, ma non ci è possibile occuparcene; solo nel 
Cap. XXV si farà qualche cenno sull'intervento della temperatura nella 


Meccanica dei Continui. 


12 — FLUIDI NON VISCOSI 

Diconsi tali quei sistemi continui per i quali gli sforzi sono tut 
ti normali e hanno carattere di pressione, qualunque sia la sollecita- 
zione esterna e l'atto di moto. Per l'osservazione di Cauchy (n. 4, in 


fine), essi hanno modulo indipendente dalla direzione e si può porre 


(80) Xrs E Pi rs È 
ove p è uno scalare positivo ( la pressione). Di conseguenza, le (29), 


(33) divengono 


der der (e) dp (e) 
(81) Ù (SÈ + 3x5 es| —: UP, = Fr ; pn, = fr è 


Per un tale sistema fisico le incognite sono cinque: le tre eLr 
la p e la u. Le equazioni indefinite sono invece quattro: le tre 
(81, 1) e l'equazione di continuità (XI, 14). Occorre una quinta equa- 
zione per il pareggiamento tra numero delle equazioni e numero delle 
incognite fornita in generale dalla Fisica sotto forma di un'equazione 
costitutiva. A titolo di informazione diciamo che nel caso dei gas per 
fetti soggetti a trasformazioni isoterme o adiabatiche tale equazione 


costitutiva è la seguente 


(82) P = cost. $ 
uY 
essendo Y = 1 nel caso isotermo, mentre in quello adiabatico Y co- 


incide con il rapporto tra il calore specifico a pressione costante e 


quello a volume costante. 
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Nel caso di un fluido non viscoso l'espressione euleriana della 


densità di lavoro delle forze interne (54), in base a (80), diviene 


3 (SUL) 


(i) 
SL = p . 
QX, 


(83) 

Il vettore éu si può identificare con il vettore edt, se € 
esprime un'opportuna velocità. Corrispondentemente, le due diverse e- 
spressioni dell'equazione di continuità (XI, 2, (XI, 14) danno per la 


variazione di densità nel passaggio da C a C + 5C , le espressioni 


d6ur u* 6D 


(84) Guy = — WU 
dXr D2 

Identificando i secondi membri di (84), si ottiene, tenuto conto 
di IL 2) 


p p d6ur du $D 


(85) SL =--—éu =—-6D, “lee leale 3 


per cui la (83) diviene 


i p P 
(86) ala -7ou=p6. 


In base a (58), la corrispondente espressione lagrangiana della 
(86) è 
(87) 6* L =D DD 

Sulle (86), (87) si riconosce che le forze interne in un fluido 
non viscoso non compiono lavoro se e soltanto se non c'è variazione di 
densità o, se si vuole, se non c'è variazione di volume degli elementi 


materiali: infatti la (VII, 24) mostra che 6D si annulla allora e sol 


tanto allora che dC non vari nel passaggio da C a C + SC. 


13 — LIQUIDI PERFETTI 
Si chiama liquido perfetto ogni fluido non viscoso incomprimibile. 


Esso costituisce uno schema matematico dei liquidi reali i quali si ri- 
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velano all'osservazione pochissimo comprimibili. La condizione di in- 
comprimibilità implica D = 1, u = yu* (XI, n. 1). Di conseguenza, es- 
sendo la yu nota, le tre equazioni indefinite (81, 1) contengono sol- 
tanto le quattro incognite e, Pe si raggiunge il pareggiamento tra 
numero di incognite e numero di equazioni associando ad esse la condi- 
zione di incomprimibilità espressa dalla (XI, 15). In ogni liquido 
perfetto il lavoro delle forze interne è nullo: ciò risulta immediata- 
mente dalle (86), (87) e dal fatto che in ogni suo movimento non c'è 
variazione di volume (nè di densità). 

Come semplice applicazione consideriamo il caso di un liquido per 
fetto omogeneo e pesante, non soggetto a forze attive (diverse dal pe- 
so). Supposto orientato come la verticale ascendente l'asse delle x3, 
e indicando con a, le componenti euleriane dell'accelerazione, le 


(81, 1) divengono 


dp dp 
Lea 29 7 = ee * na 
(88) E ar dXr ’ (x = LI 2) ’ u* ag = u r 


valide in ogni regione non troppo estesa. Posto 
(89) ÙU = u*gx3 + p, 


le (88) divengono 


(90) u*a Pi Ma r (r = 1, 2, 3) . 
Se il liquido è in quiete U risulta costante e si ha 


(91) u*gx3 + p = cost. = Po 


sulla quale si legge che per un liquido perfetto omogeneo e pesante in 
quiete le superficie di uguale pressione sono piani orizzontali. 

Ciò accade, in particolare, per la superficie libera di un liqui- 
do perfetto in quiete ove la pressione si identifica con quella atmo- 
sferica. Naturalmente, ciò non vale nel caso dei mari; in tal caso non 
può ritenersi costante il vettore g (cioè, il vettore peso), data la 


notevole estensione del Continuo. 


. . 


Si consideri un moto stazionario o permanente di un liquido per- 
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fetto, cioè, un moto in cui pressione e velocità euleriana dipendono 
dal posto ma non esplicitamente dal tempo. Da (90), moltiplicando per 


e e sommando, si deduce 


e 


(92) pf Bpeoe o Ba « 


Data la stazionarietà del moto, la U dipende dal tempo solo at- 
traverso le x, © la (92), tenuto conto della regola di derivazione 


(5), può scriversi 


da ( e? ) dU 
PIERA, E. cn E ga Lr 
(93) ae \ ne © 


Da (93) segue che lungo ogni linea di flusso (e di corrente, dato 
che in ogni moto stazionario i due tipi di linee coincidono) la funzio 
ne u*e?2/2 + U risulta costante e, pertanto, in base a (89), può seri 
versi 

e? p 
(94) CH) + + ig 5 cost. 

E' facile riconoscere che il primo termine di (94) rappresenta 
l'altezza da cui deve cadere nel vuoto un grave affinchè esso giunga 
al suolo con vebocità di modulo e (II, n. 11). Degli altri due termi- 
ni di (94), il primo dà la quota effettiva, il secondo si suole chia- 
mare quota piezometrica. Per tale motivo, il teorema espresso dalla 
(94) si suole denominare teorema delle tre quote. Esso si enuncia: per 
un liquido perfetto omogeneo e pesante in moto stazionario le tre quo- 


te hanno somma costante lungo ogni linea di flusso. 


14- EQUAZIONI LINEARIZZATE DEI CONTINUI 

I problemi analitici posti nella Meccanica dei Continui sono note 
volmente complessi, come pure notevolmente complesso si presenta l'a- 
spetto fisico specialmente per quanto concerne la determinazione delle 
equazioni costitutive. Esiste tuttavia una gran quantità di casi in cui 
le particolari condizioni di sollecitazione e di condizioni iniziali e 
la natura fisica dei corpi interessati permettono di ritenere sufficien 
temente piccoli gli spostamenti, le deformazioni, le velocità e in gene 
re anche le forze interne. In tal caso di ritiene legittimo linearizza- 
re le equazioni generali, dato che i risultati a cui si giunge sono ab- 
bastanza concordanti con le osservazioni sperimentali. La linearizzazio 


ne delle equazioni generali si può fare in tutto rigore supponendo che 
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le cause perturbatrici esterne dipendano da un parametro ma noi rinun- 
ciamo a farlo per tale via perchè ciò richiede più ampi sviluppi ma ci 
limiteremo a qualche considerazione intuitiva che permetta di raggiun- 
gere rapidamente lo scopo. 

Precisamente, si assumono come grandezze del primo ordine le a 
Sotto tale ipotesi, sussistono le espres- 


x 


us, Vw U,,s'’ er Xs° 

sioni semplificate delle caratteristiche di deformazione (VII, 35) e le 
e j ' al = 

(VII, 36); inoltre, tenuto conto dell'uguaglianza rs Uan + LR 


e identificando le caratteristiche di tensione con le loro parti del 


primo ordine, le (66), (67) implicano le uguaglianze 
(95) Xrs È Krs Ù Yrs ì 
In tal caso le equazioni generali (29), (33), (73), (74), (75), 
(76) si identificano a gruppi e divengono 
(e) ” P * 
iter * -_ 

(96) Yrs,s ci Pr Xr). r (iti E Ds 

eu 5 (e) _ £a(e) * 
(97) | #00 n * Cs i f, = £7 Po ui. ED 
avendo identificato uu con u*. Le varie espressioni (54), (65), (69) 


si identificano nella (69), ove le ée_y vanno valutate in base alle e 


spressioni linearizzate (VII, 35). 
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CAPITOLO XXIV 


CENNI SUI CONTINUI DI COSSERAT 


1 — GENERALITA'’ 

Interessi recenti della Meccanica dei Continui sono rivolti ver- 
so lo studio di sistemi materiali più complessi dei Continui classici, 
detti microstrutture o anche Continui con struttura o anche Continui 
polari. Trattasi di Continui che implicano schemi matematici più com- 
plessi di quelli utilizzati dai Continui classici, in quanto vogliono 
ricordare meglio di quelli la struttura particellare della materia. In 
realtà, preliminarmente si pensa a un sistema materiale costituito da 
un grandissimo numero di particelle estese e deformabili (molecole) in 
teragenti tra loro, ma si tiene conto delle loro reciproche azioni sol 
tanto tramite un riassunto globale che interviene nel fissare le carat 
teristiche matematiche dello schema continuo rappresentativo. Natural- 
mente, la deformazione del Continuo non è più caratterizzata dalla so- 
la conoscenza delle caratteristiche di deformazione ma occorre intro- 
durre altri enti geometrici. 

Nasce, così, una teoria matematica dipendente da una maggior quan 
tità di parametri strutturali che permette una maggiore apertura verso 
lo studio di taluni fenomeni di stress asimmetrici che, pare, vadano 
mettendosi in evidenza nei solidi cristallini, di propagazione ondosa, 
e anche verso la stessa Fisica teorica e la Relatività generale in pre 
senza di fenomeni elettromagnetici (e, pertanto, verso la Cosmologia 
stessa). 

Il tipo più semplice (ma, forse, il più interessante e significa 
tivo) di microstruttura è quello dei Continui di Cosseratî. Per esso si 
suppone che le particelle costituenti il corpo di cui si attua lo sche 
ma nel Continuo siano rigide. In altri termini un Continuo di Cosserat 
è lo schema continuo di un sistema particellare con particelle rigide. 
Ne segue che la trasformazione che muta uno stato di riferimento in 
quello attuale dal punto di vista geometrico è individuata dallo spo- 
stamento u del generico punto P* dello stato di riferimento, C*, e 
da un operatore di rotazione, R, che esprime la rotazione subita da u- 
na terna associata a P* (cioè, la rotazione della particella rappre- 
sentata da P* in C(C*). La trasformazione da C* a € è, pertanto, 


individuata dalle (XXXIII, 1) e dalle relazioni 


(1) Rrs 5 Rrs (Y1, Y2r Y38 Ci a 


se con Rrg si denotano i coseni direttori della terna trirettangola 
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levogira associata al generico punto P*, considerata nel suo orienta- 
mento attuale, rispetto a quello che aveva in (C* o, comunque, alla 

terna fissa di riferimento. In altri termini la trasformazione da C* a 
C. è una corrispondenza (continua e biunivoca) tra i punti P*, P di C* 


e C e le terne trirettangole levogire associate a P* e P. 


2 — QUALCHE CENNO DI CINEMATICA DELLE MASSE 

Per poter stabilire le equazioni generali dei Continui di Cosserat 
occorre procurarsi le espressioni delle forze d'inerzia corrispondenti 
al generico elemento di volume dC. Noi lo faremo in modo intuitivo ma 
rapido rinunziando a un esame fenomenologico che chiarirebbe meglio i 
risultati ma implicherebbe più ampi sviluppi della teoria. E' intuiti- 
vo che per lo studio dei Continui di Cosserat non è sufficiente tener 
conto delle sole accelerazioni degli elementi ma occorre prendere in 
considerazione le velocità angolari delle terne associate ad essi. In 
sostanza, occorre tener conto del momento delle quantità di moto în- 
trinseco di ogni elemento che ricorda quello della particella a cui lo 
elemento corrisponde. Sarà, pertanto ,necessario associare a ogni punto 
pP* di (€* una matrice (d'inerzia) che sarà indicata con Apq ed ha 
significato strutturale. Essa, come la densità, è uno dei dati fisici 
caratterizzante il Continuo. 

Per stabilire l'espressione da attribuire a tale momento intrinse 
co conviene per un momento considerare la struttura particellare che 


si vuole ricordare nello schema del Continuo. Si consideri la generica 


o” C 


Fig. 1 


Particella di C e sia P il suo baricentro e Q uno qualunque dei 
suoi punti (vedi figura) che supporremo, per semplicità in numero fini 
to: (atomi), m' la massa di 0. Il vettore PQ dello stato € non è al 


tro che ciò che si ottiene dal suo corrispondente, P*0* di cC* dopo a- 
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vergli fatto subire la traslazione di vettore u e la rotazione defi- 


nita dall'operatore R. Si ha, cioè, 
(2) PO = RP*0* 
e, inoltre, per la velocità, 


(39) E de LA + RP*Q*. 


Ne segue che il momento delle quantità di moto rispetto a P del 


la particella considerata è espresso da 


kp = E m'PO A (vg > Yp) = © m'RP*Q* n RP*0* = 
(4) 
= “ran Fip Fnq Apq Lr 

con 
5 = ' sa * ESS * NI 
(5) Boq z m Yp Yp) (Ig Yo) 

Analogamente per la forza viva si ottiene l'espressione 

ds eli n 2 5 h 

(6) T= 5) È uf + Roq Rep Rsq | 


Avvertiamo che nelle (4), (5) le sommatorie sono estese a tutti 
gli atomi della particella considerata, le Yp' Yo le coordinate dei 
punti P* e 0* rispettivamente rispetto agli assi fissi di versori 
Cr e m" la massa totale della particella. Le (4), (5), (6) inducono 
a ritenere accettabile per i Continui di Cosserat l'assumere quale mo- 
mento intrinseco delle quantità di moto per un elemento dC circostan 


te a P l'espressione 


(7) ke cen Sep Far So Er udC 
e quale corrispondente forza viva 

oli Sa . . 
(8) cp = tf +Avq Rsp Agg |vac 


ove Apq è una matrice strutturale simmetrica dipendente dalla natura 


fisica del Continuo. 
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Conviene osservare che all'espressione (7) di k corrisponde, in 
base a (XI, 32), il momento risultante rispetto a P delle forze d'i- 


nerzia espresso da 


dk 
(9) - a © - uao = MM pac . 


3 — LO STRESS — LE EQUAZIONI CARDINALI 

Si è osservato che nei Continui di Cosserat le rotazioni degli e- 
lementi hannocun ruolo essenziale nella caratterizzazione della proprie 
tà geometriche e cinematiche. Ciò non rende lecito ritenere che l'insie 
me delle forze interne di contatto che si esplicano attraverso gli ele- 
menti superficiali del Continuo siano a priori riducibili a una forza 
unica applicata in un punto dell'elemento stesso: In altri termini si 
dovrà ammettere che le forze interne di contatto che si esplicano at- 
traverso un elemento do circostante a P e di giacitura ortogonale 
al versore w siano riducibili alla forza Ry applicata in P e al- 
la coppia M,, ambedue da ritenersi proporzionali a do: 


(10) = è, 90, "i do . 


R 
<L 


Analogamente, per ogni elemento di volume aC circostante a P 
si deve ammettere che l'insieme delle forze a distanza sia riducibile 
alla forza ur ©) ac applicata in P e alla coppia di momento um) ac. 
La seconda equazione cardinale, relativa a una qualunque porzione AC 


tutta interna a €, tenuto conto di (9), (10) e indicando con o la 


frontiera di AC, con n il versore della normale interna a o e as 


sumendo come polo un punto P' interno a AC, assume la forma 


(11) f ES +M°© + p'PA (- a+ e) |uac + f[en ter 8, | dc a, 
AC e = = 


Operando sulla (11) come si è fatto sulla (XXIII, 11) per ottene- 
re la (XXIII, 14), siottiene 


lim ZAR f D) do peg ua (P') =* ml) (| 
o sa) 


(12) 


i 1 È 
- lim Te i P'P A Lr; do » 
+ lo; -_ 


Poichè al tendere di AC al punto P' il vettore PP' tende a 
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= 


zero è facile riconoscere che il limite dell'ultimo termine di (12) è 
nullo. Applicando allora ad essa il procedimento del tetraedro di Cau- 
chy in modo del tutto analogo a come si è fatto nel caso dei Continui 


classici per dédurre la (XXIII, 15), si ottiene 


(13) Uy = BoMs > 


ove il vettore y. denota evidentemente ciò che diviene Yy, Per n 


coincidente con c.. I vettori y.,, , dg hanno funzioni analoghe a 


quelle dei vettori dw ' $s e Servono per caratterizzare il variare 


delle coppie di contatto al variare della giacitura di do. 


4 — EQUAZIONI INDEFINITE E AL CONTORNO 

Per i Continui di Cosserat le (XXIII, 15) mantengono la loro vali 
dità. Per esse e per la (13) la seconda eguazione cardinale relativa a 
una qualunque porzione AC tutta interna a C e al polo O (che sup- 
porremo coîncidente con l'origine della terna di riferimento) si scri- 


ve [come risulta evidente da (11), ove P' va mutato in 0], 


(14) | [um +ml© + OP n ele) - a) |vac + [ [bo + OP A 43) nydo = 0. 
d 


(o) 


Tenendo presente che OP = x, c, si ha [per la regola di trasfor 


mazione (XI, 9)], 


(15) dÙ5 bi 
= - La _— + OPA ra + cg A ds de. 


per cui la (14) diviene 


(16) f [1 ©, +0P n (vE © cua- 2 
deg i “a n. 


Tenendo presente la (XXIII, 28), la (16) si semplifica e assume 
l'aspetto 


dp 
(m) (e) Ss | s 
17 M + M - - A ac = 0 
(17) ft MSI ra Ga hide 


la quale, essendo la funzione integranda continua e indipendente dal 
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campo di integrazione e questo del tutto arbitrario, implica, per ogni 
P e per ogni t , 
(e) 


(18) Ta 1 Es A ds FU ml) + M 
Ss 


la 
Con procedimento del tutto analogo a quello seguito per ottenere 
le KXIII, 33, 34) - che per brevità rinunciamo a esporre - si stabili- 


scono le condizioni al contorno da associare alla (18). Si ottiene 


(19) Ln =m , 


(e) 


ove con m dI si denoti il momento rispetto a P delle forze ester 
ne superficiali attraverso il generico elemento superficiale d° circo 
stante a P. La (19) è da ritenersi valida in ogni istante t e per o- 
gni punto. P della frontiera £ di Cc. 


Si denotino con le componenti di g secondo la terna di ri 


Vrs 


ferimento e (al solito) con X quelle di ds- Sia, cioè, 


rs 
430) Prs = fs * Cri Xrs 5 ds * Cr - 


Da (18), (19), riepilogando le equazioni (tuttora valide) (XXIII, 
29, 33) e proiettando le (18), (19) sugli assi, si ottiene il seguente 
quadro delle equazioni indefinite e al contorno di un Continuo di Cos- 


serat {vedi anche (9)] 


dx de de 
rs _ (e) Lin È | . 
(21) Dx, = [ee 3 3XS es |, (în C) , 
rs (e) . 
(22) = + Crem Xms = » [n£ #E nin Rep nq Apa | (Lr G) 
> pile) _ fé) FRE 
(23) bre ha * Fi P Vrs Ng 3 Mr È (in £ 


Le (21), (22), (23) sono equazioni di tipo euleriano, ma rinuncia 
mo a stabilire le corrispondenti equazioni di tipo lagrangiano perchè 
ciò risulta alquanto laborioso. Desideriamo solo richiamare l'attenzio 
ne sul fatto che la matrice delle X,g non risulta in generale simme- 
trica come accade per i Continui classici: ciò appare dalla (22). Il 


problema analitico rappresentato dal sistema differenziale (21), (22), 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


470 


(23), contiene ben venticinque funzioni incognite: le nove X,g, le no 


ve le tre e, (0, se si vuole, le tre componenti di spostamento) 


Yrsr 
tre parametri con i quali sia possibile esprimere le R,y (ad es., gli 
angoli di Eulero della terna solidale all'elemento rispetto a quella 
fissa) e la densità. Nel caso statico le incognite si riducono, eviden 
temente, a diciannove. Alle equazioni indefinite e al contorno vanno 
associate le condizioni iniziali che derivano dalla conoscenza della 
configurazione iniziale del Continuo e del suo atto di moto, ma rinun 


ciamo a occuparcene. 


5 —- IL LAVORO DELLE FORZE INTERNE DI CONTATTO 

Si giunge rapidamente a un'espressione di tipo euleriano del lavo 
ro delle forze interne di contatto corrispondente al passaggio del Con 
tinuo dalla configurazione attuale, C, a una vicinissima € + S6C , fa- 
cendo uso della equazione simbolica della Dinamica (XXII,7,2). Denotan 


e, pg, 


do con rispettivamente il lavoro fatto dalle for 


r 


ze attive interne, esterne e d'inerzia per un qualunque spostamento vir 
tuale reversibile a partire dalla configurazione attuale, C, si ha, pre 
cisamente, 
(24) at 4 at 4 0 o, 

Si denoti con éu il vettore che esprime lo spostamento del gene 
rico punto P. in corrispondenza allo spostamento virtuale considerato 
e con B quello che esprime la rotazione dell'elemento. In base a 


(XII, 60), si ha 


(25) s1 (©) - J u (ES x su +M°°) x B)ac + fo. su+m'©*B)ar , 
È pa 


(26) sui — f u (E «su + MY « B) de, 
E 
e, pertanto, risulta, 


si? el / SS +FV) gu + (Ml + el) «2 ac + 
c 


(27) + I A” su + ml) % B) dI » 
z 


Tenuto conto di (18),(19) e di (XXIII, 28, 33) la (24), in base a 
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(13), (27) da 


(28) 
S J (pu + da “ B) fig ds. 
E 
Applicando alla (28) la regola di trasformazione (XI, 9) si deduce, 
infine, 
4) déu 9B 
(29) 6L = io” Ala E GE | 
Cc Ss 
alla quale corrisponde la densità di lavoro delle forze interne, gg, 


che può presentarsi nella forma 


d6u, Br 
(30) SL = Xrs CE + Vrs Pas “E erps Xps Br è 


Rinunciamo a stabilire forme lagrangiane del lavoro delle forze in 
terne corrispondenti alla forma euleriana (30), perchè alquanto laborio 
se. Segnaliamo soltanto il fatto che lo scopo può raggiungersi assacian 
do alla posizione (XXIII, 63) le analoghe posizioni 


4. È n 
(31) Vre “ Des Fosa dee “Vredaa 


ove le LISA) sono le componenti di una matrice generalmente non simme- 
trica atta a caratterizzare in forma lagrangiana le coppie di contatto. 
Le Arg riescono particolarmente utili per stabilire le equazioni in- 
definite in forma lagrangiana. 


OSSERVAZIONE - L'applicazione del principio di indifferenza materiale 
(XXIII, n. 11), porta, oltre che alla (XXIII, 77) alla relazione 


(32) Vrs d Rir Vip Rps di 


se si denotano con Wr_gr bis le componenti della matrice caratterizzan 
te le coppie di contatto rispetto a due terne, 7, T' di cui la seconda 


si ottiene dalla prima con la rotazione R = (Ryg)- 
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CAPITOLO XXV 


INTERVENTO DELLA TERMODINAMICA NELLA MECCANICA DEI CONTINUI 


1 — PREMESSA — FUNZIONI DI STATO 

Nei due capitoli precedenti si è visto come le equazioni generali 
che la Meccanica fornisce per lo studio del movimento dei Continui non 
sono in generale in numero sufficiente per determinare le soluzioni dei 
problemi che si presentano. Com'è stato osservato, ciò dipende dal fat 
to che la natura fisica del Continuo è rimasta quasi totalmente assen- 
te dalle considerazioni svolte, mentre è evidente che occorre tener pre 
sente a un certo momento anche del modo di reagire dei corpi alle per- 
turbazioni che loro provengono. Occorre, cioè, stabilire quelle che ven 
gono definite come relazioni o equazioni costitutive dei Continui. A 
tal fine sono preziose considerazioni di natura termodinamica. 

E' ben noto che nello studio della Termodinamica giuocano un ruo- 
lo fondamentale un certo numero di funzioni di stato, quali l'energia 
interna, l'entropia, l'energia libera o, anche, funzione termodinamica 
di Helmotz, ed altre ancora. Trattasi di funzioni le quali dipendono u 
nicamente dallo stato attuale del sistema fisico ma non dalla sua sto- 
ria, nè dal suo stato di moto; tramite variabili quali sono,ad es.,lo stato 
di deformazione, la temperatura assoluta. Ad es. se una funzione di stato 


dipende dalle di cui nei capitoli precedenti e dalla temperatu- 


Xx 
fg: 
ra assoluta, 6, esso vipdipende solo tramite i loro valori nello stato 


attuale ma non dipende da quelli precedentemente assunti nè dalle loro 


derivate temporali, Xr,s_' Xr,s r 6 ,» 8 ; ecc. Inoltre, si deve ritene 
re che la dipendenza funzionale di un funzione di stato da certe varia 
bili non deve risentire dal moto della terna di riferimento: ciò equi- 
vale al principio di indifferenza materiale (XXIII, n. 11) e influisce 
sul tipo di dipendenza possibile dalle varie variabili. Ad es., è pos- 
sibile far vedere che se una funzione di stato dipende dalle Xr,s eS- 
sa vi dipende solo attraverso le caratteristiche di deformazione (VII, 


1 


2 — RICHIAMO DEI DUE PRIMI PRINCIPI 

Per gli scopi che ci prefiggiamo conviene fare un rapido richiamo 
dei primi due principi della Termodinamica, tenendo presente che la 
trattazione che sarà svolta riguarda solo fenomeni di natura termomec 
canica con l'esclusione di fenomeni chimici, elettromagnetici, ecc. Il 
richiamo sarà fatto, naturalmente, in forma molto sintetica e stringa- 


ta, con il solo scopo di stabilire delle relazioni, matematiche aggiun- 
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tive alle equazioni generali dei Continui. 

Il primo principio della Termodinamica sostanzialmente consta di 
due parti: nella prima si afferma l'equivalenza tra calore e lavoro, 
nella seconda si stabilisce una certa relazione quantitativa che inte 
ressa richiamare. A tal fine, si consideri una trasformazione termo- 
meccanica che porti un Continuo dallo stato attuale a uno stato vici- 
nissimo € + é$C e, concordemente alle notazioni dei due capitoli pre 
cedenti, sia sat 4) ac*, 89° €) ac* il lavoro compiuto dalle fprze in- 
terne e da quelle esterne agenti sull'elemento circostante a P. che 
nello stato di riferimento, C*, ha volume dc*. Sia inoltre, stdC* la 
variazione di forza viva di quell'elemento e 6Q4c* la quantità di 
calore da esso assorbita, misurata in unità meccaniche. A ogni istan- 


te e per ogni trasformazione termomeccanica del Continuo sussiste la 


relazione 
(1) 50 + srf°) - sr = de, 
ove de rappresenta il differenziale di una funzione di stato detta 


energia interna specifica. In sostanza la (1) postula che le quantità 
a primo membro pur non essendo singolarmente dei differenziali esatti 
hanno per somma un differenziale esatto, 0, se ‘si vuole, che esiste u 
na funzione di stato - l'energia interna, e - il cui differenziale u- 
guaglia la somma delle grandezze a primo membro. 

Il secondo principio della Termodinamica si esprime con la disu- 


guaglianza 


(2) 7 <dE, 


ove 8 rappresenta la temperatura assoluta nello stato C e dd? il 
differenziale di una funzione di stato, F, detta entropia. 

Nella (2) vale il segno di uguaglianza per le trasformazioni re- 
versibili. 

Ogniqualvolta la trasformazione da C a C + SC è adiabatica, 
cioè senza scambio di calore, risulta $Q = 0 e la (2) dà dE 30. 
Se la trasformazione è irreversibile risulta proprio dE > 0 e l'en- 
tropia cresce. Si pensa che tale circostanza si presenti per l'intero 
universo. 

A questo punto conviene introdurre una terza funzione termodinami 
ca di stato che indicheremo con I: l'energia libera. Essa è definita 


dalla relazione: 
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Dalla (3), per ogni trasformazione termomeccanica da C a C +5C, 


segue 
(4) dI = de - 60E - 06£F . 


Tenendo conto del teorema delle forze vive espresso nella forma 


(XIV, 23) e con riferimento all'elemento dC, si ha 


NO 


(5) dt = SL + 
per cui la (1) diviene 
(6) so - 82°) = ae, 


particolarmente adatta nel caso di trasformazioni adiabatiche per le 


quali si ha 650 = O. In generale da (2), (4), (6) si deduce 
(7) #04) + ES86 + ar < 0 
la quale, nel caso di trasformazioni reversibili diviene 


(8) Sat. fin di, 


3 — CONTINUI IPERELASTICI 

Mostreremo come in casi semplici ma di interesse concreto le rela 
zioni termodinamiche stabilite nel n. 2 permettano di determinare ilti 
po di relazioni costitutive valide per il particolare sistema fisico 
considerato in modo da ottenere il pareggiamento tra il numero delle e 
quazioni e quello delle funzioni incognite. 

Si consideri un solido iperelastico, cioè un Continuo solido a tra 
sformazioni reversibili il cui stress dipende solo dai valori attuali 
delle Xr,s © dalle temperature assolute dello stato di riferimento e 
di quello attuale (non ci dilungheremo su altre condizioni cui deve sod 
disfare un solido perchè si possa dire ‘perelastico, dato che qui non 
interessano). Nel passaggio da C a © + 6C il lavoro delle forze in- 
terne è espresso da (XXIII, 69) e la (6), per ogni trasformazione adia- 


batica dà 
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(9) xidlis and, 


a 
ove con VA ) 
rs 


si è indicato ciò che diviene la Yrs nel caso di una 


trasformazione adiabatica. Poichè la (9) sussiste per ogni trasforma- 


zione adiabatica con variazioni 6Ers del tutto arbitrarie, si dedu- 
ce che la e dipende dalle egg e si ha 
de 
Ca) — _ 
(10) Yrs ni de A 


che rappresentano il legame costitutivo sforzi-deformazioni. 
In generale, si consideri la (8), valida nel caso presente di tra 


sformazioni reversibili. Tenuto conto di (XXIII, 69), si deduce 


(11) Yrs des + E06 = => dI . 


La (11) - supposto il Continuo esente da vincoli interni - sussi 


ste per ogni scelta delle e di 6508. Una prima conclusione è che 


de 
rs 


1 energia libera dipende certamente dalle e da 6 , dato che es 


€ 
rs 
sa varia se tali quantità variano. Esplicitando il differenziale della 


Tg da (11) puo: sertversi 


SI QI 
(12) Yrs te Serg + +35) $66=0 , 


da cui, per l'arbitrarietà delle segg e di 668, si deducono le equa- 


zioni costitutive 


QI dI 
(1.39 oa = - fem Pi E=- 56: 
Le (13) mostrano come sia possibile esprimere le Y,, mediante 
le e,y e la temperatura ©, cioè, mediante le componenti di sposta- 
mento, u [vedi (VII, 31)]. Di conseguenza, le equazioni indefinite 


7 
dei Guisiani classici a trasformazioni reversibili, in una qualunque 

delle forme (XXIII, 29, 73, 75) contengono, in definitiva, solo cinque 
incognite: le tre ur , la u e la 8. Ad esse va associata l'equazio 
ne di continuità e quella di propagazione del calore; tuttavia nel ca- 
so isotermo quest'ultima non occorre in quanto la temperatura non co- 

stituisce un'incognita. Alla stessa situazione ci si può ricondurre nel 


caso di trasformazioni adiabatiche. 
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Un caso interessante si presenta nel caso dei corpi iperelastici 
poco deformabili e isotropî. In tal caso è accettabile la teoria linea 
rizzata (XXIII, n. 14) e sussistono le (VII, 35, 36) e la I si iden- 
tifica nel caso di trasformazioni isoterme con l'energia potenziale e- 


lastica isoterma, W(erg), definita da 


(14) W(eg) = 3 ( + 2y) If(e) - 2y Ile) 


con 


H 
ne) 
- 
n 
_ 
Il 


Ei] + Emo + €33 - r 
(15) 


I2 (e) €11 €22 + €22 €33 + €33€117 (€12 €21 + €23 €32+ €31 €13) 


nelle quali XA e Yy sono due coefficienti (costanti nel caso dei cor 
pi omogenei) soddisfacenti alle limitazioni yY > 0, 3A + 2y > 0. 
Tenendo presente l'identificazione di W con la I della (13) e 


di (14), si ha, esplicitamente, 


Ki 
I 


== Al = 2y Cg 


(16) 


K 
Il 


2a = 27 Egg y (es sa 


Le (16) costituiscono la legge di Hooke e sono di uso molto £re- 


quente nella Scienza delle Costruzioni. 


4 — FLUIDI NON VISCOSI 

Nel caso di un fluido non viscoso il lavoro delle forze interne è 
espresso dalla (XXIII, 87) ove p è uno scalare positivo, la pressio- 
ne. Ne segue che l'energia libera è da pensarsi funzione delle Erg SQ 
lo attraverso il determinante jacobiano D: infatti, la I varia allora 
e solo allora che varia la D [che può pensarsi espressa mediante le eysg 
in base a (VII, 32]. 


La relazione generale (8) diviene ora 
(17) psD + Ese = - dI, 


da cui segue 
(18) penagga Fees 
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Si ha, inoltre, 


èD 
(19) Ure des = p Des 6Erg 
da cui 
èD 
(20) y = DI 5 
LS dErs 


Vale la pena di osservare che la relazione di continuità (XI, 2) 
permette di far dipendere la I e così pure la p da u anzichè da 
D. Si ha, com'è facile riconoscere eliminando D per mezzo delle (XI, 


2), 
(21) p=-——=—1=—— . 


Per tale motivo le equazioni generali di un fluido non viscoso 
{che, tenuto conto dell'equazione di continuità sono in numero di quat 
tro: la (XI, 34) e le tre (XXIII, 81)] vengono in definitiva a dipende 
re dalle tre componenti e, della velocità euleriana e dalla densità, 
u. Nel caso isotermo il problema è completamente impostato, note che 


siano le condizioni al contorno e quelle iniziali. 
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CAPITOLO XXVI 


ELEMENTI DI TEORIA DEL MOTO IMPULSIVO 


1 — GENERALITA' 

Può accadere che su un sistema materiale agiscano, durante un in 
tervallo brevissimo, t, a partire da un certo istante, t = t*, delle 
forze le cui intensità raggiungono valori molto grandi, tanto da pro- 
durre, nonostante la brevità dell'intervallo in cui esse agiscono, ef 
fetti sensibili o addirittura notevoli. Tali forze prendono il nome di 
percosse e sono, generalmente, presenti in concomitanza a fenomeni di 
urto come capita,ad es., quando si colpisce con un martello un oggetto 
con una stecca una palla da bigliardo, nell'urto di due corpi in movi- 
mento, ecc. Per avere un'idea dell'ordine di grandezza dell'intervallo 
t ricordiamo che nell'urto di due solidi elastici esso può essere di 
un millesimo o anche di un decimillesimo di secondo. Del resto, a tut- 
ti è dato di osservare come sia breve la durata del contatto tra due 
palle di bigliardo che si urtano mentre si constata che esse possono 
subire notevoli variazioni di velocità il che sta ad indicare che le 
reazioni che esse mutuamente di esplicano durante l'intervallo brevis 
simo in cui mantengono il contatto raggiungono generalmente valori no 
tevoli. 

La descrizione del moto durante l'intervallo eccezionale, 1 spes 
so non ha interesse e presenta notevoli difficoltà. 

Ha invece importanza conoscere l'atto di moto del sistema alla fi 
ne dell'intervallo eccezionale, dato che esso costituisce l'atto di mo 
to iniziale per il moto che si ha a partire dall'istante in cui ha fi- 
ne il fenomeno impulsivo. Pertanto, in ognuno dei casi in cui non inte 
ressa quale sia il moto durante l'intervallo eccezionale, si sostitui- 
sce - ai fini della determinazione del moto susseguente - a quell'in- 
tervallo un istante eccezionale, t*, in cui si ammette che abbia luogo 
una discontinuità di prima specie per l'atto di moto del sistema, del 
quale si conosce la determinazione anteriore all'istante eccezionale e 


si cerca quella posteriore. 


2 -- IMPULSO DI UNA FORZA 
Sul punto P agisca la forza F . Si-chiama impulso della forza 
F nel tempuscolo dt (> 0) a partire dall'istante t il vettore 


(1) GI = E dl + 
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Si dice poi impulso della forza, F , nell'intervallo finito com- 


preso tra gli istanti t e t + t, (t > 0), il vettore 
t+rT 
(2) I = Ptr) de' . 
È 


Se m, v ed a sono massa, velocità ed accelerazione di P , ri 
cordando la (XI, 16) e l'equazione fondamentale (XIII, 2), si ricono- 


sce che la (2) si traduce in 
(3) hg = mv (t + 1) - mv(t) = I 


e si legge: la variazione subita dalla quantità di moto di un punto ma 
teriale durante un qualunque intervallo di tempo uguaglia l'impulso del 


la forza agente in quell'intervallo. 


Se è piccolissimo - come avviene nei fenomeni d'urto - il vet 
tore I ha modulo apprezzabile solo se F raggiunge valori grandissi 
mi, cioè solo se F ha il carattere di percossa. Si deduce che nella 
valutazione degli impulsi nei fenomeni d'urto non danno contributo sen 
sibile e possono trascurarsi le forze ordinarie, come, ad es., i pesi. 

Ai fini della valutazione del moto di P susseguente all'inter- 
vallo eccezionale - in accordo a quanto si è detto nel numero preceden 
te - si suppone addirittura nullo 7 e si ammette unadiscontinuità nel 


+ le ve- 


la velocità di P. In tale accezione, denotiamo con v' e v 
locità di P anteriore epposteriore all'istante eccezionale. Dalla (3) 


si deduce 


I 


= lei 


(4) vray + 


che fornisce la velocità posteriore quando siano noti quella anteriore 


e l'impulso. 


3 — EQUAZIONI CARDINALI DELLA TEORIA DEL MOTO IMPULSIVO 

Sia € un qualunque sistema particellare. Con le notazioni adope 
rate nel Cap. XIV il teorema delle quantità di moto è espresso (XIV, 3, 
16) da 
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, n 
(5) DS BL 


Moltiplicando ambo i membri della (5) per dt ed integrando tra 
gli istanti ta t* e te t' 41 (r > 0), si deduce 


* 


n E sE 
(6) Ue + «1 pi) + £ ate) aes 
S=1 


Il secondo membro di (6) rappresenta, evidentemente, il risultan 


te; R*‘), 


degli impulsi nell'intervallo t* ++ t* + ? delle forze e- 
sterne, mentre il primo membro denota la corrispondente variazione, AQ, 
della quantità di moto. 


Si ha, pertanto, 
(7) so = R* °°), 


uguaglianza analoga alla (3). 
Il teorema del momento delle quantità di moto espresso da (XIV,18) 


può esprimersi, in base a (XIV,6) nella forma 
Ù n 
(8) K_ = SO TP 4,6 


Moltiplicando ambo i membri di (8) per dt ed integrando tra t' 
e E + ©, (I * O), SÌ deduce 


* 


n 
(9) RK a (E + SRI SE TE Ae, db , 
335 "* x ssi, de dà di 


che fornisce la variazione del momento delle quantità di moto (rispet- 
to ad un polo T fisso o coincidente con il baricentro) nell'interval 


lo considerato. 


Si supponga che l'intervallo t*++ &# + 1 sia un intervallo ecce 
zionale corrispondente ad un fenomeno impulsivo. 
In tal caso 7 è brevissimo e le variazioni 40, 4K, si inter- 


pretano come espressioni delle discontinuità di 0 e Kr nell'istan- 
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te eccezionale, t*. Denotando, com'è consuetudine, Q7, Kr le determi- 
nazioni immediatamente anteriori a t* di Q e Kr e con 0Q*, Kr 
quelle immediatamente posteriori, le (7), (9) si traducono, in tal ca- 
so, nelle uguaglianze 


(10) ot = of & R* (e) 
È n t*47 
(11) bs È , TEA Ea GE a 


A proposito della (11) va, però, fatta un'osservazione notevole. 
A tutti è dato di osservare che, generalmente, due corpi che si urtano 
rimangono in posizione praticamente invariabile durante l'intervallo 
brevissimo in cui si mantiene il contatto, cioè durante l'intervallo 
eccezionale in cui si destano le percosse. Tale fatto è evidente, ad 
es., nel caso dell'urto di due palle da bigliardo, di due bocce, di un 
urto contro un muro, ecc. Si è così portati ad ammettere - come elemen 
to di grande semplificazione - il seguente postulato del moto impulsi- 
vo: in un fenomeno impulsivo mentre le velocità subiscono generalmente 
brusche variazioni durante l'intervallo eccezionale le posizioni dei 
singoli punti o elementi del sistema rimangono invariate. Ciò implica 
che nell'integrale contenuto nella (11) il vettore TP, va ritenuto 
indipendente dal tempo e può portarsi fuori del segno di integrale. In 


dicando con gio l'impulso della forza esterna agente su P, e con 
(12) M; 


il momento risultante rispetto a T degli impulsi di natura esterna 


(applicati nei corrispondenti P_), la (11) diviene 


(13) Ki - K = M i 

Le (10), (13) costituiscono le equazioni cardinali della teoria 
del moto impulsivo. 

Esse possono leggersi: In ogni fenomeno impulsivo la variazione 
delle quantità di moto uguaglia il risultante degli impulsi di natura 
esterna, quella del momento delle quantità di moto il loro momento ri 
sultante rispetto allo stesso polo. 
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Basta tener presente la (XI, 22) e denotare con Yo e vi la ve 
locità del baricentro anteriore e posteriore all'istante eccezionale 


perchè la (10) si traduca nell'equazione 


(14) m(vé r*l®) 


TEMA 
che lega la discontinuità della velocità del baricentro al risultante 
degli impulsi esterni e costituisce una seconda espressione della pri- 


ma equazione cardinale della teoria del moto impulsivo. 


Negli enunciati dati in questo numero non si è espressamente det- 
to che essi si riferiscono ai sistemi particellari, nonostante siano 
stati dedotti con considerazioni che direttamente si riferiscono a ta- 
li sistemi. In effetti essi sono validi qualunque sia il sistema mate- 


riale - anche continuo - come è evidente. Rinunciamo però, per brevità, 


a ripetere le dimostrazioni nel caso dei sistemi continui. 


Se C è un corpo rigido con un asse fisso, d, privo di attrito, 
basta scegliere T su dd e ricordare la (XI, 51) perchè da (13), per 


proiezione su d si deduca 
(15) duet = fe = gi 


ove evidentemente % è il momento d'inerzia di C rispetto a d, 


"i il momento risultante rispetto a dd degli impulsi esterni atti 


vi e 8% , 6- la velocità angolare scalare posteriore e quella ante- 


riore. 


4 — COEFFICIENTE DI RESTITUZIONE 

La rinuncia all'analisi di ciò che avviene durante l'intervallo 
eccezionale rende imperfetta l'impostazione fatta in base alle equazio 
ni cardinali del problema del moto impulsivo. Anche nel caso semplicis 
simo di un solo punto materiale si riconosce l'impossibilità di deter- 


minare le incognite del problema in base alle sole equazioni fino ad 
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ora poste. Per convincersene basta, ad es., riferirsi al problema di 

un punto materiale pesante che urta contro una parete piana nm. In tal 
caso si può applicare la (4) ma I ha carattere di reazione vincolare 
(impulsiva) ed è incognita al pari di vt. 


Si hanno, quindi, due vettori incogniti in una sola equazione vet 


toriale. 
Siano _M e vi i componenti tangenziali rispetto a_n di w° 
e g* e vo, v* le componenti di v7 e vt rispetto alla normale 


n del 
a orientata verso la parte da cui proviene P. Perchè l'urto abbia 


realmente luogo occorre che sia va < O , mentre certamente non può es 


sere vi < 0. Particolarizzando delle denominazioni generali inerenti 
all'urto di due corpi chiameremo - U, velocità di avvicinamento, vi 


velocità di allontanamento. E' evidente che l'urto avviene solo a con 
dizione che la velocità di avvicinamento sia positiva. L'osservazione 
sperimentale mostra che la velocità di allontanamento non supera mai 


quella di avvicinamento. In altri termini è in ogni caso 


ea - 
(16) & BEY * 
ove e è un coefficiente - detto coefficiente di restituzione - soddi 
sfacente alle limitazioni 
(17) Oer 


Il valore di e dipende dalla costituzione fisica dei corpi che 
si urtano e si determina per via sperimentale. I casi limiti e = 1 ed 
e = 0 corrispondono al caso dei solidi perfettamente elastici con e- 
nergia di vibrazione trascurabile e a quello dei corpi perfettamente a 
nelastici. 

La (16) costituisce la legge di Newton sull'urto dei corpi. 

In base ad essa il problema postoci rimane completamente imposta- 
to in assenza di attrito in base alle sole equazioni poste. Infatti, 


nell'ipotesi di vincalo liscio I e normale a t e da (4) segue 
(18) Vo = Vv 


Inoltre, proiettando la (4) su n si deduce (si tenga presente 


che I è concorde ad n), 


(19) va + 
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che, in base a (16), dà 


(20) 


]H 
Il 


- mv, (1+e) . 


La (16), (20) risolvono completamente il problema posto. 


La determinazione di e si può effettuare facendo cadere senza 
velocità iniziale una pallina su un suolo orizzontale, 7 (e realizzan 
do, naturalmente, pallina e suolo con i materiali su cui si vuole in- 
dagare). Schematizzando la pallina nel punto materiale P. sopra con- 
siderato, sia h l'altezza da cui essa cade e h' quella a cui risa 
le verticalmente dopo l'urto (si tenga presente che ora è vj = 0 = vi 
Sperimentando nel vuoto (il che non è difficile dato che può supporsi h 
sufficientemente piccolo), la velocità con cui arriva al suolo un gra- 
ve cadendo da un'altezza H , o quella con cui esso deve partire verti 


calmente per salire all'altezza H, è v2gH , come si deduce immediata 


mente in base a (II, 38). Segue 
(21) me-cpeac dig, ve = we v2gh' 


In base alle (21), la (16) dà 


(22) e = va f 


da cui si vede che la misura di e si riduce a quella di h ed n'. 
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CAPITOLO XXVII 


CENNI SULLA SIMILITUDINE MECCANICA 


1 - GENERALITA’ 
La teoria della similitudine meccanica presenta grande interesse 


per il fatto che permette di prevedere molti aspetti del funzionamento 


rr 
di una macchina da quello Ss modello.|Noi ci limiteremo a dare 


qualche cenno riguardante la base su cui poggia u 


te n Sea, Bega applicata. 


'’ Due sistemi materiali, C, C', si dicono meccanicamente simili quan 
; MAIS Sole. Le 


do tra i punti o elementi di € e quelli di C(' si può stabilire ad o- 
gni istante una corrispondenza biunivoca tale che: a) il rapporto delle 


masse di punti o elementi corrispondenti non dipende d dai punti o elemen 
ti ACE 


ti considerati; b) a meno di uno spostamento rigido, Ere traiettorie de- 
TOR I e e e nn 


scritte in un intervallo di tempo. At_ dai punti o elementi di Cl sono 


singolarmente e nel loro insieme geometricamente simili a quelle (e al- 


fa loro figura d'insieme) descritte dai punti o elementi corrispondenti 


aa IC 
in C' in un intervallo di ‘tempo... A't., non dipendendo il rapporto <P 


nè dai punti, nè dagli archi percorsi, nè dal tempo. 


‘balla definizione sopra data segue che, detti e ‘Ti i rapporti 


tra lunghezze e intervalli di tempo di Cl' e i cortispondenti di C,le 
e rici pe RI nr n ara ii 
velocità ed accelerazioni dei punti di TI hanno "i moduli uguali a quel 


li delle velocità e accelerazioni corrispondenti in (e moltiplicati “a 


tengano presenti le dimensioni di v ed a) rispettivamente per At 
e dr, 
Basta allora applicare l'equazione fondamentale (XIII, 2) a due 


punti o elementi, P, P', corrispondenti, di masse m, m', e scrivere 
quindi . i i gs 
i FCC A Pago 


xx — ‘ == a pra 
(1) i ZH ma = F, ma'= E, “i L 


7 , 


denotando con F, E' le forze agenti su P e “P', per dedurre che, 


4 


i 2 = 
(2) E Laea Pi 


il rapporto tra una massa di C' e la corrispondente di C da (1) se 


gue 
ri na e 

= = eni 
(3) F I Dr È Ji 
NA 
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ni 


Pertanto, detto \$ |, il rapporto tra una forza di C e la corsi- 


spondente di €, si ha, in base a (3), l'equazione 


(4) Mr 1. 


ne 


(3° CONFRONTO TRA UNA MACCHINA ED UN SUO MODELLO 

Supponiamo che €' sia una macchina e È un modello ad essa mec 
canicamente simile. Il rapporto, ), tra lunghezzè omologhe risulta’ pre 
fissato e così pure quello, im} tra masse corrispondenti che, “in base 
fia concetto di similitudine, supposto che_le_parti_corrispondenti di C 


[le C'. siano costituiti dello stesso.materiale,.risulta-espresso. da 


(5) Cola” ia PA 


Ne segue [tenuto conto di (4)] che la similitudine aspenda sostan 


ERE 
zialmente da due rapporti arbitrari di cui uno è quello delle lunghez- 


ze corrispondenti. 

Se però, tra le forze intervengono i pesi, in quanto non trascura 
bili di fronte alle altre forze, risulta determinato anche è e la si 
militudine dipende solo da A. Infatti, data le proporzionalità tra pe 


so e massa, ' è non può differire da _H\ e la (4) diviene, in bade a (5), 
rr —_ nm sist 


- red Sea 
(6) . g = de 


che determina il rapporto tra le durate corrispondenti. 
Denotiamo con A una qualunque grandezza inerente al modello, C, 
e con A' la corrispondente grandezza riferentesi a C'. 


Sia 


(7) A= RPlE2m3] 

l'equazione dimensionale di A (e di A') .(XIII,14). 
Per passare da A ad A' nella funzione che lega A a lunghez- 

ze, masse, tempi e forze occorre e basta moltiplicare quegli elementi 

per i corrispondenti rapporti di similitudine À} Us T, è. Ne segue,in 

base a (7) e alla dipendenza dimensionale delle forze dagli elementi 


fondamentali, che tra A ed A' intercorre la relazionè 


(8) AV È dat Re ga 
d gg > Vs Le tali 
+ e a 
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che a causa di (5), (6) diviene 


(9) AV = ag'l'betsna _ 


La (9) fornisce il rapporto tra due grandezze meccaniche corrispon 


denti, relative alla macchina e al suo modello. 


3 — CONFRONTO TRA UN PENDOLO COMPOSTO ED UN SUO MODELLO 
Applichiamo la teoria esposta nel numero precedente al caso che C' 
sia un pendolo composto. La (6) mostra che il rapporto tra il periodo, 


T', delle oscillazioni di €l' e quello, T, del suo modello è 


1 


(10) Toi 


cinè uguale al rapporto tra le radici quadrate delle lunghezze corri- 
spondenti nella similitudine tra C' e C. 

Se il vincolo è realizzato fissando alcuni punti dell'asse di C' 
(e, nel modello, di CC) le reazioni che in essi si esplicano sono ugua 
li a quelle che si manifestano nei punti corrispondenti di € molti- 


plicate per \13. 


PROBLEMI IN CUI INTERVIENE LA RESISTENZA DEL MEZZO 


Se durante il moto di Cl e €Cc' si deve tener conto della resi- 
stenza del mezzo si vengono ad introdurre. delle forze il cui rapporto, 
di similitudine può.non-essere- i come nel caso dei pesi. In tal ca- 


so_ Re ia ro pon sono _ meccanicamente simili - se occorre tener conto 


n “= nu 


——— _oezszg],;ee=="=- 
aci pesi > ” e la teoria ‘precedente” non applicabile. Ad es., se si tien 


Sa FT 


conto di una resistenza viscosa, dato che questa a parità di ogni al- 
tra condizione è proporzionale alle aree degli elemsnti di supertiote 
e alle loro velocità, il rapporto di similitudine tra le resistenze cor 
rispondenti uguaglia il prodotto di A? per il rapporto tra le corri- 


spondenti velocità ché, in base a (6), è 23. 

Ne segue che il rapporto tra le resistenze corrispondenti è 15/2 
€ non 3 come quello dei pesi. 

Invece, nel caso di resistenze di tipo idraulico (cioè, proporzio 
nali al quadrato delle velocità) il rapporto tra le resistenze corri- 
spondenti è - com'è facile riconoscere - uguale a È \13, come quello dei 
pesi. o 
Se, ad es., C'è vna nave e C un suo modello meccanicamente si 
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mile, ritenendo la resistenza del mezzo di tipo idraulico il rapporto 
delle velocità, v', v (di traslazione nel caso di moti traslatori dei 
punti che schematizzano €' e C) e quello delle resistenze R', R sod 


disfano alle uguaglianze 
(17) vi vw, Rt = A#R | 


Sulle (11) si legge la regola di Froude: se un modello meccanica- 

mente simile di una nave incontra una resistenza R alla velocità v, 
” s - I 

la nave incontra la resistenza A3R quando la sua velocità è \2v, de 


notando Y il rapporto tra le lunghezze corrispondenti. 
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CAPITOLO XXVIII 


CENNI DI RELATIVITA’ RISTRETTA 


1 — LA CINEMATICA CLASSICA E IL MOTO DELLA TERRA 

Il principio dei moti relativi, espresso da (V, 4), mostra chiara 
mente che velocità assoluta e velocità relativa differiscono tra loro 
se la velocità di trascinamento non è nulla. Se, in particolare, si ap 
plica la (V, 4) al moto di un elemento di luce (fotone) si trova che la 
sua velocità, cioè la velocità di propagazione della luce, è differen- 
te se valutata da due osservatori di cui uno si muove rispetto all'al- 
tro. 

Tale constatazione ha indotto i fisici a ritenere possibile mette 
re in evidenza il moto della Terra nello spazio, in particolare il suo 
moto di rivoluzione intorno al Sole, misurando la velocità di propaga- 
zione della luce nelle varie direzioni rispetto a un osservatore terre 
stre. Se si interpreta la velocità della luce nello spazio ambiente in 
cui la Terra si muove come velocità assoluta e la velocità della Terra 
come velocità di trascinamento, la velocità rispetto a un osservatore 
terrestre ha il significato di velocità relativa e, sussistendo la (V, 
4), la grandezza di Vip “ cioè della velocità misurata dall'osservato- 
re terrestre, deve dipendere dalla direzione di va . In altri termini, 
si ritiene che la grandezza della velocità con cui si propaga la luce 
rispetto a un osservatore terrestre dipenda dalla direzione di propaga 
zione, semprechè la Terra si muova nello spazio ambiente (etere della 
Fisica classica). 

Già Maxwell ebbe tale idea che ha dato luogo a celebri esperienze 
di Michelson-Morley e di altri ancora. Il risultato è stato, però, ne 
gativo, nel senso che non si notò nessuna dipendenza della velocità 
della luce dalla direzione di propagazione. Bisognava, dunque, conclu 
dere che la Terra era inquiete, contrariamente a quanto affermava il si 
stema copernicano ormai universalmente accettato o ritenere non valido 
il principio dei moti relativi nella forma espressa dalla (V, 4). Tenu 
to conto di vari motivi, derivanti dalla teoria dell'elettromagnetismo, 
si optò per la seconda soluzione. 

Il principio dei moti relativi, espresso da (V, 4), come risulta 
chiaramente dal procedimento seguito per dedurlo, è una conseguenza im 
mediata delle formule che legano le coordinate di un punto mobile ri- 
spetto a due terne, T, T' di cui una si muove rispetto all'altra, e- 
spresse dalle (III, 3), e dell'ipotesi, sempre tacitamente ammessa nel 


la Fisica classica, che nel passaggio da un osservatore solidale a T 
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a uno solidale a T' la variabile temporale muta - eventualmente - al 
più per un cambiamento dell'unità di misura e dell'origine dei tempi o, 
altrimenti, rimane invariata. 

Rigettare il principio dei moti relativi nella forma (V, 4) equi- 
vale dunque a rigettare le formule di trasformazione (III, 3), il con- 
cetto classico di rigidità ad esse legato, nonchè le speciali preroga- 
tive attribuite alla variabile temporale che la pongono in una posizio 
ne distinta rispetto alle coordinate spaziali. 

Tale scopo si raggiunge innanzitutto rappresentando l'evoluzione 
di un corpuscolo in uno spazio a quattro dimensioni - lo spazio tempo, 
o cronotopo - ove esso sarà individuato da un evento individuato da una 
quaterna di numeri: le tre coordinate spaziali e quella temporale. Que- 
ste, però, nel passaggio da un riferimento a un altro che si muove ri- 
spetto al pritmo, si trasformano senza che nessuna di esse abbia prero- 
gative speciali. Tali ammissioni portano verso una nuova teoria fisica: 
la relatività, in particolare la Relatività ristretta (o speciale) nata 


nel 1905 per opera di A. Einstein. 


2 — LE TRASFORMAZIONI DI LORENTZ 

Le osservazioni dinanzi riferite e altre ancora riguardanti la teo 
ria dell'elettromagnetismo indicano la necessità di sostituire le formu 
le classiche che esprimono il passaggio da un riferimento spazio tempo- 
rale a un altro, con delle nuove nelle quali il tempo non abbia un ruo- 
lo speciale e che tengano conto dei nuovi risultati sperimentali,in par 
ticolare delle esperienze di Michelson Morley. Esse dovranno avere per 
conseguenza una legge di composizione delle velocità che soddisfa alla 
condizione - richiesta dai ‘risultati di Michelson Morley - che quando 
la velocità relativa diviene uguale a quella della luce la velocità as- 
soluta coincide con essa, qualunque sia la velocità di trascinamento. 

Inoltre, poichè la cinematica classica va bene per una grandissima 
quantità di fenomeni, nei quali le velocità sono piccole rispetto a quel 
la della luce, le nuove formule dovranno differire di estremamente poco 
da quelle classiche ad eccezione del caso di velocità non piccole di fron 
te a quella della luce. E' naturale, pertanto, cercare anche ora delle 
formule di trasformazione lineari, dato che tali sono quelle classiche, 
tanto più che in tal modo si mantiene la validità del principio d'iner- 
zia nel passaggio da una terna a un'altra in moto translatorio uniforme 
rispetto ad essa (cioè, nell'insieme delle terne inerziali). 

D'altronde, non sarebbe difficile dimostrare la linearità delle nuo 


ve formule di trasformazione qualora esse si interpretino come caratte- 
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rizzanti - come abitualmente si fa - delle rotazioni in uno spazio qua 
drimensionale. 

Per dedurre le richieste formule di trasformazione nella forma più 
semplice possibile senza che per questo vi sia alcuna limitazione con- 
cettuale di validità e significato, supporremo che le terne T e T'! 
abbiano gli assi paralleli e concordi, gli assi di indice 1 sovrappo 
i sti e sovrapposte le ori- 
gini O, O' negli istan- 
ti iniziali dei tempi, t, 
t' misurati da osservato 
ri ad esse solidali (tem- 
pi propri). Trattasi del 
moto relativo traslatorio 
> di una terna rispetto ad 
un'altra. Se u è la com 
ponente secondo l'asse del 


le x} della velocità di 


traslazione di T' rispet 
Fig. 1 to a t, le corrispondenti 


formule classiche di trasformazione sono, in accordo con le (III, 3), 


(1) x = Ri + Ue , Xx, 3 XxX}, X3 3 Xi, ta Lt! 

ove si è supposto che nella misura dei tempi non muta nel passaggio dal 

riferimento T al riferimento T' nè l'origine nè l'unità di misura. 
Le (1) - dette. trasformazioni di Galilei - per derivazione danno 


luogo alle relazioni 
— ' = ' _ 
(2) Vq.:® .vp+u Vo = V3 V,., = V 


le quali, se si interpretano le vj , vi , u quali componenti della ve 
locità assoluta, relativa e di trascinamento, corrispondono, nel caso 
particolare qui considerato, alla (V, 4). 


Per quanto si è detto, alle (1) vanno sostituite le trasformazioni 


XxX} = ox + Bt' 
(3) s 


vx] + St' 


De 
Il 


(4). 5 ° © bl i x3 = x} 


ove a, 8, y, $ sono delle costanti dipendenti al più da u e dalla 
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velocità della luce nel vuoto, c (300.000 km/sec.). 

Già sin d'ora sulle (3) si riconosce il carattere locale del tem- 
po; in particolare due fenomeni che sono contemporanei per un osserva- 
tore solidale ad 0' ma che avvengono in posti diversi, non sono con- 
temporanei per 0, se c'è diversità dei valori delle corrispondenti xj- 

Le componenti v),, vj delle velocità di un corpuscolo secondo gli 


assi di indice ‘| sono, evidentemente, 


dx} dxj 
ca Siepe E ta 
Nel tempuscolo dt' di 0' la coordinata xj del corpuscolo P 


varia di dx} - Le corrispondenti variazioni di t e x, si ottengono 


per differenziazione delle (3): 


dx, = adxj + Bdt' 
(6) 
dt = Ydx} + Bd 
Dividendo membro a membro si ottiene 
dxj 
n dx} ca adxj + Bat! i o ati “«@ .B 
dt. YGxj + sat" dxj 
Y dt! e 6 
che, in base a (5), dà 
avi + B 
(8) Mo E * 


La (8) esprime la nuova forma del principio dei moti relativi, con 
rifetfimento alla sola prima componente della velocità e salvo la deter 
minazione dei coefficienti ancora indeterminati. 

Per la loro determinazione si terrà innanzitutto conto delle se- 


guenti condizioni: 


a) Se vj O risulta v, = u, per ogni valore di u; 
b) Se 
c) Se vj = c risulta Vj ® © , per ogni valore di u. 


< 
Il 


O risulta vj =-u, per ogni valore di u; 


Il significato delle prime due condizioni è evidente. La terza è 


imposta dal risultato delle esperienze di Michelson Morley ed esprime 
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la circostanza che la velocità della luce non risente effetto alcuno 
dal moto di trascinamento. 

La (8), a causa della condizione a) dà 8 = su e, conseguentemen 
te, per la condizione b) si ha 


(3) B= au, 8= a. 


Sostituendo le (9) nella (8) e imponenéo la condizione c), si de- 


duce 


(10) va 


tenùto conto di (9), (10), la (8) diviene 


Vi + 

(11) Vi viu 
da "Ses 

c? 


La (11) rappresenta la nuova forma del principio dei moti relativi, 
limitatamente alla prima componente. 


Le (3) si scrivono, ormai, 


ove si è messa in evidenza la dipendenza di a da u. 
Si consideri ora una terna T" di origine 0", situata in condi- 
zioni analoghe a quelle della T' ma che trasla rispetto alla T. con 


velocità parallela all'asse delle x, ma di componente rispetto a tale 


asse uguale a - u. Dette xi , t" le coordinate spazio temporali di 
P rispetto a T", le formule di passaggio dalla T" alla T si ot- 
tengono dalla (12) semplicemente sotituendo - u al posto di u. Esse 
sono 
Xj = sl u)(x; — ut") Xo = X3 
(13) 
uxi 
è = ul will — Xg = X3 + 
e2 
E' evidente che il passaggio dalla T alla T' non può differi- 
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re da quello dalla T" alla T. Ciò significa che se nelle (13) si po 
ne x], t al posto di xj e t" i primi membri devono identificarsi 
con Xj e t'. Così facendo e tenendo conto di (12), dovrà pertanto, 
risultare 


u? 2 
(14) xj = Cw) zi ld — P ‘ae alal) EI ea la 
La (14) sussiste qualunque siano xi , t' e u . Ne segue 


(15) a (u) a(-u) 


Per la determinazione di a(u) è utile la seguente osservazione. 
Si consideri un fenomeno che si svolge solidalmente alla terna T'.In 
tal caso la xj non varia e il fenomeno sarà caratterizzato da una va 
riazione Axj nulla e da un certo intervallo temporale dAt'. Per l'os 
servatore solidale alla T il fenomeno durerà At e, in base a (12), 


si avrà 
(16) Ae = wu) dhe + 


Si supponga ora che il fenomeno considerato abbia luogo solidalmen 
te a una terna che rispetto alla T trasla con velocità - u e abbia 
per l'osservatore mobile la medesima durata 4At'. Una ammessa naturale 
proprietà di isotropia dello spazio induce a ritenere che la durata per 
l'osservatore fisso non muta; in altri termini il mutamento di u in-u 


nella (16) non deve mutare il valore di At. Ciò implica 
(17) a (u) = al(- u) . 


Basta allora richiamare la (15) per dedurre 


(18) 4a EE 
V4 — BE 
2 


ove si è escluso la determinazione negativa del radicale, avendo volu- 
to di proposito escludere che un avvenimento nel futuro per un osserva 
tore possa invece svolgersi nel passato per un altro. 

Tenuto conto di (18), e posto 


st 
(19) pod, 
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le (14) danno 


xj + ut! 

(20) xj = ' 
/1- 82 
UXi 
e + 

(21) È ann 4 
VT - 82 


Le (20), (21) associate alle (4) costituiscono le trasformazioni 
di Lorentz e presentano di fronte a quelle di Galilei il vantaggio di 
adattarsi inolto meglio a quei fenomeni ove intervengono velocità molto 
elevate, comparabili con quella della luce. Naturalmente se la veloci- 
tà di u di traslazione della T' rispetto alla T è piccola, in mo 
do che il rapporto u?/c? sia trascurabile di fronte all'unità, le 


(20), (21) si identificano praticamente con le (1) (e t con t'). 


La (11) dà il legame tra le componenti delle velocità secondo l'as 
se di indice 1. Per ottenere i legami relativi alle altre due componen 
ti, basta osservare che da (20), (21) si deduce 


dxj dxj V1 - 82 
(22) mg a nn 8, Wu 
DOSE att + Lay 
2 
(e) 


Dividendo numeratore e derominatore di (22) per dt' si ottiene 


v! V1- 82 
(23) Vi = (Le Da 8) 
5 1+ i Vi 
c? 


OSSERVAZIONE - Il legame tra le accelerazioni di un corpuscolo rispet- 
to a due osservatori solidali alle terne T, T' si ottiene differen- 
ziando le (11), (23). Si trova 


dvi (1- 82) vi 35 dvi] 1-82 
(24) me — te è dn, a del - = 
(++ wi)” 1+rtvil1+t vi 
c2 c2 c2 
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Si osservi che, in base a (21), si ha 


dx; 
dt' + u pe dt ; VI 
(25) dt = ———_—++_os=err—_—_— [1 +T--|. 
rare 2 
A = RI di = S 
Da (24), (25), dividendole membro a membro e denotando con a;r aj le 


componenti delle accelerazioni di P rispetto alle terne T, T',siot 


tiene 
DO ] 
= 1-8? visa 
và Beal) "a" oli” si” i | ne 
\ 0201 +=) dad 
c? L e 


Sulle (26) si nota che, pur essendo il moto di trascinamento tra- 
slatorio uniforme, le accelerazioni assoluta e relativa non coincidono 


- come invece accade nella cinematica galileiana. 


3 — DILATAZIONE DEGLI INTERVALLI TEMPORALI — CONTRAZIONE LONGITUDINALE 

Si supponga che in P abbia luogo un fenomeno puramente tempora- 
le (cioè, durante il quale P rimane in quiete rispetto alla T'; sia 
At' la durata misurata da T'. Da (16), (18) o, se si vuole, da (25) si 


deduce 


(27) nese a 


Si riconosce,così, che i fenomeni non hanno la medesima durata ri 
spetto ai due osservatori 0', O. Si presenta, precisamente, una dila- 
tazione temporale rispetto all'osservatore rispetto a cui la sede del 
fenomeno è mobile. Un'altra interessante conseguenza della nuova cine- 
matica è, com'è stato osservato, la relatività del concetto di contem- 
poraneità: due fenomeni contemporanei rispetto a 0' non lo sono ri- 
spetto a 0. 

Un'altra interessante novità si presenta in riguardo alla misura 
delle lunghezze. Si supponga che un segmento AB sia rigido e solida- 
le all'asse delle xj. Con ciò si intende affermare che il segmento AB, 
adagiato sull'asse x, e mobile con esso mantiene rispetto a _0' lun 
ghezza AL' invariabile. Per valutare la lunghezza del segmento, l'os 
servatore 0, rispetto a cui AB si muove, può misurare le coordinate 


di A e B in un medesimo istante del proprio tempo t. Per dedurre 
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il valore ‘4£ della lunghezza del segmento AB così valutato da O, 
si ricavi t' dalla (21). 


Si ottiene 


uxj 
(28) vead=g-. 
c2 
Sostituendo nella (20), si ha 
(29) x) = xi V1 - B7 + ut . 


Poichè A£’' è uguale alla differenza delle xj relative a B ed 


A, mentre A’ è espresso dalla differenza dei corrispondenti valori del 


le x) relative a un medesimo istante t , da (29) segue 
(30) AL = AL' VI = B2 + 


La (30) indica una contrazione del segmento AB rispetto all'os- 
servatore per il quale esso è in moto. La coincidenza delle x; con le 
Xi per i = 2, 3 , indica invece che non c'è contrazione nelle direzio 
ni degli assi di indici 2, 3. Si deduce, pertanto, che nel caso di qua- 
lunque corpo in moto rispetto a O si ha una contrazione longitudinale 
(cioè, nel senso del moto). 

Vale la pena di segnalare la seguente conseguenza. Si consideri un 
cubo di spigolo AL' rispetto a 0', solidale alla T' e situato con 
un vertice in 0' e gli spigoli paralleli agli assi di 0'. Il suo vo 
lume, valutato da 0' sia AV'. Tale cubo apparirà ad O con la for- 
ma di un parallelepipedo rettangolo evente due spigoli (paralleli agli 
assi di indici 2, 3) uguali a AL' e il terzo uguale a 4/42. Il valore 
di AL è fornito dalla (30). Ne segue che la relazione tra i volumi 


AV, AV' è 


(31) AV = AV! V1 - 87. 


4 — LA MASSA IN RELATIVITA’ RISTRETTA 

Il concetto di massa acquista significato pieno in Dinamica. Tut- 
tavia, vale la pena di osservare che la nuova cinematica ha notevoli 
conseguenze sulla densità e conseguentemente sulla stessa massa. Natu- 
ralmente per massa adesso va inteso semplicemente un qualcosa (quanti- 


tà di materia) che è esprimibile con una funzione additiva di insieme. 
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Secondo quanto è detto nel n. 1 del Cap. IX, a ogni regione occupata 
da un corpo naturale corrisponde un'entità fisica misurata da un nume- 


ro positivo esprimibile con un integrale: 


(32) m= / udv 
v 


ove u è una funzione positiva del posto, la densità. Nella nuova mec 
canica non si può escludere la dipendenza della densità dalla velocità. 
Nel caso di un corpo omogeneo di volume V, la massa, m, risulta 


in base a (32), espressa da 
(33) m= uV. 


In relatività ristretta la dipendenza di m dalla velocità è de- 


scritta dall'uguaglianza 
(34) me= 


ove u è il modulo della velocità dell'elemento considerato e m, la 

massa a riposo - massa propria. La (34) è qualche volta postulata,qual 

che volta giustificata con ragionamenti che spesso vanno inquadrati più 
nell'ambito della relatività generale che della ristretta e, comunque, 

appartengono alla dinamica. 

E' tuttavia interessante osservare che la (34) appare anche nello 
ambito della pura cinematica se si accoglie un certo postulato di sem- 
plicità e ciò illumina ancora una volta sul profondo significato delle 
apparentemente lievi modifiche che si sono apportate nei concetti di 
spazio e tempo. 

Si associ alla terna mobile T' di cui si è detto nei numeri pre 
cedenti un cubetto materiale di volume V' e massa rispetto a 0' ugua 
le a m, (massa a riposo). Il cubetto appare ad O quale un parallele 
pipedo il cui volume è espresso dalla (31), quando si scriva V e V' 
al posto di AV e AV'. Al tendere di u alla velocità della luce c, 
il volume V tende a zero. E', pertanto, ragionevole ritenere che al 
tendere di u “a cc la densità y tenda a infinito. Il volume speci- 
fico 1/u tenderà, cioè, a zero. Esso è, quindi, una funzione della ve 
locità che, al tendere di questa alla velocità della luce tende a zero. 
Si può, anzi, affermare che u è funzione di u? perchè, evidentemen 
te, il mutare del solo verso del moto, cioè del solo segno di u non 


può influire sulla grandezza di u. Se, in omaggio a un principio di 
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semplicità sempre conveniente in Fisica compatibilmente con le circo- 
stanze presenti, si ammette la linearità di 1/u rispetto a u?, si de 


ve porre 


(35) = a + bu? , 


x |a 
I 


ove a e b sono due costanti da determinarsi imponendo le condizioni 


che risulti 


1 A 1 
36 —_ = — = : — = = n 
(36) a lo per u= 0 ; O per u c 


ove up indica la densità a riposo (cioè rispetto a 0'). Da (35),(36) 


; RINO: = 
segue subito b = oe? nonchè 
1 1 2 
37 L= = ui 
(37) u > To (1 8°) 


La (37) esprime la legge di dipendenza della densità dalla veloci 


tà ammessa in relatività ristretta: 
(38) cura ==# 


Da (31), (33), (38) segue subito la (34). Vale la pena di osserva 
re che - nonostante si sia usata la locuzione massa le considerazioni 
svolte in questo numero sono indipendenti dal significato fisico di m 
e wu. Esse possono in astratto riferirsi alla carica elettrica di un 
corpuscolo, a una quantità di calore, ecc. Naturalmente, l'ipotesi (35) 
[o una diversa ipotesi ] sul modo di dipendere di u da u è di natu- 
ra fisica e va, pertanto, di caso in caso controllata in via sperimen- 
tale, direttamente o nelle sue conseguenze (non è escluso che la (34) 


vada bene quando si interpretino m e m, come quantità di calore). 


5 — EQUAZIONE FONDAMENTALE DELLA DINAMICA — ENERGIA DI UN CORPUSCOLO 
In accordo con l'espressione (34) della massa in moto, è naturale 
assumere quale quantità di moto di un corpuscolo, nel suo moto con ve- 


locità v rispetto a un prefissato riferimento, il vettore 


(39) q= = . 
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In relatività ristretta si mantiene valido il principio di relati 
vità galileiano della invarianza delle leggi fondamentali nel passag- 
gio da un sistema inerziale a un altro, ma tale passaggio deve inten- 
dersi come una trasformazione spazio temporale retta dalle trasforma- 
zioni di Lorentz che con le particolarità precisate nel n. 2 sono e- 
spresse dalle (20), (21). 

I sistemi inerziali sono quelli rispetto ai quali è valido il prin’ 
cipio d'inerzia e rispetto a tali sistemi, attribuendo alla massa iner 
ziale proprio l'espressione (34), ove m sia la massa propria gravi- 


o 
tazionale, l'equazione fondamentale della Dinamica - espressa nella for 


ma (XIII, 3) - assume, in base a (39) l'aspetto 
ad MoV 

(40) —_ — es. E a 
dt VI = 87 


La (40) può anche scriversi 
(41) ma + mv = F_. 


Vale la pena di osservare la concidenza formale della (41) con ciò 
che diviene l'equazione (XX, 146) del punto di massa variabile a causa 
di emissione o assorbimento di materia quando la velocità v' di emis 
sione o assorbimento tende a zero e, naturalmente, si scrive F alpo 
sto di R. La coincidenza è ben naturale, dato che la teoria esposta 
nel n. 16 del Cap. XX per v' = O diviene quella di un punto materia 


le la cui massa varia senza emissione o assorbimento di materia. 


La (34), qualora si seriva v al posto di u, esprime la massa 
del corpuscolo P quale essa appare alla terna inerziale T rispetto 
alla quale esso - se in quiete - presenta la massa m, e rispetto al- 
la quale si muove con velocità v. Per derivazione rispetto al tempo 


si ottiene 


Si riconosce che in ogni istante in cui è v= O si annulla m. 
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Di conseguenza la legge del moto incipiente, espressa da (XIII, 6) si 
mantiene valida senza mutare di espressione, a causa di (41). 

Per ottenere il teorema delle forze vive, parallelamente a quanto 
si fece nel caso non relativistico, si moltiplichi la (41) scalarmente 
per vdt . Si deduce 


(43) (ma x v + mv?) dt = dL . 


Poichè da (42) segue 


. 2 
(44) ma x v = mc? € a li 
c? 
la (43) dà 
(45) mcldt = dL 


che può scriversi 


(46) d (me?) dL . 
Si trova, cioè, che il lavoro della forza agente sul corpuscolo u 


guaglia, in ogni tempuscolo, la variazione della quantità 


2 
(47) E' = mc? = dec SE : 
v1 = 87 

In analogia al caso classico, è, pertanto, naturale ritenere che 
E' esprima l'energia del corpuscolo dovuta al suo movimento e alla sua 
stessa esistenza. Si deduce, così, l'interessante risultato che l'ener 
gia di un corpuscolo in quiete non è nulla, come nel caso classico, ma 
uguale a moc? (naturalmente si prescirtide dall'energia potenziale do- 
vuta a un eventuale campo di forze che qui non ha interesse considera- 
re). La quantità me? esprime l'energia intrinseca della materiale 
la quale si manifesta nei fenomeni nucleari e in genere nei fenomeni di 
radioattività naturale e artificiale, ove si ha la trasmutazione di ma 
teria in energia. 

Si ha un'idea di quale enorme quantità di energia sia racchiusa 
nella materia, dalla quale in determinate circostanze essa può sprigio 
narsi, quando si pensi che a un solo grammo di materia corrispondono, 
in base alla (47) per v= O , ben 25 milioni di kilowatt-ora. 


Se si sviluppa l'espressione (47) di E' in serie di potenze di 
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Mac-Laurin della variabile 68? si ottiene 


5 82 
(48) E' = 10° € + 2) È 


Se nello sviluppo (48) si tiene presente la (19) e si trascurano 


i ; x 
le quarte potenze di c Si PUò, dunque, assumere 


2 
Mov 
(49) E" = m c2 + e 
(©) DI bi 


Nella (49) si nota la presenza del termine classico della energia 
cinetica. Si deve osservare che nonostante che il primo termine sia 
quantitativamente nettamente preponderante rispetto al secondo, tutta- 
via, nei fenomeni in cui sia lecito approssimare l'espressione (47) di 
E' con la (49), esso non ha nessuna influenza sul moto del corpuscolo 
(e, in genere, sulla sua dinamica), dato che, come è ben noto, nelle e 
quazioni dinamiche l'energia interviene sempre e solo mediante la sua 
variazione. Il primo termine dell'espressione (49) di E' ha importan 
za solo in presenza di fenomeni di trasformazione di materia in ener- 
gia. 

Vale la pena di osservare, infine, che tutte le relazioni stabili 
te in questo capitolo - e, cioè, le (11), (24), (25), (27), (30), (34), 
(38), (40) - si riducono alle relazioni classiche corrispondenti qualo 
ra si ritenga u?/ c? trascurabile di fronte all'unità. Lo stesso non 
capita, invece, per la (47). Per avere l'idea della piccolezza del ter 
mine u?/c? di fronte all'unità, si pensi che già se si considera il 
moto della Terra intorno al Sole (30 km/sec. circa) si ha u?/c2 =1078. 

E',pertanto, chiaro che nei fenomeni in cui le velocità sono lon- 
tane da quella della luce i risultati ottenuti nell'ambito della rela- 
tività sono praticamente coincidenti con quelli forniti dalla Meccani- 
ca classica, la quale mantiene, pertanto, piena validità. 

Si noti in tutte le principali formule stabilite il carattere li- 
mite della velocità della luce: le varie relazioni stabilite mantengo- 
no significato in campo reale soltanto se le velocità si mantengono in 
feriori a quella della luce (u < c). Uno dei risultati della Relativi- 
tà ristretta è, pertanto, la impossibilità per un corpuscolo di raggiun 


gere la velocità della luce. 
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CAPITOLO XXIX 


ONDE DI DISCONTINUITA” 


1 — PREMESSA — VELOCITA’ DI AVANZAMENTO E DI PROPAGAZIONE DI UNA SUPERFICIE 
MOBILE 

Spesso un determinato fenomeno fisico ha origine in una regione 
ristretta (a volte quasi puntiforme) dello spazio ambiente e successi 
vamente interessa una regione sempre più ampia; in ogni istante lo spa 
zio può dividersi in due parti: quella già interessata dal fenomeno e 
quella non ancora da esso interessata e queste sono separate da una su 
perficie detta fronte d'onda che si muove sia nello spazio ambiente, 
sia nel Continuo che eventualmente sia sede di un fenomeno di propaga- 
zione. Sono di tale tipo i fenomeni acustici, sismici, elettromagneti- 
ci, ecc. 

Per porre la base matematica dei fenomeni di propagazione, si con 


sideri, innanzitutto, nello spazio euclideo tridimensionale riferito a 


coordinate ortogonali Xii (i = 1, 2, 3),una superficie ct mobile di 
equazione 
(1) £ (Xi, Ra, Xgj L) = O 


Si supponga che la CoA sia dotata di normale in ogni suo punto P. 

Sia n il suo versore orien 
tato nel verso dell'avanzamento 
della Ot , cioè verso la Th4at° 
Diremo positivo il semispazio 
che contiene n e faccia posi- 
tiva di ca quella che lo guar 
da, semispazio negativo l'altro 
e faccia negativa di ch balls 
tra (vedi figura). 

Nel passaggio da o a TL4At 
con At >0 piccolissimo, le va 


riazioni 4Xj, £4t sono legate 


dalla relazione che si deduce 


Fig 1 
per differenziazione della (1): 
Cha df 
(2) Erri AX; +3E We = dì + 


Posto (I, n. 30): 
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(3) g= |grada f| , 


da (1), (2), essendo notoriamente 


_ix® 
(4) nj = gd dx; | 
segue 
1 d£ 
(5) sgg as nea [pol » 


ove con P' si denoti il punto di coordinate Xx; + 4x; e con Q la 


proiezione di P' sulla normale in P a CRE 
Si chiama velocità di avanzamento in P della o 


sa la grandezza 


positiva (o nulla) V, espressa da 


ito IRR 
Dei V® ibao E * 


Da (5), (6) segue 


Ogniqualvolta la V sia funzione nota (di P e della direzione 
di avanzamento) la (7) dà l'equazione differenziale che caratterizza i 


possibili modi di avanzare (o di propagarsi) della In base a (3), 


OL» 
È 
e a (I, 125), la (7) più esplicitamente si scrive 


Cha a£ \2 a£ \2 SE \ 
(8) CIS n (#2) ua a ” (22) eR 


e rappresenta l'equazione del fronte d'onda. 


Si supponga che nell'ambiente in cui la avanza abbia luogo 


o 
È 
il moto di un Continuo, caratterizzato (XXIII, 1) dalle equazioni 


(9) Xi = Xi (Yi, Var Yg} È). 3 (i= Ty. Da <a 


con il medesimo significato dei simboli che essi hanno nel Cap. XXIII. 


Si ponga 


(10) £* (yi, Yan Y3: t) = £[x3(v), xa(y), x3(y); t] 
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Dette e; (x, t) le componenti euleriane del vettore velocità, da 


(XXIII, 5) segue 


df d£ df d£* d£ * df dx, 


(11) sr = 35° ef + —- => —— i; = — s 
dt dxj dt dt dV; CEREA ZI 

Le (11, 2) mostrano quale sia il legame tra i gradienti g*, g del 

le funzioni f*, f, fatti rispettivamente rispetto alle Yi © alle Xj- 


Denotando con gi: Chi le loro componenti, si ha, precisamente, 


dx dx, dx 
E L #2 _ r p 


Da (7), (11) si deduce 


v*=- — sb [grad £ * e - gv] = 


Il 
I 
fa 
5 
x 
o 
< 


La V* si chiama velocità di propagazione rispetto al Continuo. 
Se si identifica lo stato di riferimento con quello attuale g* coin 


cide con g e la (11) diviene 
(14) cv = Wet gi 


se con en si indica la componente normale di e. 

Il significato della v* risulta chiaro dalla (14): si denoti con 
% la superficie materiale [cioè, pensata come supporto di particelle 
del Continuo] che nell'istante t coincide con la oL € si pensi al 


moto della va in quanto supporto sempre delle medesime particelle,mo 


(0) 


to nel quale la oÌ in generale non coincide con la o, altro che nel 


l'istante t. La v* misura la velocità con cui la ot st distacca -— 
nell'istante t in cui coincide con la o, - dalla 04 [in ogni suo ge 
nerico punto]. 

E' evidente che per particolari moti del Continuo e particolari ve 
locità di avanzamento la velocità di propagazione può risultare nulla, 
pur essendo la OL effettivamente mobile; in tal caso la cha coincide 
con una superficie materiale (è, cioè, sempre supporto delle medesime 


particelle); ciò accade quando risulta V = ep nel qual caso l'onda non 
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si propaga nel Continuo. Nel caso di moti lenti del Continuo, si posso 
no, nella valutazione di V*, identificare le X-,g CON i simboli di 


r 


*. con g: ritenendo allora en trascu- 


Krénecker e, in base a (12), g 
rabile di fronte a V si può ritenere [vedi (13)] coincidenti V* e Vv. 
Si osservi che la (8) è soddisfatta da una funzione arbitraria del 
la variabile z = xjnj Vi , se le nj non dipendono dalle xy. Se, in 
particolare, si assume £=z, la (1) si riduce all'equazione di un pia 
no. Si è nel caso di onde piane che si propagano (nello spazio e, se il 


moto del Continuo è lento, anche nel Continuo) con velocità V costante. 


2 — FORMULE DI CAMPATIBILITA’ DI HUGONIOT HADAMARD 

Si rappresenti il moto della og in uno spazio euclideo quadridi 
mensionale riferito a coordinate cartesiane Xx}, X2, X3, Xy , ove le 
prime tre Xi corrispondono alle coordinate spaziali del numero prece 


dente e la x, alla variabile tempo t. La (1) diviene 
(15) E (ir X2, X3r Xu) = 0 


e rappresenta una superficie fissa di Sy che indicheremo con cy. La 


normale (che supporremo esistente) è caratterizzata dal vettore (non u 


nitario) di componenti 


(16) Ni = è (= lia Zi 3 4) 


e, in base a (7), risulta 
(17) Nj = gGNj vr Gi=cla Ze 3) $ N, = - Vg . 


Analogamente a quanto si è fatto per la OL, chiameremo faccia po 
sitiva di oy quella adiacente al semispazio (detto positivo) ove pe- 
netra il vettore N, negativa l'altra. Se una funzione w(x) delle Xj 
ha una discontinuità nell'attraversamento della 0oy, indicheremo tale 


discontinuità con 
(18) AW = W° - w x 


ove w* e wT denotano i limiti a cui tende la w quando si tende a 
un punto di 0oy provenendo rispettivamente dal semispazio positivo o 
da quello negativo. 


Sia u(x1, X2, X3, Xy) una funzione delle x; continua anche sul 
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la oy ma con derivate prime che presentano delle discontinuità (sal- 
ti) di prima specie nell'attraversamento della o,y. Se 4x;} sono degli 
incrementi delle Xi che fanno passare da un punto P di oy a un al 
tro suo punto vicinissimo (sul piano tangente), la continuità della 


u(x) implica 
(19) utt) = uTta) ,  u°le; + x) = (x, + 48,) 


dalle quali |[sottintendendo le sommatorie da 1 a 4] segue [è u(x + 4x)= 


e. OÙ: 
23 u(x) E IX dXj l. 


du % + 3u si 
(20) [es n= (=) dXj = 0 


che può scriversi 


du 
(21) 4 (2) mi 


Sulla (21) si legge che il vettore di componenti A ( Da ) è orto 


gonale a oy e, pertanto, risulterà 


du 
(22) i) (i1= 1, LE 3% 4) , 
ex; 
ove x! è un parametro dipendente, in generale, dalle Xj- Traducen 


do le (22) nello spazio tridimensionale, in base a (17), si ottiene 
su Qu 
(23) s(57)- ANj è (L= 15 2 3) è s( 3) > AV 
ove è, evidentemente, 
du 
pa, ' —_ — 
(24) x = A'g= A ($) i 


Hada- 


Le (23) sono dette condizioni di compatibilità di 


mard e vincolano i salti che possono avere le derivate prime della u 


nell'attraversamento della CHE Per il salto della derivata totale ri- 
spetto al tempo della funzione mu si ha, in base alle (23) 
fe su (= 
= "Preali = — |= ) Poe = — J* VU* 
(25) d se) (3) ej +4 e ) i (nx e - V) ON 
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con X* = Ag*/g. Analoghe considerazioni possono svolgersi per le di- 
scontinuità delle derivate prime dei vettori. Basta operare sulle com- 
ponenti. In particolare, se u,_ è la componente e rresima di un vetto 
re continuo nell'attraversamento della ox ma con derivate prime di- 


scontinue, si ha 


va du, A ur a dur È > 
) A DX SA, Dgr dI me AV or A we AS 


con evidente significato dei coefficienti A, , N P 


Introdotto il vettore i di componenti A, 2, Ag, le (26) si sin 


tetizzano nelle relazioni vettoriali 


du du du 
= — |= - __ = = NÉ 
(27) a (3 )- ans. a(7) VO e (37 ) RES 


Tenendo presenti le definizioni date al n. 30 del Cap. 1, si rico 


nosce facilmente la validità delle uguaglianze 
(28) A(divu)= XA xn; A(rotu)= XA nn; s(grad n) = in . 


Formule analoghe (ma più complesse) alle (23) sussistono nel caso 
che le discontinuità si presentino su derivate di ordine superiore al 


primo, ma per brevità rinunciamo a stabilirle. 


3 — APPLICAZIONE AL CASO DEI FLUIDI NON VISCOSI — VELOCITA’ DEL SUONO 

Come applicazione della teoria precedentemente esposta si conside 
ri un fluido non viscoso in movimento nell'ipotesi che esso sia sede 
della propagazione di un'onda di discontinuità. Il moto del fluido è 
regolato dalle equazioni (XXIII, 81), ove la pl) va supposta conti- 
nua nell'attraversamento della oL insieme alle er , a p ea u. 
Le (XXIII, 81,1) scritte nelle due regioni in cui la 0, divide lo 
spazio divengono 


de \t 
ul — ) + (grad p) = up °°) 


dt a 
(29) 
21 + (grad p)7 - uEl®° = 0. 
dt 
Si supponga che le derivate prime di e, u e di p siano di- 


scontinue nell'attraversamento di 0; e si denoti con À il vettore 
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che caratterizza la discontinuità di e e con 1 e a gli scalari che 
caratterizzano ie discontinuità delle derivate prime di 


p e 
per differenza si ottiene 


de 
(30) TIA di + A(grad p) = 0 


La (30), 


i Da (29) 


in base a (25), (28), 


[supposto lo stato di riferimento 
coincidente con quello attuale (e, pertanto, g* 


= g)] diviene 
(31) vi V* - tn= 0 


Operando in modo analogo sull'equazione di continuità (XI, 14),si 
deduce 


(32) A (&) + uA (div e) = 0 
la quale si traduce nell'equazione [vedi (28, 1)] 
(33) ov” - pi ®& n= @ 
Moltiplicando scalarmente la (31) per n e tenendo conto della 
(33), si ottiene 
(34) va VE. 
La (31) 


mostra che il vettore i è parallelo a n. Si suole ri- 


marcare tale circostanza dicendo che nei fluidi non viscosi possono pro 


pagarsi onde di discontinuità longitudinali con velocità espressa dalla 
(34). 


Se si tiene conto della (XXV,21) si può porre 
(35) P= $(U) , 


ove la è non dipende dalla temperatura nel caso che - come supporre 
mo - trattasi di trasformazioni isoterme o adiabatiche. Da (35) segue 


dp dò du 
(36) 


IX, du dxXr 
Poichè la $ e la _ devono supporsi continue, dato che esse 


La c$92® funzioni uAstiàfantmaBAnd@meAsble sue derivate, da (36) scritta sul 
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le facce positiva e negativa della Ta € fattane la differenza, si de 


duce 


ap 20 du 
(37) (3 palio. 


la quale, data l'arbitrarietà di n, si traduce nella relazione 


d$ 
(38) t= a . 
9 u 
Di conseguenza, la (34) diviene 
* = qJ0L 
(39) VO = du * 


Se si identifica la é@(u) con hy' ove, concordemente alla (XXIII, 
82) h è una costante e y il rapporto tra il calore specifico a pres 
sione costante e quello a volume costante se trattasi di trasformazioni 


adiabatiche o è uguale all'unità nel caso di trasformazioni isoterme,si 
ha 


(40) — = hyu"7! = xE 
e la (39) diviene 


(41) va WE 


Nel caso adiabatico la (41) esprime proprio la velocità di propa- 
gazione del suono, dato che - secondo le conferme sperimentali - lo 
schema matematico considerato sembra adatto allo studio dei fenomeni 


acustici. 
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CAPITOLO XXX 


ELEMENTI DI STATICA GRAFICA 


1 — RIDUZIONE DI UN I_ COSTITUITO DA DUE VETTORI NON FORMANTI COPPIA AD UN 
VETTORE APPLICATO 
Dati i due vettori applicati (A), v1),(A:, v.), contenuti in n1,se 
le loro rette di applicazione si incontrano in un punto 0 del foglio 
da disegno la costruzione grafica che permette di ridurre il sistema ad 
un solo vettore risulta chiaramente dalla Fig. 1. Se i due vettori so- 
no paralleli, conviene aagiungere un'opportuna coppia di braccio nullo, 


(Ar, vji),(A2 vj), come è illustrato in Fig. 2. 


2 — RIDUZIONE DI UN (A, v) A DUE VETTURI APPLICATI 

Si voglia ridurre (A, v) ad »vn vettore applicato in un punto 0 ed 
uno su una retta r non passanie per O, nell'ipotesi che (A, v), Oer 
appartengano ad un medesimo piabo. 

Se la retta di applicazione di (A, v) e la r si incontrano in 
un punto B contenuto sul foglio da disegno la costruzione risulta 
chiaramente dalla Fig. 3. Se invece B cade fuori del foglio basta ag 


giungere un'opportuna coppia di bracco nullo (0, vi), (A,-v;) per ri- 


portarsi al caso della Fig. 3. Il procedimento è illustrato in Fig. 4 


nell'ipotesi che v e r siano paralleli. 
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O - A 
e ta 
De 
V. > 
FÀ 
Pd 
+ 
td 
/ 
A 
r 
Vi 
Big. 3 


Fig. 4 


3 — RIDUZIONE DI UN (A, v) A TRE VETTORI APPLICATI 


Date tre rette complanari non concorrenti, fis Yor E4, SÌ Vuole ri- 


durre un (A, v) appartenente al loro piano a tre vettori applicati sul 


le tre rette. 
Sia B l'intersezione (A, v) con 


una delle tre rette, ad es., con r3. 


" Sî trasporta (A, v) in B è S1 de- 


compone (B, v) nei due vettori (B,v3), 
(B, v'), rispettivamente paralleli a 
r3 e alla congiungente di B con la 
intersezione © di ri @ Las 

SÌ trasporta (B, v') in C è side 
compone (C, v') secondo le direzioni 
di rr} e roy, come si vede nella Fig. 
Da 

Evidentemente il procedimento se- 


guito è applicabile anche se due delle rette sono parallele, purchè v 


non sia ad esse parallelo. In tal caso occorre, per cominciare, traspor 


tare (A, v) in un punto B di una delle due rette parallele, ecc. Se in 


vece v è parallelo alle due rette parallele, ad es., ad r, e rg, il 


vettore su ri 


risulta necessariamente nullo e si ricade nel problema 


di ridurre un vettore applicato a due vettori applicati su due rette ad 


esso complanari e parallele. 
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4 — POLIGONO FUNICOLARE 


Sia assegnato un qualunque 5, a risultante non nullo. Siano r}j, 


Tg; «+... Ty dle rette di applicazione dei vettori Vj, Va, «+, Va di 
È (Pig. 6). 
A partire da un qualunque punto 0, di n si costituisca la po- 


ligonale dei vettori di vertici 0 Oi, «scs O Avendo supposto R # 


o” né 
0, ol è distinto da 0,. Da un qualsiasi punto P di non apparte 


nente a nessuna delle rette contenenti i lati della poligonale trac- 
ciata nè alla retta per 00, Oy si proiettano i vertici 06, 01, ..», 
On. I segmenti POG, PO, ..., PO, si chiamano raggi proiettanti. Sia 


bo una qualunque retta di n parallela a PO,. Dalla sua intersezio- 
ne con r} si conduca la parallela b) a PO,, dall'intersezione di 


b; con r, la parallela by, a PO,, ecc., dall'intersezione di Big 


con FL la parallela Da a PO, 


ed 
X # 
Si ei 
OPA 
& 
/ 
/ 
È 
Pig 
7 
Val 
el 
F 
Va 
wr 
& 
N; 
è 
& 
& 
È 
Xx 
Fig. 6 


La costruzione è illustrata,per n = 4, nella Fig. 6. La poligona 
le di lati bo 
le rette. bor Dir «+-+, Dpr 


no funicolare. Dimostreremo il seguente reorema: Il sistema I, è ridu 


Bi see” bp: si chiama poligono funicolare di polo P, 


primo, secondo, n + 1-esimo lato del poligo 


più il vettore PO applica 


cibile al vettore OP applicato su Db Di 


leE) 


to su db: 


Per la dimostrazione conviene osservare che si ha 
(1) v =OgP +P01;  v25=0;P + PO3 #4 «-., Vy = OP + POn - 


Di conseguenza, dato il parallelismo di b 
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PO], +..., POpyr Y1 è riducibile ai vettori 0,P applicato su bj eP0} 
applicato su bj], v, è riducibile ai vettori 0;P e PO, applicati su 


bi @ ‘baz GG: V è riducibile ai vettori 0 Pe PO, applicati 


n D=-1 
su Bro e ba In definitiva si hanno coppie di braccio nullo sui la- 
tL bia Dog ev bn; mentre su bo e bn risultano applicati i vet- 


tori ‘OGP e POL: c.d.d. 
I lati bor bp 
riducibile al sistema formato dai vettori (A, OP), (A, POn) e di con- 


seguenza al risultante R di zx applicato sulla retta a parallela 


s'incontrano in un punto proprio A. Zx è dunque 


ad 000n per A. 

Rimane così dimostrata la riducibilità di un Z, a risultante non 
nullo ad un vettore applicato. La retta «a è l'asse centrale di I, e 
necessariamente riesce indipendente dalla posizione di P e da quel- 
la di bo- 

Per convincersene basta pensare, in base ai teoremi di riducibili 
tà, che due vettori non nulli applicati su rette distinte non costitui 


scono sistemi mutuamente riducibili. 


OSSERVAZIONE - Se :, ha risultante nullo la costruzione indicata ri- 


(e) 
coincide con O, è il sistema riducibile alla coppia di vettori OP, 


mane valida. In tal caso, però, b, e bn risulteranno parallele, O, 


PO, applicati rispettivamente su bo e by 


5 — RIDUZIONE DI UN I_ A UN VETTORE APPLICATO IN UN PUNTO O PIU' UNO APPLICATO 
SU UNA RETTA r NON PASSANTE PER O 

Si costruisca uno qualunque dei poligoni funicolari aventi il pri 
mo lato passante per O (vedi Fig. 7, per n= 3) e sia A l'interse 
zione di bn Con Ei 

Per P si conduca la parallela t a 0A esia Q0 la sua inter 
sezione con la parallela per Oy alla r. 

Zn 
Q0,). Per convincersene si tengano presenti la uguaglianze 


è riducibile ai sistema formato dai vettori (0, 059) e (r, 


(2) OgP = 050 +0P, PO, = PO + 00, , 


e si pensi che I, è riducibile a_ (bo; OP) + (by: Pons 

Ne segue che I, è riducibile al sistema formato dai quattro vet 
tori (0, 002), (0, QP), (A, PQ) e (A, Q0n), dei quali il secondo e ter 
zo costituiscono una coppia di braccio nullo, dato il parallelismo di 


OA e t, e quindi, in definitiva, a (0, 0,9) + (r, Qn). 
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6 — TRAVE OBLIQUA APPOGGIATA 

Come applicazione del procedimento esposto nel numero precedente 
considereremo il problema della determinazione delle reazioni vincola- 
ri di una trave obliqua appoggiata ad un'estremità, A, ad un angolo di 
muro, all'altra, B, ad un appoggio non orizzontale privo di attrito (ve 
di Fig. 8). Ammettiamo l'esistenza di un piano verticale, 7, di simme- 
tria geometrica e di carico. 

Si giunge ad un problema staticamentle determinato sostituendo al- 
la trave un segmento materializzato, A'B', in equilibrio sotto l'azio- 
ne delle forze F;, F:, ecc. e di due incognite reazioni vincolari di 
cui una applicata in A', l'altra sulla normale in B' al piano del- 


l'appoggio B. 


Il vincolo all'estremità A', dato il doppio appoggio, corrisponde 
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nello schema fatto ad una cerniera e lascia a priori indeterminata la 


direzione di dae 


7 - GENERALITA’ SULLE TRAVATURE RETICOLARI 

Chiamasi travatura reticolare un sistema formato da aste ad esse 
rettilineo, collegate tra di loro alle estremità mediante cerniere. Non 
è escluso che qualche asta ad un suo estremo sia collegata ad un corpo 
estraneo per mezzo di una cerniera. Sono reazioni vincolari interne le 
forze esplicate dalle cerniere sulle aste ad esse collegate mentre so- 
no reazioni vincolari esterne quelle che sulle cerniere si esplicano a 
causa di dispositivi, eventualmente presenti, che le collegano a corpi 
estranei. Il sistema è staticamente determinato soltanto quando si rie 
sce a determinare tutte le reazioni, esterne ed interne, mediante la 
sola applicazione delle equazioni cardinali della Statica. Nel caso con 
trario esso è staticamente indeterminato. 

E' da tener presente, per il principio di azione e reazione, che 
le cerniere risentono da parte delle aste le forze uguali ed opposte a 
quelle che esse esplicano su quelle. E' abituale assumere come schema 
matematico di una travatura reticolare una poligonale i cui lati rappre 
sentano le aste e i vertici le cerniere (noci). Per mettere queste in e 
videnza si usa indicarle nel disegno con dei cerchietti. 

Consideriamo solo sistemi piani, cioè sistemi aventi come schema 
una poligonale piana e sollecitata da forze contenute nel piano. 

I vincoli esterni che considereremo saranno di due tipi: appoggio 
semplice privo di attrito, cerniera fissa. 


Essi sono illustrati nella Fig. 9. 


VAZIIIAIZAAI A SLSIS/// 
Fig. 9 
Nella prima si ha lo schema di un appoggio senza attrito su di un 
sostegno perfettamente rigido (e tale circostanza si suole indicare se 


gnando un carrello di dilatazione), nelle altre due si pensa fissata 


la cerniera sul sostengo. Ovviamente, nel caso di un appoggio semplice, 
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privo di attrito, la reazione vincolare ha direzione ortogonale al pia 
no di appoggio, mentre nel caso di una cerniera fissa nulla può dirsia 
priori, tranne la sua appartenenza al piano del sistema, se questo è 
piano. Ne segue che le reazioni vincolari esterne di una travatura vin 
colata in A con un appoggio semplice privo di attrito e in B con u 
na cerniera fissa si determinano semplicemente riducendo il sistema del 
le forze attive a due forze di cui una applicata in B ed una su una 
retta assegnata: la normale in A al piano di appoggio. Le reazioni ri 
chieste sono le forze opposte a quelle così ottenute. 

In ognuno dei problemi che tratteremo supporremo rigide le aste e 
riterremo come evidente, data la particolare sollecitazione agente e la 
natura dei vincoli presenti, che il sistema sia in posizione di equili 
brio, pur risultando incognite le reazioni vincolari. 

Una travatura reticolare si dice indeformabile se anche dopo sop- 
pressi i vincoli esterni essa costituisce un sistema rigido. Il più sem 
plice esempio di travatura indeformabile si ha nella capriata elementa- 
re, sistema formato da tre sole aste costituenti triangolo. E' invece 
deformabile una travatura a forma di quadrilatero. Le travature retico- 
lari indeformabili si classificano in due gruppi: strettamente indefor- 
mabili e ad aste sovrabbondanti. Appartengono al primo gruppo quelle che 
- soppressi i vincoli esterni - divengono deformabili in seguito alla 
semplice soppressione di un'asta. 

Appartengono invece al secondo gruppo quelle travature reticolari 
che rimangono indeformabili anche dopo la soppressione di qualche asta. 
Le Figg. 10, 11 mostrano due esempi di travature, una appartenente al 


primo gruppo, l'altra al secondo. 


I° A 


Fig. 10 


Fig. 11 


Le due travature sono evidentemente indeformabili (tale è, infat- 
ti, una capriata elementare) ma , nel caso della Fig. 10 basta toglie- 
re una qualunque delle aste perchè il sistema diventi deformabile, men 


tre nel caso della Fig. 11 anche se si sopprime l'asta AB lo la BC, 
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o la CA] la travatura rimane indeformabile. 

Al fine di evitare particolari inflessioni, le particolarità co- 
struttive e le modalità di carico presenti nelle strutture reticolari 
sono spesso tali da poter ritenere che i carichi direttamente agiscono 
sui perni. Anche i pesi delle singole aste si possono con criterio op- 
portuno scaricare su quelli. Si è così in presenza di sollecitazioni 
puramente nodali. Di conseguenza - supposto che ognuna delle cerniere 
sia un vincolo liscio - ognuno dei segmenti materializzati dello sche 
ma corrispondente non può che essere soggetto ad una coppia di braccio 
nullo le cui forze provengono dai nodi che ne costituiscono le estremi 
tà. Se AB rappresenta una delle aste del sistema e u è il versore 
di AB (Fig. 12), la forza che il perno B esplica sulla AB è espri 

mibile con il vettore .cvù e 
corrisponde, evidentemente, al 
risultante delle azioni moleco 
Ga lari che attraverso una qualun 
B que sezione C il troncone CB 


esplica sul troncone AC. |o| 


{IC 


si chiama sforzo dell'asta e 
questa si dice puntone o tiran 
te a seconda che le forze espli 
cate dai perni sulla sbarra ten 
A dono a comprimerla o a tenderla. 

E' evidente che si presenta la 
di prima o la seconda circostanza 
a seconda che o sia negativo 
o positivo. Scopo dei numeri seguenti è quello di indicare alcuni meto 
di atti, generalmente, alla determinazione degli sforzi e della natura 
delle aste delle travature reticolari soggette a sollecitazioni pura- 
mente nodali. 

Tali metodi sono adatti per la determinazione degli sforzi in tut 
te le aste solo quando il sistema è staticamente determinato e in tal 
caso presuppongono, generalmente, la preventiva determinazione delle 
reazioni vincolari esterne. Tuttavia non è escluso nel caso dei siste- 
mi staticamente indeterminati che riesca possibile determinare gli sfor 


zi in alcune delle sue sbarre (n. 11, Fig. 19). 


8 — METODO DEI NODI 


Supposta nota la sollecitazione nodale, il metodo è certamente ap 


plicabile nel caso di un traliccio triangolare semplice, ma può riusci 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


519 


re applicabile nel caso di sistemi di tipo diverso. Esso, sostanzialmen 
te, consiste nell'imporre la condizione di equilibrio ad ognuno dei no- 
di della travatura, cioè la condizione di annullamento del risultante 
delle forze direttamente applicate al nodo e di quelle che su di esso e 
splicano le aste che in esso concorrono. Premessa essenziale alla ap- 
plicabilità del metodo è che esista almeno un nodo dove concorrono so- 
lamente due aste con sforzo effettivamente incognito. 

Si consideri, ad es., la travatura della Fig. 13. Non esiste nes- 
sun suo nodo da cui partano solo due sbarre, però si osserva subito che 


l'asta 13 è scarica. 


Fig. 13 
24 
51 54 E 
64 
Pig. 13% Fag. 13” Pig, 13" 


Si pensi infatti alla condizione di equilibrio relativa al nodo 3. 
Esso è soggetto a due forze, parallele, esplicate dalle aste 23, 35 e 
a quella non ad esse parallela esercitata dall'asta 13. L'equilibrio si 
può avere solo se quest'ultima forza è nulla mentre le prime due forma 
no una coppia di braccio nullo. 

Al fine della determinazione degli sforzi la 13 si può dunque sup 
porre come inesistente. La sua funzione diviene effettiva solo quando 
si tenga conto delle deformazioni che in effetti la struttura subisce 
per effetto dei carichi, di variazioni di temperatura, ecc., ma di que 
sto non possiamo occuparci e dobbiamo ritenere perfettamente rigida la 
travatura. Prendiamo in esame il nodo 1 dove, per ciò che si è detto, 
le incognite effettive sono solamente due. La forza applicata sul nodo 
è equilibrata dalle due che le aste 12, 15 esplicano su di esso. Queste 


sono di conseguenza le opposte delle forze che si ottengono decomponen 
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do la F (vedi Fig. 13) secondo le direzioni di 12 e 15 e si leggono 
nella Fig. 13'. i 

La notazione 21 [ik] significa che il vettore corrispondente rap- 
presenta (letto nella scala delle forze) la forza esplicata dalla sbar 
ra 21 [ik] sul nodo 1 [k]. Si constata sulla Fig. 13 che il verso di 
tale forza riportato sul segmento che schematizza la sbarra 21 indica 
cammino verso il nodo che la subisce. Poichè questo sull'asta esplica 
la forza di verso opposto si deduce che la 21 è un puntone. Così pure 
riesce un puntone la 15. Determinati così gli sforzi agenti su un nodo 
si considera un nodo successivo in cui concorrono due sole aste effet- 
tivamente incognite. L'applicabilità del metodo per la determinazione 
degli sforzi in tutte le aste dipende proprio dalla possibilità di con 
siderare i nodi in una tale successione che ne esista sempre almeno u- 
no con due sole aste incognite. Nell'esempio di Fig. 13 c'è tale possi 
bilità. Basta infatti considerare dopo 1'1 il nodo 2. Sono incognite 
solo le sbarre 23, 24, in quanto alla 12 si sostituisce, idealmente,la 
forza che tale asta esplica sul nodo stesso e che necessariamente è la 
opposta di quella che la 12 esplica sul nodo 1, rappresentata in Fig. 
13' da 21. Tale forza che rappresenteremo con il simbolo 12 va decom- 
posta, quindi, secondo le direzioni di 23, 24 e ciò è fatto in Fig.13", 
dove si leggono le forze 42, 32 esplicate dalle sbarre 24, 23 sul nodo 
2. Con il solito criterio si riconosce poi che l'asta 24 è un puntone, 
mentre la 23 è un tirante. In quanto all'asta 35 è chiaro che essa,per 
l'osservazione fatta inizialmente, ha la stessa natura e lo stesso sfor 
zo della 23. Ormai è chiaro come si procede: si passa al nodo 4 dove so 
no note le forze: F, direttamente applicata a quella, 24, che su quel 
nodo esplica l'asta 24. Il loro risultante va decomposto secondo le di 
rezioni delle aste 46, 45, com'è fatto in Fig. 13". Si trovano così gli 
sforzi delle aste 45, 46, deducendo che esse sono dei puntoni. Nel ca- 
so della struttura in esame ci si può fermare a questo punto, dato che 
gli sforzi nelle sbarre non ancora considerate si deducono da quelli 


trovati per simmetria. 


AVVERTENZA - Per marcare la natura delle aste si suole segnare accanto 
ad ognuna di esse la lettera p o t a seconda che la sbarra sia un 
puntone o un tirante, oppure si suole disegnare il puntone con un trat 
to più spesso e il tirante con uno più sottile. Naturalmente se un'asta 


è scarica la si segna s o la si disegna a tratti. 


9 — METODO DI CREMONA 


Il metodo di Cremona consiste in un particolare modo di applicare il me 
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todo dei nodi. Si tratta di evitare, quando è possibile, come avviene, 
ad esempio, per i tralicci triangolari semplici, di disegnare più di 
una volta ognuno dei vettori che rappresentano gli sforzi nelle aste o 
le forze applicate. 

Si suppone che i carichi agiscano su nodi appartenenti al contor- 
no della travatura e si segnano i vettori esprimenti le forze esterne 
(attive o vincolari) in modo che i segmenti rappresentativi non tagli- 
no il traliccio, precisamente ogni vettore rappresentativo ha il suo e 
stremo o la sua origine sul nodo su cui agisce la forza a seconda che 


questa preme sulla struttura o tira (vedi Fig. 14). Si stabilisce quin 


di un verso di rotazione (nel caso della Fig. 14 esso è quello antiora 


Accanto allo schema della struttura si segna, di regola, il poli- 
gono delle forze esterne (attive o vincolari) considerandole nell'ordi 
ne in cui si incontrano girando nel verso stabilito. Si considera quin 
di un nodo (in Fig. 14, nodo 1) dove concorrono due sole aste effetti- 
vamente incognite e si opera come nel metodo dei nodi. Esaurito tale 
nodo successivamente se ne considera uno in cui concorrono sole due a- 
ste incognite. Nell'esempio portato esso è il 2. La particolarità del 
metodo di Cremona è questa: non sideve disegnare il vettore rappresen- 
tativo la forza che sul nodo 2 esplica l'asta 12 in quanto esso è già 


stato disegnato, salvo il verso, quando si è considerato il nodo prece 


La cultura è un bene dell'umanità (fantomasping@libero.it) 


522 


dente. Così, il poligono di equilibrio relativo al nodo 2 si disegna u 
sando del segmento 21 in Fig. 14!e considerando come origine del vetto 
re rappresentativo della forza che l'asta 12 esplica sul nodo 2 il pun 
to che prima costituiva l'estremo del vettore 21. Nel prendere in esa- 
me le forze note agenti su un generico nodo (forze assegnate o esplica 
te da aste di cui siano noti gli sforzi) si deve avere l'avvertenza di 
considerare come primo: elemento quello il cui segmento rappresentativo 
girando nel verso stabilito intorno al nodo in esame, incontra prima 
tutti i segmenti rappresentativi degli altri elementi noti e per ulti- 
mo le due aste incognite. Così, nel caso dell'esempio in Fig. 14 occor 
re incominciare dalla 12 percorrendo a ritroso il vettore 21 (cioè par 
tendo dal suo estremo) successivamente considerare la forza F, che in 
Fig. 14'risulta segnata proprio con l'origine nell'estremo opposto del 
vettore 21 e infine le sbarre incognite 23, 25. In definitiva, quindi, 
occorre condurre le parallele a 23 dall'estremo della F, e a 25 da 
quello del vettore 12 sino a determinare la loro intersezione. Si ot- 
tiene così un quadrilatero di cui due lati rappresentano la F, e la 
forza già nota che la 12 esplica sul nodo 2, mentre gli altri due orien 
tati in verso contrario a quello della F, danno le forze che le sbar 
re 32, 52 esplicano sul nodo 2. Il procedimento si prosegue sino ad e- 
saurire tutte le aste. Nel caso dell'esempio si deve successivamente 
considerare il nodo 3, determinando così gli sforzi nelle sbarre 34,35. 
Rimane, infine, come spesso capita nella applicazione del metodo di Cre 
mona, una sola sbarra incognita, la 45. 

In tal caso, il vettore che rappresenta la forza che essa esplica 
su uno dei due nodi a cui è collegato si ottiene semplicemtne congiun- 
gendo due punti opportunamente scelti nella figura costruita accanto al 
lo schema della struttura e attribuendo al segmento ottenuto un verso 
opportuno. Nel caso dell'esempio in Fig. 14'la forza esplicata da 45 
sul nodo 4 è rappresentata dal vettore AB. Se il disegno è ben esegui 
to il vettore così ottenuto risulta parallelo al segmento rappresenta- 
tivo della sbarra a cui esso corrisponde (nell'esempio considerato AB 
deve essere parallelo a 45 nella Fig. 14). La Fig. 14' si chiama cremo 
nîano della struttura assegnata. Semplicemente osservando le Figg. 14, 
14' o pensando a quanto sopra è scritto si constata che il diagramma 
costituente lo schema della struttura e della sollecitazione esterna 
(attiva e vincolare) a cui essa è sottoposta e quello dei vettori rap- 
presentativi di tale sollecitazione e degli sforzi delle aste si corri 
spondono in modo che a più segmenti del primo concorrenti in un punto 
(nodo) corrispondono nel secondo altrettanti segmenti paralleli ai pri 


mi e formanti poligono e viceversa. Per tale ragione i due diagrammi di 
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consi reciproci e si dimostra che essi possono ottenersi mediante pro- 
iezione ortogonale di due figure spaziali legate da una particolare cor 


rispondenza. 


OSSERVAZIONE - Per la costruzione del cremoniano non occorre, a rigore, 
disegnare innanzitutto il poligono delle forze esterne (attive e vinco 
lari). Queste possono segnarsi, con criterio opportuno, man mano che si 
‘ incontrano nel considerare i vari nodi della struttura. Anzi è così che 
conviene fare in presenza di una struttura che non richiede la preventi 
va determinazione delle reazioni vincolari esterne per l'applicazione 


del metodo di Cremona. 


10 — METODO DI RITTER 

I metodi di Ritter e di Culmann [n. 11] sono anche detti delle se 
zioni e riescono particolarmente utili per la determinazione degli sfor 
zi di strutture reticolari che non possono completamente risolversi con 
i metodi dei nodi e di Cremona e, se ci si contenta di determinare lo 
sforzo in qualche asta, anche in problemi staticamente indeterminati. 
Del resto, anche se una struttura si può risolvere con il metodo di Cre 
mona, quando interessa solo la determinazione dello sforzo in qualche 
sbarra intermedia è più rapido seguire, se applicabili, i metodi delle 
sezioni in quanto così facendo si risparmia la determinazione degli sfor 
zi in molte altre aste che possono fon interessare. 

Si supponga che esista una sezione ideale s, che divide la strut- 
tura in due parti S', S" tale che delle n aste tagliate, n - 1 con- 
corrono in un nodo N, proprio od improprio, in cui non concorre la n- 
esima (Fig. 15).La sezione si dice sezione di Ritter coniugata alla sbar 
ra non concorrente in N (sbarra AB, nella Fig. 15). Tale sezione è u 
tile per la determinazione dello sforzo nella AB. Siano infatti I' e 
2" le sollecitazioni esterne, rispetto all'intera struttura (attive e 
vincolari) agenti su S' ed S" e sia cu (u versore di AB) la for 
za che il troncone CB esplica su AC attraverso il taglio (0 rappre 
senta, cioè, lo sforzo richiesto). Per l'equilibrio di S' occorre che 
il sistema formato con le forze di :', con la (€G, cu) e con le incogni 
te forze che i tronconi della n-1 sbarre tagliate da s e appartenen 
ti ad S" esplicano su quelli appartenenti a S' sia equilibrato. 

E' in base a tale osservazione che si riesce a determinare o. Oc- 
corre, però, distinguere i due casi: 

a) N è proprio (Fig. 15); si pensi alla normale, n, in N al pia 


no della struttura, orientata in modo che u sia levogiro rispetto ad 
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essa. 

Il momento di cu rispetto ad n è ho, se h è la distanza di 
AB da N. Il momento rispetto ad n di ognuna delle altre forze espli 
cate dagli altri n-1 tronconi è invece evidentemente nullo. Di conse- 
guenza, chiamando con Hi il momento risultante rispetto ad n delle 
forze di ©>', la condizione di equilibratezza prima accennata richiede, 


tra l'altro, 


(3) ui #0, 
da cui segue 
(4) ne è 
b) N è improprio (Fig. 16); sia k la normale alla direzione co 


mune alle n-1 sbarre parallele orientata in verso arbitrario. Se 


è l'angolo che essa forma con u dla componente di cu secondo k è 


ocosì. Invece le componenti delle forze esplicate su S' dagli n-1 
tronconi paralleli sono evidentemente nulle. Di conseguenza, detta Ri 
la componente secondo k del risultante delle forze di D', per l'equi- 


librio di S' deve essere, tra l'altro, 
(55) Ri + ccosì = 0. 


Da (5) si ricava 


Fig. 15 Fig. "16 


Nelle Figg. 17, 17' è illustrato in un esempio come applicare il 
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metodo di Ritter. Trattasi di una capriata Polanceau a ire contra 
st. Si constata facilmente che con il solo metodo di Cremona non si rie 
sce a determinare gli sforzi in tutte le sbarre. Infatti, dopo avere de 
terminato le reazioni vincolari dr dg che nell'esempio considerato 
si trovano subito a causa della simmetria della struttura, si inizia il 
metodo dal nodo 1 (vedi Fig. 17) e si considerano successivamente i no- 
di 2, 3. In Fig. 17', è, evidentemente, 


(79) (0) (Ch) - GET a 0307 = 0203 = 030, = Fo = F3 = Fu . 


Si trovano così gli sforzi nelle sbarre 12, 13, 23, 24, 34, 35 ma 
non è possibile continuare nell'applicazione del metodo di Cremona fa- 
to che ad ognuno dei nodi rimanenti (si intende, della semistruttura di 
sinistra) sono collegate più di due sbarre incognite. Conviene allora 
ricorrere al metodo di Ritter. La sezione indicata in Fig. 17 è coniu- 


gata alla sbarra 59 che permette di determinare lo sforzo. 


Fig. 17! 


Basta, in base alla teoria già esposta, determinare il momento ri 
sultante rispetto alla normale, n, in N = 8 al piano della figura, o 
rientata in verso levogiro rispetto a 59, dei carichi da! Pig Eos Egy 
Fy e dividerlo per la distanza, h, della 59 da N. La poligonale dei ca 
richi è 0001020304. Nell'eseguire il disegno si è avuto cura di sceglie 
re il polo P sulla parallela per O ad AN a distanza h, da 0501 - 


Per tale ragione si può assumere come primo lato del poligono funi- 
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Ul 
(N°) 
(ca) 


colare dei carichi considerati la retta AN. Se l'ultimo lato incontra 


in E 
considerati rispetto ad N 
(N, OP) se Q 

scelto |QP! = h 


la parallela a 050); per 


è la proiezione di 


N, il momento risultante dei carichi 


coincide con quello delle coppie (E, PO), 


P' sulla retta 0507 &polchs si è 


si deduce che la forza che la 59 esplica sul nodo 5 ha 


modulo rappresentato da |NE| mentre facili considerazioni indicano che 


la 59 è un tirante. 


Determinata tale forza, l'applicazione del metodo di Cremona per- 


mette di determinare gli sforzi in tutte le aste rimanenti. 


11 — METODO DI CULMANN 


Consiste in una particolare applicazione del metodo di Ritter. Una 


sezione, s , di una travatura si chiama sezione di Culman» 


solamente tre aste non concorrenti 


Figi 18 


quando taglia 
(Fig. 18). Quando una tale sezione e 

siste è facile determinare gli sforzi 
nelle tre aste tagliate. Siano S',S" 
le due parti in cui la s divide il 
sistema, 2!', i" i sistemi di forze 
(attive e vincolari) esterne per l'in 
tero sistema agenti su 5", S",; Ui,Us, 
lg, i versori Gi AB, CB; CD E @};0ug 
G3 gli sforzi incogniti delle tre 
sbarre. Il sistema >' è equilibra- 
to dalle forze (A, vili)s {C, matta), 


Di conseguenza è ridu 
le alle tre forza - cit, — sa, 
- 0303, rispettivamente applicate sul 


le rette AB, BC, CD. La determinazio 


ne degli sforzi richiesti si riporta, cioè, a quella della riduzione del 
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sistema dei vettori applicati su tre rette assegnate. 

In Fig. 19 è mostrato come si determinano gli sforzi in tre sbar- 
re (AB, AD, CD) di una travatura staticamente indeterminata. Sostanzial 
mente si è ridotta la forza F a tre forze applicate sulle rette conte 
nenti le aste AB, AD, CD. Esse sono individuate in Fig. 19 rispettiva- 
mente dai seguenti A'B', A'D', C'D' rispettivamente paralleli alle a- 
ste AR, AD, CD. Il segmento EG è lungo quanto quello che rappresen- 


ta la forza FF. 
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